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Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

(Von  Herrn  L.    W.   Thome.) 


Abdruck  aus  dem  .Journal  für  die  reine  und  angewandte  Hathematik ' ,  Bd.  74. 


1. 

JCis  sei 

eine  homogene  lineare  Differentialgleichung,  deren  Coefficienten  p  in  der 
Umgebung  eines  Punktes  x=a  einwerthige  analytische  Functionen  sind. 
In  einem  um  den  Punkt  x=Xo  geschlagenen  Kreise,  worin  diese  Coefficien- 
ten allenthalben  einwerthig  und  stetig  bleiben,  genügt  nach  dem  von  Hrn. 
Weierst7-ass  gegebenen  Grundsatze  dieser  Theorie  (vgl.  die  Abhandlung  des 
Herrn  Fuchs:  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  mit  verän- 
derlichen Coefficienten  Bd.  66  d.  J.,  S.  122)  der  vorliegenden  Differential- 
gleichung eine  und  nur  eine  innerhalb  des  ganzen  Kreises  einwerthige  und 
stetige  analytische  Function,  die  mit  ihren  ?>i — 1  ersten  Ableitungen  im 
Punkte  Xa  vorgeschriebene  Werthe  annimmt.  Nimmt  man  nun  ein  Gebiet, 
worin  die  Coefficienten  ^;  einwerthig  sind,  so  wird  das  vollständige  Integi'al 
der  Differentialgleichung  in  demselben  dargestellt  (kirch  den  Ausdruck 
Ci^i  +  Ca^/i'H |-Cm2/mi  wo  die  Grössen  c  Constanten,  y^  bis  y„,  linearunabhän- 
gige particuläre  Integrale  sind,  so  dass  eine  Relation  Ky^-^k^y^-] f-^"'n3/m=0 

mit  Constanten  Coefficienten  zwischen  denselben  nicht  besteht.  Die  Form 
eines  solchen  Fundamentalsysteras  linearunabhängiger  particulärer  Inte- 
grale in  der  Umgebung  des  Punktes  x=a,  wenn  in  demselben  nicht  alle 
Coefficienten  p  stetig  bleiben,  hat  Herr  Fuchs  gegeben  (Bd.  66  d.  J.  S.  131). 
Derselbe  stellt  hierzu  eine  Fundamentalgleicljung  j?«**"  Grades  auf,  deren 
Coefficienten  von  der  Wahl  irgend  eines  Fundamentalsystems  von  Integralen 
unabhängig  und  deren  Wurzeln  Wi  bis  w„,  alle  von  Null  verschieden  sind. 
Kommt  eine  Wurzel  w,  dieser  Gleichung  einfach  vor,  so  entspricht  dersel- 
ben  ein  Integral  des  Fundamentalsystems  der  Form 

(2.)     yo.  =  {x  —  aT'(p.^ 
wo/fc,=  5^.  logw,    und   (p^    eine    in    der  Umgebung  von  x=a  einwerthige 
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Function  ist.  Kommt  eine  Wurzel  w„  ;Lfach  vor,  so  entspricht  dieser  Gruppe 
einander  gleicher  Wurzeln  die  Gruppe  der  Integrale  im  Fundamental- 
systeme 

(3.)     y^,  =  (x—af^kcp,i[^og(x  —  a-)y~'     (a  =  l,  2,...Z), 

wo  k„  nur  um  ganze  Zahlen  sich  unterscheidende  Werthe  von  ::^ — ^.Iogcu„, 

(/at,  in  der  Umgebung  von  x=a  einwerthige  Functionen  sind.  Diese  Form 
der  Integrale,  die  einer  /fachen  Wurzel  co„  der  Fundamentalgleichung  ent- 
sprechen, kann  man  unmittelbar  dadurch  erhalten,  dass  man  mit  Hülfe  ir- 
gend eines  Fundamentalsystems  zunächst  ein  Integral  derForm  ?/,=  (a; — «y'afyij 
bildet,  wo  (fi  in  der  Umgebung  von  .T=a  einwerthig  ist,  dieses  in  das  Fun- 
damentalsystem einführt,  alsdann  in  der  Difterentialgleichung  y=yi  1  zdx 
setzt,  die  Differentialgleichung  für  z  aufstellt  und  unter  Berücksichti- 
gung, dass  die  Coefficienten  der  Fundamentalgleichung  unabhängig  von  der 
Wahl  irgend  eines  Fundamentalsystems  sind,  die  Fundamentalgleichung  für 
die  neue  Differentialgleichung  des  z  bildet,  die  alsdann  l — 1  Wurzeln 
gleich  1  hat.  Auf  diese  Weise  wird  eine  Gruppe  von  Integralen  herge- 
leitet von  der  Form 

,^        \yi  =  (x-af^<f,,  y,=y,fzdx,   y.,=  y.fdx zj udx, 
I  ...?/,  =3/i  I dx  z I dx  u  ...  I wdx, 

wo  die  Functionen  z.,  u,  ...w  alle  in  der  Umgebung  von  x=a  einwerthig 
sind.  Dass  die  so  erhaltene  Gruppe  linearunabhängiger  Integrale  auch  von 
den  übrigen  auf  gleiche  Weise  gebildeten  linearunabhängig  ist,  -wird  weiter 
unten  in  dieser  Nummer  nachgewiesen.  Die  Functionen  <f  in  dem  angege- 
benen Fundamentalsysteme  (2.)  und  (3.),  die  also  in  der  Umgebung  von  x=^a 
einwerthig  sind,  lassen  sich  in  dem  um  den  Punkt  x=a  geschlagenen  Kreise, 
worin  sie  abgesehen  von  dem  Punkte  a  endlich  bleiben,  durch  die  Summe 
zweier  Potenzreihen  darstellen,  wovon  die  eine  nach  Potenzen  von  x  —  a 
mit  positiven,  die  andere  mit  negativen  ganzzahligen  Exponenten  fortschrei- 
tet. Herr  Fuchs  untersucht  nun  im  weiteren  Verlaufe  semer  Abhandlun- 
gen (Bd.  66  d.  J.,  S.  139  und  68,  S.  359)  diejenige  Differentialgleichung, 
deren  sämmtliche  Integrale  mit  bestimmten  Potenzen  von  x  —  a  multipli- 
cirt  für  x=a  endlich  werden,  wozu  sich  für  die  Functionen  (f  des  Funda- 
mentalsystems mittels  der  linearen  Beziehungen  zwischen  denselben  ergiebt, 
dass  sie  in  ihren  Entwickelungen  Potenzen   von  (x — ä)'^  nur  in   endlicher 
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Anzahl  enthalten  dürfen.  Die  Bestimmung  der  Coefficienten  p,  bis  ^„,  die- 
ser Differentialgleichung  geschieht  dabei  dadurch,  dass  das  System  von  m 
linearen  Gleichungen  mit  m  Unbekannten  aufgelöst  wird,  welches  aus  der 
Differentialgleichung  (1.)  durch  Einsetzen  der  m  linearunabhängigen  particu- 
lären    Integrale  dei-  angegebenen  Form   entspringt. 

Man  kann  darauf  ausgehen,  Untersuchrmgen  über  solche  Differen- 
tialgleichungen anztistellen,  die  überhaupt  unter  ihren  Integralen  auch  der- 
artige besitzen,  dass  in  ihren  aus  den  particulären  Integralen  (2.)  und  (3.) 
linear  mit  constanten  Coefficienten  zusammengesetzten  Ausdrücken  die  Ent- 
wickehingen der  einiverthigen  Functionen,  die  nach  Potenzen  von  x — a 
fortschreiten,  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  nur  in  endlicher  Anzahl 
enthalten.  Dies  soll  im  Folgenden  geschehen  nach  einer  anderen  Methode, 
als  Herr  Fuchs  angewandt  hat,  die  zugleich  einen  einfachen  Beweis  für  die 
Differentialgleichung  des  Herrn  Fuchs  liefert. 

Was  die  Definition  jener  Integrale  angeht,  so  hat  man  zu  bemei-ken, 
dass  eine  analytische  Function  des  Ausdruckes: 

,..   \Ci  (x—  aY'  (^v,u  +  «2 (x—aY'  {(f^^o  +  'f  r,i  log  (x—  a)~\ f- (/-,,,,  (log  (x  -  a) )*} 

worin  die  Grössen  c  Constanten  in  endlicher  Anzahl  sind,  je  zwei  der  Ex- 
ponenten r-j,  ...r,  sich  nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  die  Potenzen 
von  log  Qi—a)  mit  positiven  ganzzahligen  Exponenten  nur  in  endlicher  Anzahl 
vorkommen  und  die  Grössen  qj  in  der  Umgebung  von  x^a  einwerthig  sind, 
demnach  durch  die  Summe  zweier  Potenzreihen  entwickelt  werden,  wovon 
die  eine  nach  Potenzen  von  x  —  a  mit  positiven,  die  andere  mit  negativen 
ganzzahligen  Exponenten  fortschreitet,  sich  nur  auf  ei?ie  Weise  unter  dieser 
Form  darstellen  lässt.  Wenn  also  dieser  Ausdruck  einem  zweiten  dieser 
Form  gleich  sein  soll,  so  müssen  auf  beiden  Seiten  die  nämlichen  Functio- 
nen (x—ay[log(x—a)]''  mit  den  nämlichen  Coefficienten  vorkommen.  Die- 
ses ist  bewiesen,  wenn  man  zeigt,  dass  ein  solcher  Ausdruck  nicht  iden- 
tisch Null  sein  kann,  ohne  dass  jede  der  Grossen  (p  gleich  0  ist,  mithin  die 
Coefficienten  in  der  Entwickelung  von  cp,  die  durch  bestimmte  Integrale 
gegeben  sind,  verschwinden.  Setzt  man  nun  einen  solchen  Ausdruck 
gleich  0  und  macht  alsdann  .9  —  1  Umgänge  um  den  Punkt  x  =  a,  so  ist  die 
Determinante  dieses  Systems  von  s  in  Bezug  auf  Ci,  ...c,  linearen  Gleichun- 
gen nicht  identisch  gleich  0,  wenn  nicht  die  Grössen  (p  gleich  0  suid;  woraus 
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folgen  würde,  dass  Ci  =  C3=...c,  =  0  sein  müssten.   Diese  Determinante  ist 
nämlich 

(x — a)""'  {x — a)'"' . . .  (x — aj'  D , 
wo  D,  wenn  e""'''=iü„...e'"^ '"''=«;,  gesetzt  wird,  gleich  ist: 

(fr.o    •••  [(fr,.-] |-'/"r,t[log(a;— a)]*} 

Wi(pr,0     ••■  «ü.  {f/  r,oH h  (fr.k  [log  (X—O)  +  2nl  ]*} 


w'i'"'(pr,i>  •••  "'r'{f/r,oH \-(fr,ic[log(x—a)-]-(s—l)2nifj 

Wird  D  auf  die  Form  gebracht: 

(6.)     P„+P,log(x-a)+•••  +  P,[log(x-«)]^ 

wo  die  Grössen  Pu,  ...Pr  einwerthig  sind,  so  müssten  diese  einzeln  ver- 
schwinden, wenn  D  identisch  gleich  Null  wäre,  weil  sonst  wegen  der  Viel- 
deutigkeit von  log  {x—a)  die    Gleichung  P^-\-P-iZ-\ |-PrZ^  =  0  unzählig 

viele  Wurzeln  hätte.     P^  ist  aber  gleich 
1     1  ...  1 

Wi    W2  w, 

(frfi'fr,h---(Pr,k, 


und  da  hier  die  Determinante  nicht  verschwindet,  so  müsste  eine  der 
Grössen ^r,o 5  «/"r,*?  '••<fr,k  gleich  0  sein,  also  einer  derCoefficienten  der  höchsten 
Potenzen  der  Logarithmen  in  (5.)  verschwinden,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung ist.  Ein  Ausdruck  der  Form  (5.)  kann  also  nicht  identisch  gleich  0 
sein,  ohne  dass  die  Grössen  y  gleich  0  sind.  Damit  ist  alsdann  zugleich 
bewiesen,  dass  die  oben  abgeleitete  Gruppe  (4.)  linearunabhängiger  Inte- 
grale und  die  übrigen  in  gleicher  Weise  gebildeten  von  einander  linearun- 
abhängig sind. 

Man  kann  demnach  mittels  der  particulären  Integrale  (2.)  und  (3.)  je- 
dem Integrale  der  Differentialgleichung  (1.)  in  der  Umgebung  von  x=a  die 
Form    des  Ausdruckes  (5.)   geben  und  letzteres   nur   auf  eine  Weise.     Wir 
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wollen  nun  im  Folgenden  solche  Difl'erentialgleichungen  untersuchen,  unter 
deren  Integi-alen  der  Form  (5.)  es  welche  giebl,  wo  die  Functionen  (f  in 
ihren  Entwickelungen  Potenzen  von  (x — a)~*  nui*  in  endlicher  Anzahl  ent- 
halten. Aus  dem  Umstände,  dass  der  Ausdruck  (6.)  nicht  identisch  gleich 
Null  sein  kann,  ohne  dass  die  einwerthigen  Coefficienten  P  gleich  NuU  sind, 
ergiebt  sich  ein  Satz,  den  Herr  Fuchs  (d.  J.  Bd.  68,  S.  356)  bewiesen 
hat,  von  dem  wir  Gebrauch  machen  werden,  dass,  wenn  ein  Ausdruck  der 
Form 

r=(x-ay[(p,  +  (f^\oglix-a)-i-^-\-cf^(\og(x-a)y] 

worin  die  Grössen  (p  einwerthig  sind,  die  Differentialgleichung  (1.)  erfüllt, 
die  alsdann  die  Form  annimmt 

(x-ay{P,-\-FJog(x-a)+-  +  Pr\}og(,x~a-)Yl  =  0, 

auch  (x — ayPr=0  ist,  oder  dass  auch  (j — ay^r],  der  Coefficient  der  höch- 
sten Potenz  von  log(a; — a)  in   F,  die  Differentialgleichung  erfüllt. 


Ein  Integral  der  Differentialgleichung 

in  welcher  die  Coefficienten  p  in  der  Umgebung  von  x^a  einwerthig  sind, 
setzt  sich  aus  den  particulären  Integralen  (2.)  und  (3.)  der  Nr.  1  hnear  mit 
Constanten  Coefficienten  zusammen  und  nimmt  nur  auf  eine  Weise  die  Form 
des  Ausdruckes  (5.)  in  Nr.  1  an.  Demnach  muss  jede  in  dem  Ausdrucke 
des  Integrals  vorkommende  Summe  der  Fonn 

{x—ay\(f^-i-(f^og(x—a)-l |-?*Pog(a:-a)]*<, 

die  sämmtliche  Summanden  enthält,  in  welchen  sich  die  Exponenten  der 
Potenzen  von  x  —  a  nur  um  ganze  Zalilen  unterscheiden,  für  sich  die 
Differentialgleichung  erfüllen,  und  in  dieser  Summe  der  Coefficient  der  höch- 
sten Potenz  des  Logarithmus  nach  dem  zu  Ende  des  Nr.  1  angegebenen 
Satze  des  Herrn  Fuchs  ebenfalls.     Hierin  liegt  der  Satz: 

1.  Hat  die  Differentialgleichung  (1.)  unter  ihren  Integralen  über- 
haupt ein  solches,  in  dessen  Ausdrtick  der  Form  (5.)  in  Nr.  1  die  Functio- 
nen (f  in  ihren  Entwickelungen  Potenzen  von  (x — a)~^  nur  in  endlicher 
Zahl  enthalten,  so  hat  sie  auch  eines  der  Form  (x—ajtfix),  wo  (f{x)  ein- 
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werthig    ist    imd  in  der  Entwickelung  nur  Potenzen   von  x  —  a  mit  posi- 
tiven Exponenten  enthält. 

Daran  schliessen  sich  zunächst  folgende  Sätze: 

II.  Hat  die  Differentialgleichung  (1.)  s  linearunabhängige  Integrale 
mit  Potenzen  von  (x  —  a)~^  iyi  endlicher  Anzahl^  und  ist  s  die  grösste  Zahl 
solcher  Integrale,  die  unter  einander  linearunabhängig  sind,  wo  also 
s^m  ist,  so  lassen  sich  alle  Integrale  derselben  Art  durch  diese  linear 
mit  Constanten  Coefficienten  ausdrücken.  Und  umgekehrt,  wenn  sich  durch 
s  linearunabhängige  alle  derselben  Art  ausdrücken  lassen,  so  giebt  es  nicht 
mehr  linearunabhängige ,  als  s,  weil  man  die  ursprünglichen  s  durch 
eben  so  viele  neuen  ausdrücken  könnte,  und  dann  auch  alle  übrigen  durch 
letztere. 

III.  Hat  die  Differentialgleichung  (1.)  s  linearunabhängige  Inte- 
grale der  angegebenen  Art.,  so  hat  nach  I.  dieser  Nummer  eines  die  Form 

y^={x-a)%,{x), 
wo    (f  (x)    nur    Potenzen   von    x — a    mit  positiven    Exponenten     enthält, 
(f  (a)  vonO  verschiedefi  ist.      Setzt  man  in  (1.)  y=yi  1  zdx,  so  dass  man  die 
Differentialgleichung 

mit  in  der  Umgebimg  von  x=a  einwerthigen   Coefficienten  erhält,   so  hat 
diese  s  —  1  linearunabhängige  Integrale  genannter  Art  und  zimgekehrt. 
Denn  sind  die  der  Differentialgleichung  (1.) 

2/1.  2/2,  •••  y,^ 
so  sind  die  der  Differentialgleichung  (2.) 

A  y±  ...  A.  yjL., 

dx  y^''  dx  y,' 

aus  einer  Relation 

dx  y^     '  '     '  dx  y, 

mit  Constanten  Coefficienten  würde 

Ciyi-\-c2y2-\ \-c,y,=0 

folgen.     Und  sind  die  der  Differentialgleichung  (2.) 

Zi,   z^,   ...   ^,_i, 

so  sind  die  der  (1.) 

2/1,  y2=yifzidx,  .  .  .  y.=yifz,_idx; 
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eine  Relation   mit  constanten  Coefficienten 

ist  nicht  möglich,  weil  ans  dieser 


'dji  y^    '  '  dx  y^ 


folgen  würde. 


3. 

Wenn   die   in    der  Umgebung    von  x  =  a   einwerthigen  Coefficient€n 
p  der  Differentialgleichung 

(1.)  S+i',£if+-+w=o 

Potenzen  von  {x — a)  *  in  ihi'en  Entwickelungen  in  endlicher  Anzahl  ent- 
halten und  die  Coefficienten  auf  die  Form  ,^ .,   gebracht  sind,  wo  *>0 

(.c  —ay^ 

ist,  f(x)  nur  Potenzen  mit  positiven  Exponenten  enthält,  wenn  alsdann  die 
gemeinschaftlichen  Factoren  x — a  in  Zähler  und  Nenner  weggehoben 
sind,  so  werde  der  Grad  des  Nenners  in  p^  durch  .ij  bezeichnet,  in  /), 
durch  rio,  etc.,  in  p„,    durch  .t„. 

Im  Folgenden  sind  es  die  positiven  ganzen  Zahlen 

;Ti+ni 1,    .72  +  ?« 2,    ...     .7„_i+l,    .7„, 

die  eine  wesentliche  Bedeutung  haben. 

Man  hat  hier  zunächst  den  Satz: 

I.  Wenn  in  der  Differentialgleichung  (1.)  mit  in  der  Umgebung 
von  x=a  einwerthigen  Coefficienten  die  Coefficienten  p,  bis  /)„,_,  Potenzen 
von  (x  a)~*  in  endlicher  Anzahl  enthalten  und  diese  Differentialgleichung 
überhaupt  ein  Integral  hat,  in  dessen  Ausdruck  Potenzen  von  (x — a)~'  nur 
in  endlicher  Anzahl  vorkommen,  so  enthält  der  Coefficient  p„  ebenfalls  nur 
eine  endliche  Anzahl  Potenzen  von  (x — a)^'  und  zwar,  icenn  g  die  grösste 
der  Zahlen  .7,  +  m — 1,  .7,  +  m  —  2,  ...  .7„_i-|-l  bezeichnet,  höchstens 
bis  zu  dem  Exponenten  g,  wenn  g>m,  tind  höchstens  bis  zu  dem  Exponen- 
ten m,  wenn  g^m  ist;  also  n,„^g,  wenn  g>m  und  .7„,"<:>n,  wenn 
g<:m  ist- 

Die  Differentialgleichung   hat    nämlich   nach   Nr.  2,  I.  ein  Integral  der 
Form  (x — a'fq(x),  wo  </(a;)    nur  Potenzen    mit  positiven  Exponenten   ent- 
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hält,  <[  (a)  von  0  verschieden  ist.  Setzt  man  dieses  in  die  Ditferentialgleichung 
ein  und  bringt  dieselbe  auf  die  Form: 

so  sieht  man    sofort,  dass  p,„  Potenzen  von  (x  —  «)"*  nur  in  endlicher  An- 
zahl enthält  und  der  Grad  des  Nenners  in  p,„  der  im  Satze  angegebene  ist. 


4. 

Es  soll  jetzt  zuerst   untersucht  werden,   wie   die  tn  der  Umgebung 
von  x=a  einwerthigen  Coefficienten  der  Differentialgleichung 

(1-)   rf#+i'i^+.--4-;'.2/=o 

beschaffen  sein  müssen,  damit  die  Differentialgleichung  nur  solche  Inte- 
grale hat,  in  deren  Ausdrücken  Potenzen  von  (x — a)  '  in  endlicher  An- 
zahl vorkommen.  Es  ist  dies  die  Differentialgleichung,  deren  Form  Herr 
Fuchs  bestimmt  hat  (d.  J.  Bd.  66,  S.  139,  Bd.  68,  S.  359),  indem  er  das 
System  von  m  Gleichungen  mit  den  m  Unbekannten  p^  bis  p^  auflöst,  '^^'el- 
ches  man  durch  Einsetzen  der  linearunabhängigen  particulären  Integrale  (2.) 
und  (3.)  in  Nr.  1  erhält.  Wir  wenden  hier  die  Schlussweise  von  m —  1 
auf  m  an.  Die  Differentialgleichung  (1.)  hat  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung jedenfalls  ein  Integral  der  Form  y^  =  (x — aY<f'{x^,  wo  (p{x)  nur  Po- 
tenzen von  x  —  a  mit  positiven  Exponenten  enthält,  (/>(«)  von  0  verschie- 
den   ist.     Setzt  man  y=yi  1  zdx,  so  erhält  man  die  Differentialgleichung: 

(2.)     S  +  ?.S  +  -  +  ?™-=0, 


?i  = 


1  \      dy, 

-  '    m  -fi 
Vi  dx 


b+p^y^- 


1   fm(m-l)  ^^i   I  /        jN     ^_4_„^y  ) 

9^— 7,1     1.2     dx'-^'^^   ^JPidx^P'y'h 

m(m—l') . . . (m—r-\-l')  d^yi    .    (m-l)(m -2) . . (m—r-\-l')      dr-^y^ 
__  1.2. ..r  d^""  1.2... 0-1)  P^  d^'-^ 

^^~y.i  ,  (7»-2)(m-3)..(^-r+l)      d^-^y,  ,  .        ^-L»  „ 

1.2...  (/-2)     p^  d.7f-^  +  +^*"  * + ^^P'-^  dx  ^p^y^ 
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Die  Ditferentialgleichung  (2.)  mit  einwerthigen  Coefficienten  hat  alsdann 
auch  nur  Integrale,  in  deren  Ausdrücken  Potenzen  von  (x  —  a)~^  nur  in 
endlicher  Anzahl  vorkommen  (Xr.  2,  III.). 

Die  Differentialgleichung  der  Ordnimg  m=l 

die  von  der  vorgeschriebenen  Art  sein  soll,  muss   nun  nach  Nr.  3,  I.  den 

Coefficienten  p   von    der   Form  — ^^    haben,    wo  /(x)   nur  Potenzen    von 

X — a  mit  positiven  Exponenten  enthält.  Diese  Form  von  p  kann  man 
unmittelbar  aus  dem  Ausdrucke  des  vollständigen  lutegi-als  der  Differential- 
gleichung 

wo   C  eine  Constante  ist,  verificiren. 

Setzt  man  nun  m^=2,  und  sollen  die  Integrale  der  Differentialglei- 
chung (1.)  die  verlangte  Eigenschaft  haben,  dann  muss  dieses  auch  für  die 
Differentialgleichung  (2.)  stattfinden.     Nun    ist  nach  dem  eben  Bewiesenen 

1    du,     ,  /(.r)  •       , V  \  T->   ^ 

q^^  m  -  --j-i  -^p^=  '-^,  wo  m /(x)  nui- Potenzen  von  x—a  mit  positi- 
ven Exponenten  vorkommen;  daher  ist  n,  von  derselben  Form  gleich  -^»A^^ 

x  —  a 

und  dann  muss  nach  Nr.  3,1.^:  die  Form  haben    /  _  (^  ,  wo  in  fiQc)    nur 

Potenzen  von  x  —  a   mit  positiven  F.xponenten  vorkommen. 

Es  sei  jetzt  bereits  bewiesen,  das»  eine  Differentialgleichung  (m— 1)"' 
Ordnung,  deren  Coefficienten  einwerthig  sind,  und  die  nur  Integrale  der 
angegebenen  Art  hat,  die  Form  haben  muss: 

y^-J      (i>'-'    "^   x-a    dx'"-^    "l"  (x-ay  dx'^^     f"    ' '  "f  (.r-a)»-'    ^  —  "' 
wo  in  den  Functionen  F  nur  Potenzen  von  .r  —  a  mit  positiven  Exponenten 
vorkommen. 

Wir  beweisen  dies  alsdann  füi-  die  in"  Ordnung.  Wenn  die  Differential- 
gleichung (I.)  also  nur  Integi'ale  der  angegebenen  Eigenschaft  hat,  so  muss 
dies  auch  bei  der  Differentialgleichung  (2.)  der  Fall  sein.  Diese  hat  als- 
dann die  Form  (4.).  Aus  den  Ausdi-ücken  der  Coefficienten  q  ergiebt  sich 
hierauf,  dass 
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P^—  -:^^  '  P'  —  (.v-a)    '    •••  P"'-'  —     (.r  ^  «)"— 
sein  muss.  wo  in  den  Functionen  /  nur  Potenzen  von  x—a  mit   positiven 
Exponenten  vorkommen.     Nach  Satz  I.  Nr.  3  muss  dann 

sein,  wo  /„,(^')  ebenfalls  nur  Potenzen  von  x—a  mit  positiven  Exponenten 
enthält. 

Damit  ist  also  für  eine  Differentialgleichung  m'"'  Ordnung  (1.)  die 
die  vorgeschriebene  Eigenschaft  haben  soll,  bewiesen,  dass  die  Coefficien- 
ten  p  Potenzen  von  (x- — a)"'  nur  in  endlicher  Anzahl  enthalten  dürfen, 
und  dass  die  in  Nr.  .8  definirten  Zahlen 

n^-{-m  —  a^TO      (a=l,  2,  ...   m) 
sein  müssen. 


h. 

Die  in  den  Nummern  2  und  3  angegebenen  Sätze  und  die  in  der  vorigen 
Nummer  angewandte  Methode  geben  die  Mittel,  überhaupt  Differentialgleichun- 
gen zu  untersuchen,  die  unter  ihren  Integralen  solche  haben,  in  deren  Aus- 
drücken Potenzen  von  (x—a')~^  in  endlicher  Anzahl  vorkommen.  Man 
kann  anschliessend  an  den  Satz  in  Nr.  3  sofort  folgenden  allgemeineren  auf- 
stellen : 

I.      Wenn  die  Differentialgleichung 

(1.)  S+;.,£3'+-+A.y=o, 

deren  Coefficienten  in  der  Umgebung  von  x=a  einwerthig  sind,  in  den 
Coeffwienten  p^,  j}^,  "-Ph  Potenzen  von  (x—a)  '  7iur  in  endlicher  Anzahl 
hat,  und  wenigstens  m  —  h  Hnearimabhängige  Integrale,  deren  Ausdrücke 
Potenzen  von  {x  —  a)  *  in  endlicher  Anzahl  enthalten,  haben  soll,  so  müssen 
die  übrigen  Coefficienten  ebenfalls  Potenzen  von  (x — a)~*  nur  in  endlicher 
Anzahl  enthalten,  ferner,  toenn  von  den  in  Nr.  3  definirten  Zahlen 

ni-\-m — 1,  n2-\-m  —  2,   ...    n^-f-'"  —  ^ 
die  gross te  g^m  ist,  so  müssen 

-lA+i+m      A— 1,  ...  rr„_i  +  l,  .7,„<^; 
wenn  aber  g<tm  ist,  so  müssen 
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-^A+i  +  "*  —  li  —  1,  ...  ;?„.<:»(. 
sein. 

Zu  dem  Beweise  fangen  wir  mit  einer  Difierentialgleichung  an,  worin 
m  =  h-\-\.  Alsdann  gilt  der  Satz  nach  Nr.  3.  Nehmen  wir  ihn  alsdann 
für  die  (m  —  1)'^  Ordnung  bereits  als  bewiesen  und  beweisen  ihn  für  die 
m".  Die  Differentialgleichung  (1.)  hat  nach  Nr.  2,  I.  wenigstens  ein  In- 
tegral von  der  Form  yi  =  (x  —  ay(f(x),  worin  (f(x)  nur  Potenzen  von  x — a 
mit  positiven  Exponenten  enthält,  </-  (o)  von  Null  verschieden  ist. 

Setzen    wir    y::=y^  j zdx    in  (1.),    so    erhalten    wir    die  Differential- 
gleichung 

(2.)     £ä  +  9.£3+-+9.-.-=0, 

wo  die  einwerthigen  Coefficienten  q  die  in  der  voingen  Nummer  angegebene 
Form  haben.  Diese  Differentialgleichung  hat  alsdann  nach  der  über  die 
Differentialgleichung  (1.)  gemachten  V'oraussetzung  und  nach  Satz  IH.  Nr.  2 
wenigstens  m — 1  —  h  linearunabhängige  Integrale  genannter  Art.  Die 
Coefficienten  9,  bis  q^^  enthalten  Potenzen  von  (x— a)^  in  endlicher  Anzahl; 
dasselbe  findet  demnach,  da  der  Satz  I.  dieser  Nummer  für  die  (m — 1)" 
Ordnung  bereits  als  bewiesen  vorausgesetzt  wird,  für  alle  Coefficienten  q 
statt.  Bezeichnet  man  die  in  Nr.  3  definirten  Zahlen  tii,  tij,  etc.  bei  der 
Differentialgleichung  (2.)  durch  ni,  nl,,  ...  ./J„_i  und  die  grösste  der  Zahlen 
7i\-\-(jn—V) — 1,  ...  n'i,~\-(in—\)  —  h  durch  g\  so  findet  sich  Folgendes: 
a)  Die  Zahl  g  bei  der  Differentialgleichung  (1.)  sei  >»to. 
Wenn  aus  der  Reihe  der  Zahlen 

.i,-|-"i — 1,  7i2-\-m  —  2,  ...  7i,,-{-m  —  h 
zuerst 

.  ;<.  ~\-m  —  e=g>m 
wii'd,   so  ist  auch  aus  der  Reihe 

77'i+(to-1)-1,  .-r',  +  (m-l)  — 2,  ...  ,V,  +  (m-l)  — /i 
zuerst 

7i\  -j-(m— 1) — c=g'=g  —  !>>?«  — 1. 
Da    ferner  der  Satz  I.  dieser  Nummer  für  die  Differentialgleichung  (2.)  als 
bewiesen  vorausgesetzt  wu-d,  so  sind 

7iÄ+,-f  (m— 1)  —  h — 1,  ...  tC-i^^'. 
Daraus  folgt,  dass  die  Coefficienten  p,,^i  bis^'m-i  Potenzen  von  (j  — a)~'  in 
endlicher  Anzahl  enthalten  und 
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■f^+i+m  — A— 1,   ...   7i„_i-fl-S^'  +  l=i7 
sind;  und  nun   ergiebt  sich    aus  Satz  I.  Nr.  3,  dass  auch  p^    eine    endliche 
Zahl  Potenzen  von  (x — o)~*  enthält  und  7T„^g  ist. 
b)  Die  Zahl  g  sei  ^m. 
Man  findet  dann,  wie  vorhin,  dass 

.7',4-(m— l) — 1,  ...  .Va  +  (ot— 1)  —  h^m — l 
sind  und  daher  auch 

.iA+, +(m— 1)— A— 1,  ...  jr'^i^m— 1: 
daraus  folgt,  dass 

jia-\-'m^d'S:m     (a=l,2,...m      1) 
ist  und    nach  Satz  I.  Nr.  3   auch  n„,^m. 

Damit  ist  der  angegebene  Satz  bewiesen.  Aus  demselben  ergiebt  sich 
unmittelbar  der  den  folgenden  Untersuchungen  zu  Grunde  liegende  Satz: 

II.  Wenn  alle  in  der  Umgebung  von  x=a  einwerthigen  Coefßcien- 
ten  pi  bis  p^  der  Differentialgleichung  (1.)  Potenzen  von  (x — d)~^  in  end- 
licher Anzahl  enthalten  und  von  den  in  Nr.  3  definirten  Zahlen  .7,-f-»(  — 1, 
Tj^-j-w  — 2,  ...  .7^  die  grösste  g^ni  ist,  wenn  ferner  aus  der  Reihe  dieser 
Zahlen  rt,,-\-rn  —  h  zuerst  gleich  g  wird,  so  hat  die  Differentialgleichung 
höchstens  m  —  h  linearunabhängige  Integrale,  in  deren  Ausdrücken  Poten- 
zen von  {X — a)~'  nur  in  endlicher  Anzahl  vorkommen. 


6. 

In  der  Differentialgleichung 

(1.)  g+^.£3+-+;...=o 

sollen  die  in  der  Umgebung  von  x=^a  einwerthigen  Coefficienten  Poten- 
zen von  {x  —  ay^  nur  in  endlicher  Anzahl  haben.  Wenn  alsdann  von  den 
in  Nr.  3  definirten  Zahlen  ;Ti  +  m — 1,  ...  .t„,  die  grösste  g<:m  ist,  so  hat 
nach  einem  Satze,  den  Herr  Fuchs  (d.  J.  Bd.  66,  S.  148)  bewiesen  hat,  die 
Differentialgleichung  7n  linearunabhängige,  also  überhaupt  nur  Integrale,  in 
deren  Ausdrücken  Potenzen  von  («— a)^  in  endlicher  Anzahl  vorkommen. 
Wenn  g^m  ist  und  -7»+m — h  zuerst  gleich  g,  so  hat  sie  nach  Satz  IL 
der  vorigen  Nummer  deren  höchstens  m — h  linearunabhängige. 

Man  kann  nun  zunächst  immer  die  Differentialgleichung  (1.),  in  der 
jOi,  ...  Pa  willkürlich   gegeben    sind,    und   von  den  Zahlen   t, -|-m — 1,  ... 
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7ij-f-w  —  h  letztere  die  grösste  ist  und  grösser  als  w,  in  den  Coefficienten 
Pk+11  •  •  •  J'm  so  bestimmen,  dass  sie  wii-klich  m—h  lineanmabhängige  Integrale 
jener  Art  hat.    Dazu  braucht  man  nur  m  —  h  Functionen  der  Form 

y,={x— ay'/i(x%  . . .  y„_, = (x  —  ay'n-»f„_,  (x) 
in  die  Differentialgleichung  euizusetzen,  worin  die  Grössen  /  in  der  Umge- 
bung von  x=a  einwerthig  und  endlich  und  für  x=a  von  Null  verschie- 
den, die  Exponenten  r  keine  positiven  ganzen  Zahlen  kleiner  als  m—h  —  1 
sind  und  je  zwei  derselben  sich  nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden. 
Denn  die  Determinante 


2/1 


yrr 


dx 


dym-i 
dx 


^m^h^l 


d^-h-1 


ist  alsdann  nicht  identisch  Null,  weil  sie  gleich 

0 

ist,  wo 


und 


D  = 


Co=f\{a)fla)...f^_,{a)D 


r,(r,-l)..(n-7n  +  Ä  +  2) 


1  r... 


von  Null  verschieden  ist.  Die  Coefficienten  p^^^  bis  p^  werden  einwer- 
thig, enthalten  Potenzen  von  (x  —  o)"'  in  endlicher  Zahl,  und  es  ist  nach 
Satz  I.  der  vorigen  Nummer  7T„-)-r«— a^5r(a=l,  2,  ...  m);  nach  Satz  II.  der- 
selben Nummer  hat  die  Differentialgleichung  nicht  mehr  linearunabhängige 
Integi'ale  der  genannten  Art. 

Es  giebt  aber  auch,  wie  in  den  folgenden  Nummern  gezeigt  werden  wird, 
Differentialgleichungen  (1.),  die  die  Bedingung,  dass  TTj-f-w—/*  zuerst  gleich ^>>-7h 
wird,  erfüllen  und  weniger  als  m. — h  linearunabhängige  derartige  Integrale 
haben.  Wir  wollen  nun  voraussetzen,  dass  in  der  Differentialgleichung 
(1.)  gZ>in  und  n,,-{-^^  —  h  zuerst  gleicher  sei,  alsdann  die  allgemeine  Form 
der  linearunabhängigen  Integrale  der  angegebenen  Eigenschaft  bestimmen, 
deren  Anzahl  *,  falls  überhaupt  welche  vorkommen,  <»*  —  h  ist. 
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Zunächst  ergiebt  sich  aus  den  Sätzen  I.  und  III.  der  Nr.  2,  dass 
die  s  Integrale  der  angegebenen  Art,  die  die  Differentialgleichung  (1.)  der 
Nr.  2  hat,  unter  der  Form  dargestellt  werden  können: 

^j,  y^=y^  I  zdx,  y.^=yi  fax  z  1  udx^  ...  y,=yi  f  dx  z  j  dx  u. . .  1  wdx, 

wo 

y^  =  {x—ay'ify{x),  z  =  (x  —  ay--(p.,(x),  ...  iü  =  (x—ay'<p,(x) 
ist,    in    den  Grössen  (p  nur  Potenzen  von  x  —  a  mit  positiven  Exponenten 
vorkommen  und 

'/-.(«);  'r2(a),  ...  (f,(a) 
von  Null  verschieden  sind.    Nach  geschehener  Integration    nehmen  alle  In- 
tegrale die  Form  an: 

(,,_a)-j/„+/,log(a;-ö)  +  -+/;GogOi'-a)y), 
worin  die  Grössen  /  in  der  Umgebung  von  x=a  einwerthig  und  endlich 
sind.  Fasst  man  diejenigen,  worin  die  Exponenten  r  sich  bloss  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden,  zu  einer  Gruppe  zusammen,  so  enthält  dasjenige  Integral, 
welches  in  der  Reihe  ?/i,  1/2,  ...  y,  zuerst  auftritt,  keinen  Logarithmus.  Die 
Anzahl  der  Integrale  in  dieser  Gruppe  sei  gleich  /,'.  Aus  den  Sätzen 
der  Nr.  2  ergiebt  sich,  dass  diese  Gruppe  durch  eine  der  Form 

y^=(x  —  ay(pi,  y^=yii zdx,  ...  yv  =yi  1  dx z  1  dxu...  I  tdx 

ersetzt  werden  kann,  worin  f/-,,  z,  u,  ...  t  in  der  Umgebung  von  x=a 
einwerthig  sind  und  Potenzen  von  (a;  — a)  '  in  endlicher  Anzahl  enthalten. 
Diese  Gruppe  kann  also  an  die  Spitze  der  entsprechenden  Gruppe  (4.) 
Nr.  1  des  Fundamentalsystems  gestellt  werden. 

Wir  wollen  die  Form  der  Integrale  dieser  Gruppe  jetzt  bei  der  Diffe- 
rentialgleichung (1.)  dieser  Nummer  näher  untersuchen  und  haben  dazu  das- 
selbe Verfahren  anzuwenden,  welches  Herr  Fuchs  (d.  J.  Bd.  66,  S.  146) 
bei  der  Bestimmung  der  Form  der  Integrale  der  von  ihm  untersuchten 
Differentialgleichung  gebraucht  hat. 

Setzt  man  in  der  Differentialgleichung  (1.) 

2/1 = (x  -  ay  </ 1  {x)  =  (x  —  «)""  M, 

wo  (pi(x)  nur  Potenzen  von  j- — a   mit   positiven    Exponenten    enthält    und 

(pi(ä)  von  Null  verschieden  ist,  so  geht  (1.)  über  in 

d'"u     I       ;  d"'-^u    1  I      ,  ^ 

(2-)     5.?^+l'^^?^+-+?'-"  =  ^' 
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WO 

,        m(m—\)...(m  —  a  —  \)      .  .         ,  ,    ,.        1 

i^°=i.2.  ...      a     -^(^-^)--(^-^+^)(-:;=^- 
+1T2— :: — (a-i)   ''('-i;---C'--'T+2)  (^_a)a-i +•••+;><. 

ist.  Bezeichnet  man  die  in  Nr.  3  definirten  Zahlen  n  bei  (2.)  durch  Jr, 
so  ist  von  n^,-f-"* — 1  bis  rr„,  die  grösste  zuerst  li,,-{-m — h  gleich  der  Zahl 
g  bei  der  Differentialgleichung  (1.),  und  zwai'  ist 

Es  muss  nun.  damit  der  Differentialgleichung  (2)  eine  Entwickelung 

u=^cj^x — a)", 
0 

wo  Co  von  Xull  verschieden  ist,  genügen  kann, 
U'„(a;  — ayl      =0 
sein. 

Dies  giebt  die  Gleichung  (?« —  Kf  Grades: 

1  r{r-  1)  . .  .  (r-(m-A)  +  1)  [;,,(.r-ar*]_ 

(3.)      I  +r(r-l)...(r-(m  — Ä)  +  2)[p,^,(^-a)-'^*-->]_ 

Der  Gleichung  (3.)   genügt  der  Exponent  r  in  y^==:(x  —  ayu\  es  sei  diese 
Wurzel    der  Gleichung  (3.)    durch   i\  bezeichnet,  und  die  übrigen  Wurzeln 
seien  n,  r„  ...  r^_^. 
Setzt  man 

y=y,Jzdx 
in  der  Differentialgleichung  (1.),  so  geht  dieselbe  über  in: 

(4.)     £^.  +  9.£:^.  +  -  +  ?.  .^=0, 

welche  Differentialgleichung  /.' — 1  linearunabhängige  Integrale    der  Form 

(x-a\'  C/'o  ^/i  log  {x  -  a)  ^  ■  •  •  ^/;  (log  (.r  -  0))*) 
hat,  wo  r  ganzzahlig  ist,  die  Grössen  /  in  der  Umgebung   von  x  =  a  ein- 
werthig  und  endlich  sind. 

Bezeichnet  man  die  in  Nr.  3  definirten  Zahlen  t,  etc.  bei  der  Diffe- 
rentialgleichung (4.)  durch  .li,  ...  n'^  i,  so  ist  die  grösste  aus  der  Reihe 
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.7;  +  (m— 1)—  1,    .7^  +  (to— 1)  — 2,     ...     77'„,_„ 

hier  wiederum  zuerst 

und  zwar  gleich  g — l. 

Die  Differentialgleichung   hat    ein  Integral  der  Form 

5,  =  (a;— ayV/yoCa;), 
wo  r'  ganzzahlig  ist  und  ifiix)  nur  Potenzen    von  x — a  mit  positiven  Ex- 
ponenten enthält,  if,-i(a)  von  Null  verschieden  ist.  r'  ist  alsdann  Wurzel  der 
Gleichung  {m—l  —  A)'™  Grades 

ir'(r'-\)...{r'  —  (7n  —  l—h)  +  l)[q,(x-aY>^]^^^ 
4./(/_l)...(,.'_(m-  l-A)  +  2)  [q,^,  (x—ay^-^'  ]_ 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  für 
seinen  Ausdruck 

so  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung  (5.)  zu  Wurzeln 

(6.)     y-s— r-i— 1,  ^3  — 7-1  — 1,  ...  r„^i— r,  — 1 
hat.    Eine  dieser  Wurzeln  ist  /,  es  sei  diese  durch  r.^ — r,  —  1  bezeichnet. 
Man  setze  dann  in  der  Differentialgleichung  (4.) 

z  =  Zi  I  udx 
und   reducire   weiter.     Auf  diese  Weise   erhält  man   successive   die  /'  Inte- 
o-rale  der  vorliegenden  Gruppe  unter  der  Form 

(v/i,  y'i=yx  f^dx,  ...y^>=y^  fdxzj'dxu...jtdx,  3/,  =  (a;— a)'"'yi(a;), 


^  ''^     }z=  ix-ay'-'^''<fi(x),  u=(x-aj'"'~\f,:lx), . . .  t=(x-ay).  -'^--i-* (p^,(x\ 

in  der  Umo'ebung  von  x=  a  einwerthig  und  endlich  und  für  x=  a  von  Null 
verschieden  und  die  Exponenten  r^,  ra,  ..-r^,,  die  sich  bloss  um  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  Wurzeln  der  Gleichung  (3.)  sind. 
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Wenn  man  nun  von  einem  Ausdrucke 

(8.)     F=  (x  -  a)'  \  (f„  +  <f .  log  (a;  -  a)  +  ,p,  (log  (.r  -  a))^  +  •  •  •  +  ,p„  (log  (x  -  a))"}, 

wo  die  in  der  Umgebung  von  x=a  einwerthigen  Grössen  r/-.  nur  Potenzen 
von  X  —  a  mit  positiven  Exponenten  enthalten,  und  worin  k  so  genommen 
ist,   dass  der  Ausdruck  für  .T=fl  nicht  Null  wird  und   unendlich  wie 

a-{-h\og(x—a)-\ (-  /  [log  (x  —  a)]' 

mit  Constanten  Coefficienten  a,  b,  ...  l,  die  Bezeichnung  gebraucht,  die 
Herr  Fuchs  (d.  J.  Bd.  66,  S.  155)  gewählt  hat,  „er  gehöre  zum  Exponen- 
ten Ä;",  und  die  beiden  von  Herrn  Fuchs  (1.  c.)  gegebenen  Sätze  anwendet, 
1)  dass,  wenn  G(x)  eine  wie  F  beschaffene  Function  ist,  die  zum  Exponen- 
ten r  gehört,  alsdann  j  G(x)dx  (wo  die  Integrationsconstante  gleich  Null 
genommen  wird)  ebenso  beschatten  ist  und  zum  Exponenten  r  -j- 1  gehört, 
und  2)  dass,  wenn  G(x)  zum  Exponenten  r  und  G'^x)  zu  ?•'  gehört,  das 
Product  G(x)-G'(x)  zum  Exponenten  ?•-)-?''  gehört,  so  ergiebt  sich:  Die 
Integrale  (7.)  y,  bis  yi'  gehören  zu  den  Wurzeln  der  Gleichung  (3.)  als 
zu  ihren  Exponenten. 

Die  Gleichung  (3.)  ist  die  nämliche,  welche  die  Exponenten  der  In- 
tegrale in  der  Difierentialgleichung  (m  —  A)'"  Ordnung: 

^-^•^  dx-'-"  ^  p,  de"'-*-'  f"  "•"  PA  ~ 
bestimmt.  Diese  Differentialgleichung  (9.)  hat  nämlich  die  Form  derjeni- 
gen, die  nur  Integi-ale  mit  Potenzen  von  (x — a)~'  in  endUcher  Anzahl  be- 
sitzen. Die  Exponenten  dieser  Integrale  werden  nach  einem  von  Herrn 
Fuchs  (d.  J.  B.  66,  S.  147)  für  diese  Differentialgleichungen  gegebenen 
Satze  durch  eine  Gleichung  l^estimmt,  welche  bei  der  Differentialgleichung 
(9.)  mit  der  Gleichung  (3.)  zusammenfällt. 

Man  kann  nun  die  Resultate  dieser  Nummer  in  folgender  Weise  zu- 
sammenfassen : 

I.     Die  Differentialgleichung  (1.),  in  welcher  von  den  Zahlen 

7Il  +  7«—  1,   .72  +  m  —  2,   ...  7l„, 

die  grösste  g>m  sein  soll  und  n^-\-m  —  h  zuerst  gleich  g,  hat  höchstens  m—h 
linearunabhängige  Integrale  mit  Potenzen  von  (x — a)"'  in  endlicher  An- 
zahl. Hat  sie  deren  nun  wirklich  s,  so  zei'/allen  dieselben  in  Gruppen 
von  folgender  Form: 

27 
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y„  3/2  =  t/i  fz  dx,  y3=yi  fdx  zju  dx,  ...  yx<z=y^Jdx  zjdxu.. .  ft dx, 
y^  =  (x—ay^(p,(x),  z=(x—af'-'''-^(poXx),  ...  t=(x—ayi.'-'-v--'(p„(x), 
wo   die  Grössen   ip  in  der    Umgebung   von  x=a  einwerthig  und  endlich 
und  für  x=a  von  Null  verschiedest  sind. 

Die  '/.'  Exponenten  r^  bis  r^i  unterscheiden  sich  bloss  um  ganze 
Zahlen;  die  Integrale  nehmen  die  Form  des  Ausdruckes  (8.)  an  und  ge- 
hören zu  den  Exponenten  r^  bis  rii. 

Eine  Gruppe  umfasst  alle  Integrale,  deren  Exponenten  sich  bloss 
um  ganze  Zahlen  unterscheiden. 

Alle  Exponenten,  zu  denen  die  verschiedenen  Integrale  gehören,  sind 
Wurzeln  der  Gleichung  (m  —  /i)'™  Grades  (3.). 

IL  Die  Gleichung  (3.)  ist  die  nämliche,  deren  Wurzeln  die  Ex- 
ponenten der  Integrale  der  Differentialgleichung  (ni — ■A)'"  Oi'dnung  (9.) 
bestimmen,  die  nur  Integrale  mit  Potenzen  von  (x — a)~'  in  endlicher  An- 
zahl hat. 


7. 
Die  Differentialgleichung 

worin  die  in  der  Umgebung  von  x  =  a  einwerthigen  Coefficienten  Poten- 
zen von  {x — «)  *  in  endlicher  Anzahl  haben,  und  wo  von  den  Zahlen 
7Ti-\-m  —  1  bis  7r„,  die  grösste  g  grösser  als  m  sein  soll  und  zuerst 
:7T»  +  m — h=g,  hat  nach  Nr.  5,  Satz  11.  höchstens  in  —  h  linearunabhängige 
Integrale  mit  einer  endlichen  Anzahl  Potenzen  von  Qc — a)~'  und  die 
Form  derjenigen,  die  sie  wirklich  hat,  ist  in  der  vorigen  Nummer  gegeben. 
Nach  dem  im  Anfange  der  vorigen  Nummer  Gesagten  wird  sie  nun  zwar  im 
Allgemeinen  auch  so  viele  haben;  insofern  man  die  Coefficienten  pi  bisp* 
willkürhch  wählen  kann,  so  dass  7i,,~\-m  —  h  zuerst  ^g^m  wird,  und 
dann  durch  Einsetzen  von  m  —  h  linearunabhängigen  Functionen  (x — o,)y(,x), 
wo  f(x)  in  der  Umgebung  von  x=a  einwerthig  und  endlich  bleibt,  die 
übi'igen  so  bestimmt,  dass  allgemein 

7i,-\-m—a^g  (a=l,  2,  ...  w) 
ist  und    die   Differentialgleichung   diese  Functionen   zu  Integralen  hat. 
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Jedoch  giebt  es  auch  Diferentialgleichungen  von  der  Form  (1.),  de- 
ren Coefßcienten  die  angegebenen  Bedingungen  erfüllen,  die  aber  weniger 
als  m  —  h  linearunabhängige  Integrale  jener  Art  haben.  In  der  folgenden 
Nummer  wird  gezeigt  werden,  wie  man  auf  solche  DiflFerentialgleichungen 
kommt.  Um  aber  gleich  hier  allgemeinere  zu  bilden,  benutzen  wu-  den 
Zusammenhang  einer  nicht  homogenen  linearen  Differentialgleichung 

(2.)   i"^  -i-p.'!^.+-+p,„y-hq=r+q=o 

mit  einer  homogenen  von  einer  um  eine  Einheit  höheren  Ordnung,  den 
Herr  Fuchs  (d.  J.  B.  68,  S.  368)  angegeben  hat,  indem  er  die  Gleichung 
aufstellt 


<3-)     S?-l'g=0, 


oder 


(4.)  £a  +  nS+-+^-^=». 

wo 

ist.     Aus  (3.)  folgt  alsdann 

(6.)      Y=Cq, 
wo   C  eine  Constante  ist,  und  verbindet  man  hiermit  noch  die  Gleichung 

(7.)     7=0, 
so  genügt  ein  Integral  y  von  Gl.  (2.)  oder  (7.)  der  Gleichung  (4.)  und  umge- 
kehrt ein  Integral  ?/ von  (4.)  der  Gl.  (7.)  oder  —  ^,    der  Gl.  (2.).    Wenn  nun  die 

Gleichung  (2.)  ein  Integral  mit  Potenzen  von  (x — a)-^  in  endlicher  Anzahl 
haben  soll,  muss  (4.)  von  derartigen  Integralen,  die  linearunabhängig  sind, 
emes  mehr  enthalten,  als  (7.).  Und  umgekehrt,  wenn  dies  der  Fall  ist, 
so  genügt  eines  davon,  mit  einer  gewissen  Coustanten  multiplicirt,  der  Glei- 
chung (2.),  und  das  allgemeinste  dieser  Art  von  (2.)  wird  erhalten,  wenn 
man  zu  diesem  das  allgemeinste  derselben  Art,  welches  der  Gleichung  (7.) 
genügt,  addirt. 

Wir  wollen  nun  zunächst  m  gleich  1  setzen,  alsdann  (2.)  und  (7.) 
so  bestimmen,  dass  diese  keine  derartigen  Integrale  haben. 

Die  Gleichungen  (2.)  und  (7.)  werden 
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Wenn  r-^  willkürlich  genommen  wird  gleich  y^^~^^i  nl^l,  wo/(a;)  nur 

Potenzen  von  x  —  a  mit  positiven  Exponenten  enthält,  f(a)  von  Null  ver- 
schieden ist,  so  wird 

P'—^^+     dx 
Die  Gleichung  (8.)  hat  zum  vollständigen  Integrale 
1/ = e  ->"**{  C_  /"^e/""*^  dx\ 
und  (9.) 

wo  C  eine  Constante  ist.  Nehmen  wir  q  von  der  Form  (x—aYcp^x'),  wo 
y.(a;)  nur  Potenzen  von  x—a  mit  positiven  Exponenten  hat,  so  hat  das  In- 
tegral von  (9.)  Potenzen  von  (x — a)~^  in  unendlicher  Zahl;  bestimmen 
wir  dann   q  näher,  so  dass 

fqe/"''^  dx=^fq-el'^^  dx 

einen  Logarithmus  enthält,  wozu  q  von  der  Form  (x — aj  sein  könnte,  so 
enthält  auch  das  Integral  von  (8.)  für  beliebige  Werthe  von  C  Poten- 
zen von  (x — «)"*  in  unendlicher  Zahl.  Die  Gleichung  (4.)  hat  dann  auch 
nur  solche  Integrale;  sie  hat  aber  die  Form 

^      ^      dx^^  (.r-a)«    dw  +  (;r-a)»+i  2/  —  "'     ^^^^ 
WO  /i  und  /a  nur  Potenzen  von  x — a  mit  positiven  Exponenten    enthalten, 
/i(a)  von  Null  verschieden  ist. 

Man  kann  ferner  in  der  Differentialgleichung  (1.)  p^  willkürlich  neh- 
men, so  dass  .7i-)-»i — l>m  ist,  und  die  übrigen  Coefficienten  so  bestim- 
men, dass  ni-\-m  —  1=^  wird,  die  Differentialgleichung  aber  nur  m — 2 
linearunabhängige  Integrale  der  früher  angegebenen  Art  hat.  Für  ?n=2  ist  eine 
solche  vorhin  gebildet.  Gesetzt  nun,  man  könnte  für  die  (m  —  1)"  Ordnung 
bereits  eine  solche  darstellen.  Man  nehme  dann  in  der  Gleichung  (1.) 
Nr.  4  für  pi  den  willkürlich  gegebenen  Werth  und  setze  yi=(x—ay  {p(x) , 
wo  (p(x)  nur  Potenzen  von  x  —  a  mit  positiven  Exponenten  enthält,  und 
bestimme  dadurch  in  der  Gleichung  (2.)  derselben  Nummer  qi  und  als- 
dann,   was    nach  der  Voraussetzung  möglich  ist,    diese  Gleichung    (2.)    so, 
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dass  sie  m— 1  — 2  solcher  Integrale  hat.  Dadurch  werden  p^,  ...  />„_,  be- 
stimmt,     und  wenn  man  i/,  in  (1.)    einsetzt,    auch  p^,  so  dass 

.7i-)-m  —  1=^>TO. 
ist,  (1.)  nur  m- — 2  linearunabhängige  Integrale  genannter  Eigenschaft  hat. 
Es  lässt  sich  dann  auch  die  Differentialgleichung  (1.)  dieser  Nummer 
so  bestimmen,   dass  zuerst 

nft+TO  — A=^>-m 
wird  und  nur  m — h — 1    solcher  Integrale   vorhanden   sind.     Man    nehme 
hierzu  zuerst  eine  Differentialgleichung  (m — A-)-!)'"  Ordnung  und  bestimme 
sie  nach  dem  Vorhergehenden  so,  dass  von  den  Zahlen 

.7i+(m— Ä+D— 1,     ...     77„_Ä+, 

die  erste  die  grösste  und  >?« — h-\-l  wird  und  die  Differentialgleichung 
vn — h  —  1  solcher  Integrale  hat.  Nimmt  man  diese  Gleichung  alsdann  zur 
Gleichung  (7.)  dieser  Nummer,  setzt  in  (2.) 

y=e^{x  —  ay 

ein,   wo  M7  =  t^tzt^  ist?  n^l,  f(x)  nur  Potenzen  von  x — a  mit  positiven 

Exponenten  enthält,  /(«)  von  Null  verschieden  ist,   und  bestimmt  dadurch 

q  =  e"  (x — a)'''^''  (f{x) , 
wo   a    eine    ganze   Zahl   ist,  (fix)    nur  Potenzen    von  x — a    mit    positiven 
Exponenten  enthält,  so  hat  die  Differentialgleichung  (4.)  in  der  Umgebung 
von  x=a    einwerthige  Coefficienten    mit  Potenzen    von  (x — a)~*  in    end- 
licher Zahl.     Von  den  Zahlen 

.ii  +  (m  — A  +  2)  — 1,  ...  7i„_Ä+2 
ist  hier   .72-f(m  — A  +  2)  —  2    zuerst   die   grösste  >m — A-|-2.     Die    Diffe- 
rentialgleichung (4.)  hat  das  Integral 

e"  {x — ay 
mit  unendlich  vielen  Potenzen  von  {x  — «)"',  und  wenn  man  r  so  wählt, 
dass  es  sich  von  den  Exponenten  von  x  —  a,  die  in  den  Integralen  von 
(7.)  vorkommen,  nicht  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet,  so  hat  (4.)  jeden- 
falls nur  die  früheren  m  —  A  —  1  linearunabhängigen  Integrale  der  verlangten 
Eigenschaft,  Und  dieses  Verfahren  kann  man  fortsetzen  bis  zu  einer  Diffe- 
rentialgleichung m'"  Ordnung. 

Man  ersieht  hieraus,  dass  die  Differentialgleichung  (1.),  wonn  die 
Coefficienten  die  angegebene  Bedingung  erfüllen,  nicht  immer  m  —  h  linear- 
unabhängige Integrale  der  angegebenen  Art  hat. 
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Wenn    man  nun  der  Diiferentialgleichung  (1.)  der  vorigen  Nummer 
durch  eine  Reihenentwickelung  der  Form 

y=:(x—-ay.2:c^{x~ay 

0 

zu  genügen  sucht,  wo  Co  von  Null  verschieden  ist,  und  man  setzt  y={x—ay.u, 
so  nimmt  die  Differentialgleichung  für  u  die  Form  (2.)  Nr.  6  an;  ?•  ist 
alsdann  Wurzel  der  Gleichung  (m — ä)'°"  Grades  (3.)  derselben  Nummer. 
Diese  Wurzel  werde  durch  r^  bezeichnet,  die  übrigen  seien  r^,  ...  r„,_j. 
Setzt   man  dann  in  den  Coefficieiiten  p[  der  Gleichung  (2.)  in  Nr.  6 

r = i\     und    p\  {x — a)"-"'"*-^  ==  Q,  (x)  =  Q,  (a)  -  {x  —  a)  Q[  (x), 
so  kann  man  die  Differentialgleichung  auf  die  Form  bringen; 

QL(x).u. 

Hieraus  ergiebt  sich  von  ^==0  an  für  alle  positiven  ganzen  Zahlen  k: 

(C,+i{Qh(aXk+l)k...(k-m+h+2)+QH+iiaX/c+l)k.. . (k-m+h+3)+  .■■  +  Qm-i  (a)(Hl) j 

l  =  -^kO  ^k  ~r  ^k\Ck-\  ""  r  "■kk'^0 1 

wo  die  Grössen  Ä  sich  aus  den  Coefficienten  der  Reihenentwickelungen,  die 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (1.)  voi'kommen,  und  positiven  Zahlen 
durch  Addition  und  Multiplication  zusammensetzen. 
Die  Gleichung 

(3.)      Qh(,a)k..(k~m+h+2)  +  QH^x{,a)^..{k-m^h  +  Z)^ hQm-i(a)=0 

stimmt  mit  Gleichung  (5.)  Nr.  6  überein  und  hat  zu  Wurzeln 

?'s— ri  — 1,  ...  r„,_4— ?'!— 1. 
Ist  nun  die  Wurzel  /•[  so  beschaffen,  dass  sie  sich  von  keiner  der 
übrigen  r^-,  ...  r„,^f,  bloss  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet,  so  verschwindet 
der  Factor  von  c^^.!  in  Gleichung  (2.)  nicht  für  ^"=0  oder  irgend  eine  po- 
sitive ganze  Zahl,  und  alle  Coefficienten  der  Reihenentwickelung  sind  dem- 
nach vollständig  bestimmt.  Wenn  man  nun  aber  die  Convergenz  dieser 
formell  bestimmten  Reihe  nachzuweisen  versuchen  wollte,  so  könnte  man 
nicht  das  gewöhnliche  Mittel  anwenden,  dass  man  statt  der  Reihen  auf  der 
rechten  Seite  der  Differentialgleichung  (1.)  andere  einsetzt,  deren  Coeffi- 
cienten alle    positiv  sind  und   grösser    als   die  Moduln    der  entsprechenden 
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Coefiicienten  in  den  ursprünglichen  Reihen,  um  dadurch  das  NänJiche  für 
die  Grössen  A  in  der  Gleichung  (2.)  zu  erreichen,  und  dass  man  ferner 
die  Grössen  Q  in  dem  Factor  von  Cj^.,  in  der  Gleichung  (2.)  durch  solche 
ersetzt^  welche  diesen  Factor  immer  positiv  und  von  einem  gewissen  Werthe 
von  k  an  kleiner  machen,  als  der  Modul  des  ursprünglichen  Factors  von 
Ci+i  beträgt,  um  hierdurch  und  noch  mit  Hülfe  der  willkürlichen  Grösse 
C)  statt  der  ursprünglichen  Entwickelung  eine  andere  zu  erhalten,  deren 
Coefiicienten  alle  positiv  und  grösser  als  die  Moduln  der  entsprechenden  in 
der  ursprünglichen  Reihe  sind.  Die  auf  diese  Weise  gebildete  neue  Reihe 
muss  divergü-en,  da  in  Gleichimg  (2.)  auf  der  rechten  Seite  höhere  Poten- 
zen von  k  vorkommen  als  auf  der  linken:  und  demnach,  wenn  die 
neuen    Coefiicienten     ebenfalls     durch    c    bezeichnet    werden,     der    Modul 

des  Verhältnisses  - — - —  (x — a)^"""  ins  Unendliche  wächst.  Die  durch 
die  genannte  Umformung  aus  der  Differentialgleichung  (1.)  hervorgehende 
Differentialgleichung  giebt  hier  direct  ein  Beispiel  einer  Differentialgleichung 
von  der  Form  (1.)  Xr.   7  von  speciellerer  Beschaffenheit  der  Coefiicienten, 

die  für  y  eine  formelle  Entwickelung  ^cj^x — af  zulässt,  welche  nicht  con- 

u 

vergh-t.  Weitere  Beispiele  von  Differentialgleichungen,  die  Ausnahmen  bil- 
den und  in  den  Coefficienten  allgemeiner  sind,  liefern  die  in  der  vorigen 
Nummer  angegebenen  Differentialgleichungen,  unmittelbar  die  der  2.  Ord- 
nung (10.),  wo  nach  dem  Vorhergehenden  der  Exponent  r  und  die  Coeffi- 
cienten  in  der  Entwickelung  (.r — dj 2c^{x — «)"  vollständig  bestimmt  sind, 

0 

diese  Reihe  aber  nicht  convergiren  kann.    Daraus  folgt: 

I.  Wenn  die  Wurzel  r  in  der  Gleichung  (3.)  Nr.  6  sich  von  keiner 
der  übrigen  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet,   so  existirt  für  y  eine   in 

ao 

den  Coefficienten  vollständig    bestimmte  Entwickelung  (x — af  JEc^ix — «)", 

0 

worin  c^  von  Null  verschieden  ist,  die  der  Differentialgleichung  (1.)  Nr.  7 
formell  genügt,  aber  nicht  immer  convergirt. 

Wenn  nun  eine  Gruppe  von  Wui-zeln  ?•,.  ...  rj  in  der  Gleichung 
(3.)  Nr.  6  vorkommt,  die  sich  bloss  um  ganze  Zahlen  unterschei- 
den und  dieselben  so  angeordnet  sind,  dass  der  reelle  Theil  der  folgen- 
den nicht  grösser,    als   der  der  vorhergehenden  ist,    so    sind  zunächst  die 

Coefficienten    in    der  Entwickelung  (x — aJ'^LC^Qc — «y    wieder    voll.^tändig 
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bestimmt.  Falls  aber  diese  Reihe  nicht  convergirt,  so  ist  zuzusehen,  ob 
bei  der  folgenden  Wurzel,  in  welcher  zuerst  der  reelle  Theil  kleiner,  als 
in  7*1  ist,  sich  die  Coefficienten  der  Gleichung  (2.)  gemäss  bestimmen  lassen. 
Es  sei  diese  Wurzel  gleich  r^  —  ky,  so  verschwindet  in  der  Gleichung  (2.)  der 
Factor  von  c»  ,  und  es  muss  demnach  die  rechte  Seite  ebenfalls  verschwin- 
den. Alsdann  bleibt  c^.^  zunächst  unbestimmt  und  die  Coefficienten  nehmen 
die  Form  an  c^=B^Co  für  a<;A;i  und  c^  =  B[ci,^-\-B^Co  für  a^k^.  Die  Reihe 

Cn-S"— (a; — aY  kann  nun  höchstens  für  einen  einzelnen  Werth  von   — '  con- 

"         Co     ^  ^  Co 

vergiren,  weil  man  sonst  durch  Subtraction  zweier  solcher  Reihen  eine  con- 

00 

vergente  Reihenentwickelung  der  Form  (x  —  aj- ^c^(x — a)",  wo  Co  von  Null 

0 

verschieden  wäre,  für  die  Differentialgleichung  herleiten  könnte.  Dass  dieser 
Fall  überhaupt  vorkommt,  kann  man  durch  ein  Beispiel  nachweisen.  Wählt 
man  nämlich  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (10.)  der  vorigen 
Nummer  so,  dass  die  Wurzel  der  zugehörigen  Gleichung  (3.)  Nr.  6  eine  positive 
ganze  Zahl  k  wird,  was  leicht  geschehen  kann,  und  bildet  man  nun  nach 
den  weiter  folgenden  Angaben  der  vorigen  Nummer  eine  Differentialglei- 
chung dritter  Ordnung,  in  der  7ii-\-m — l=^>m  ist,  die  aber  nur  ein  Inte- 
gral   der   früher   definirten  Art  hat,    so   ist  dieses  Integral  von  der  Form 

(x — a)''^c^.,(x — a)\  wo  c^  von  Null  verschieden  ist,  während  die  zugehörige 

Gleichung  (3.)  Nr.  6  die  Wurzeln  r-^-k-^-l   und  r  haben  muss. 

Aus  der  Reihe  der  ^^  urzeln  Vy,  rj,  ...  rj  existire  nun  zuerst  für  r^ 

eine  convergente  Entwickelung   der  Form   yy=={x — dJ^Sc^Qt — a)",    wo    Cq 

0 

nicht  verschwindet,  während  also  in  den  vorhergehenden  Wurzeln  r, ,  ...  r^_i 
der  reelle  Theil  gi'össer  als  in  r^.  ist.  Man  setze  dann  y=yy  1  zdx  und 
bilde  die  Differentialgleichung  (4.)  der  Nr.  6.  Die  zu  dieser  gehörige 
Gleichung  (5.)  Nr.  6  hat  unter  iliren  W^urzeln  folgende 

00 

Ein    Integral    der  Form  {x — aj' ^c^ix — «)",   worin   Co  von  Null    verschie- 

0 

den  und  r'  aus  der  vorstehenden  Reihe  von  Wurzeln  genommen  ist, 
kann  für  diese  Differentialgleichung  zuerst  nur  für  r'  =  r^_f_i  —  r^ — 1  oder 
eine  folgende  Wurzel  existiren,  weil  sonst   der  Ausdruck  yj/^rrfa;  ein  Integral 

der  ursprünglichen  Differentialgleichung  der  Form  (x — ay^^c^Qc — a)",  wo 
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Co  nicht  verschwindet,  liefern  würde,  worin  a<ik  wäre.  Wendet  man 
weiter  das  nämliche  Verfahren   wie  bei  (7.)  Nr.  6  an,  so  ergiebt  sich: 

II.  Wenn  aus  der  Gruppe  von  Wurzeln  r,,  r^.  ...  rj  in  der  Glei- 
chung (3.)  Nr.  6 ,  die  sich  bloss  um  ganze  Zahlen  unterscheiden  und  so  an- 
geordnet sind,  dass  der  reelle  Theil  der  folgenden  nicht  grösser  als  der 
der  vorhergehenden  ist,  zuerst  bei  r^  eine  convergente  Entwickehmg  der 
Form  y=(x  —  ayk:ScXx  —  ay,  tvo  c^  von  Null  verschieden  ist,  der 
Differentialgleichung  (1.)  der  vorigen  Nummer  genügt,  so  liefert  diese 
Gruppe  jedenfalls  nicht  mehr  als  I —  k  linearunabhängige  Integrale  der 
vorgeschriebenen  Art,  die  zu  Exponenten  aus  der  Reihenfolge  r^,  r^^i, 
...  r^  gehören.  Die  k'  Exponenten  r  in  Satz  I.  Nr.  6  nehmen  daher  die 
Anordnung  an,  dass  der  reelle  Theil  des  folgenden'  nicht  grösser  als  der 
des  vorhergehenden  ist. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  also  für  die  gesuchten  linearnnabhän- 
gigen  Integrale  der  Differentialgleichung  (1.)  Nr.  7,  die  Potenzen  von 
(x — a)~*  in  endlicher  Anzahl  enthalten,  formelle  Entwickelungen,  von  wel- 
chen diejenigen,  die  convergiren,  die  Integrale,  die  wirklich  vorhanden 
sind,  liefern.  Die  Beurtheilung  der  Convergenz  dieser  Entwickelungen 
wird  in  dem  Falle,  wo  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (1.) 
dieser  Nummer  rational  sind,  dadurch  vereinfacht,  dass  man  die  Nenner 
wegmultiplicirt  und  statt  der  Gleichung  (2.)  eine  andere  Recursionsformel 
für  die  Coefficienten  der  Entwickehmg  aufstellt,  die  nur  eine  constante  An- 
zahl derselben  enthält.  Aus  dieser  Formel  lässt  sich  vielfach  direct  die 
Convergenz  oder  Divergenz  der  Reihenentwickelung  erkennen.  Es  bleibt 
nun  weiter  zu  untersuchen,  inwiefern  es  für  diese  Convergenz  allgemeinere 
Kennzeichen  giebt,  und  ob  durch  weitere  theoretische  Betrachtungen  sich 
noch  andere  Hülfsmittel  finden  lassen,  die  Integrale  der  angegebenen  Art, 
die  die  Differentialgleichung  (1.)  der  vorigen  Nummer  besitzt,  zu  be- 
stimmen. 

Berlin,  im  August  1871. 
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vFortsetzuDg  der  Abbandlang  im  74.  Bande  dieses  Journals.) 
(Von  Herrn  L.    W.   Tliome.) 


±m    74.  Bande    dieses    Journals  S.  193  sind  Untersuchungen  über  die 
horaogrene  lineare  DifTerentiaigleichuno: 

angestellt  worden,  deren  Coefficienten  p  innerhalb  eines  um  den  Punkt  .r  =  a 
der  Constrnclionsebene  als  3Iitlelpunkt  geschlagenen  Kreises  einwerthige  und, 
abgesehen  von  dein  Punkte  x  =  a,  stetige  Functionen  des  complexen  Argumentes 
j-  sind :  diese  Untersuchungen  sollen  hier  weiter  forlgesetzt  werden.  Die  »i 
linearunabhängigen  Integrale  einer  solchen  DifTerentialgleichung  nehmen  in 
der  Umgebung  von  x  =  a,  wie  Herr  Fuchs  Bd.  66  dieses  Journals  S.  131 
gezeigt  hat,  folgende  Form  an.  3Ian  bezeichne  durch  u)^  bis  w„,  die  Wurzeln 
einer  Fundamentalgleichung  ;«teu  Grades,  die  zu  der  Differentialgleichung  ge- 
hört, auf  welche  Gleichung  man  geführt  wird,  wenn  man  mit  Hülfe  irgend 
eines  Systems  von  in  linearunabhängigen  Integralen  eiii  solches  Integral  zu 
bilden  sucht,  das  nach  einem  Umgange  um  den  Punkt  x  =  a  den  vorigen 
Werth  multiplicirt  mit  einer  Constanten  annimmt.  Diese  Gleichung  ist  unab- 
hängig von  der  Wahl  irgend  eines  Systems  von  m.  linearunabhängigen  Inte- 
gralen, und  die  Wurzeln  Wj  bis  to,,,  sind  alle  von  Null  verschieden.  Einer 
einfachen  Wurzel  lo^  entspricht  dann  das  Integral 

einer  /.fachen  die  Gruppe  der  /.  Integrale 

(3.)       f/,  -  (x-a^i^y,,[log(a--a)j'-'       (a  =  l....i), 
wo    Ä-  = -„-T-loff w„    ist.    die    Grössen    (f   innerhalb  des  Kreises,    in  dem  die 

"  2711  »        ■»  ' 

Coefficienten  p  gegeben  sind,  einwerlhig  und  abgesehen  von  dem  Punkte 
x=a  stelig  sind.  Zwischen  den  Grössen  (f  bestehen  die  Relationen,  dass 
y,t(b  =  2,  ...  a)  sich  linear  mit  conslanten  Coefficienten  durch  diejenigen  aus- 
drücken lässl,  deren  erster  Zeiger  kleiner  als  a  ist.  Jedes  Integral  der  Dilferenlial- 
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glelchung  setzt  sich  aus  den  genannten  linear  mit  conslanlen  Coefficienten  zu- 
sammen, und  werden  in  demselben  die  Summanden,  die  den  nämlichen  Ausdruck 
(a:— a)*[log(.T— a^?  enthalten,  vereinigt,  so  geben  dieselben  eine  in  der  Umgebung 
von  x  =  a  einwerthige  Function,  die  durch  die  Summe  von  zwei  Polenzreihen  dar- 
gestellt wird,  von  denen  die  eine  nach  Potenzen  von  x  —  a  mit  positiven,  die 
andere  mit  negativen  ganzzahligen  Exponenten  fortschreitet.  Das  Integral 
nimmt  eine  solche  Form,  wie  es  durch  die  genannte  Darstellung  erhalten 
hat,  nur  auf  eine  Weise  an.  In  der  AbhaiidhuHj  Bd.  74  dieses  Journals  sind 
mm  allgemein  diejenigen  Di/ferentialgleichiingen  behandelt,  die  unter  ihren  In- 
tegralen solche  besitzen,  in  deren  Ausdrücken  die  einwerthigen  Functionen 
Potenzen  ton  (x— «)"'  mir  in  endlicher  Anzahl  enthalten,  nachdem  Herr  Fnchs 
jn  Bd.  66  dieses  Journals  S.  139  und  Bd.  68  S.  359  nach  einer  anderen 
Methode  die  Differentialgleichungen  untersucht  hat.  die  nur  derartige  Integrale 
haben.  Es  möge  im  Folgenden  zur  Abkürzung  gestaltet  sein,  die  vorhin 
definirlen  Integrale  als  reguläre  Integrale  zu  bezeichnen. 

In  der  genannten  Abhandlung  im  74.  Bande  dieses  Journals  ist  gezeigt, 
dass,  wenn  die  Differentialgleichung  (1.  überhaupt  ein  reguläres  Integral  hat, 
sie  auch  ein  solches  von  der  Form  (x—aY2!c.(x  —  a]''  haben  muss.  Die 
alsdann  befolgte  3Iefhode  besteht  in  der  Anwendung  der  Schlussweise  von 
m— 1    auf   m   vermittelst   der    Substitution   y  —  i/,/zdx,    wo    y,    ein    Integral 

der  eben  angegebenen  Form  ist.  Es  sind  daselbst  diejenigen  Differen- 
tialgleichungen näher  untersucht  worden,  deren  Coefficienten  p  in  der 
Enlwickelung  Potenzen  von  (a-— a)~'  in  endlicher  Anzahl  enthalten.  Be- 
zeichnet man  bei  einer  solchen  Differentialgleichung  die  Ordnungszahlen,  in 
denen  die  Coefficienten  p,  bis  /;„,  für  x  =  a  unendlich  werden,  bezüglich 
durch  rr,  bis  rr,„,  wo  -^^  =  0  ist,  wenn  p^  für  a-  =  a  nicht  unendlich  wird,  und 
addirl  zu  rr^  die  Ordnung  des  bei  p^  stehenden  DifTerentialquolicnten,  so 
kommen  die  positiven  ganzen  Zahlen  .7,+  '«  — 1,  7i,-^m—2,  ...  tt^  wesent- 
lich  in    Betracht.     Es   werde   noch    die   Ordnung  Null,  in  der  der  Coefficient 

/>,,=  !   von  -~-  unendlich  wird,   durch   rr,,   bezeichnet    und    alsdann  die  Zahl 

rTj-fm— a  (a  =  0,  .../«)  die  zu  dem  Coefficienten  p^  gehörige  Zahl  genannt.  In 
dem  System  der  zu  den  Coefficienten  p^  gehörigen  Zahlen  kommt  es  darauf 
an,  bei  welchem  Stellenzeiger  a  =  0, .../«  zuerst  die  grösste  dieser  Zahlen 
auftritt.    Man  findet  zunächst,  dass,  wenn  die  Coefficienten  />,  bis  p„_i  in  end- 
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lieber  Ordnun»  für  x  =  a  unendlich  werden,  und  die  Diirerenlialgieichunff 
überhaupt  ein  reguläres  Integral  ha!,  also  auch  eines  von  der  Form 
{x—aYJ:c^{x~aj\  so  niuss  ;^„,  auch  in  endlicher  Ordnung  für  x  =  a  unendlich 
werden,  und  der  Stellenzeiger  a.  bei  welchem  zuerst  die  grösste  der  zu  den 
Coefficienten   gehörigen    Zahlen    auftritt,    kleiner   als    m   sein.      Reducirt    man 

ferner  die  Dilferentialgleichung  ^1.^  durch  die  Subslitution  tjifzdx.  wo  das 
Integral  (/,  von  der  Form  {x—aY2^cJ^x—a]''  ist.  so  erhalt  man  die  Dif- 
ferentialgleichung 

(4.)        '^i^,  +  q.%ß,  +  -  +  q.-r^   =  0. 
deren  CoefQcienten  q  die  Form 

1  L  rfU,  ) 

)       _   J_  ^r<>H-^)■■■(w-r4-l)    d^y,    ,    >«-l)(m-2)...(m-r+l^      rf'-'y,   , 

haben.  Aus  den  Ausdrücken  der  Grössen  q  ergiebl  sich  alsdann,  wenn  man 
in  den  Differentialgleichungen  ^1.)  und  (4.)  die  Coefficienten  mit  den  Stellon- 
zeigern  0,  1,  bis  k  betrachtet,  wobei  />,,  =  9,,  =  1  ist,  dass  derjenige  Slellen- 
zeiger,  bei  welchem  zuerst  die  grösste  der  zu  diesen  Coefficienten  gehörigen 
Zahlen  auftritt,  für  beide  Differentialgleichungen  derselbe  ist.  Es  werde  nun 
in  dem  Systeme  der  zu  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  ,^i.]  ge- 
hörigen Zahlen  -t^  +  zh  — a^a  =  0, . ..  7«)  derjenige  Stellenzeiger  a,  bei  welchem 
zuerst  die  grösste  dieser  Zahlen  auftritt,  der  charakteristische  Index  genannt. 
Unter  Annahme  der  vorstehenden  Bezeichnungen  kann  man  dann  folgende 
Sätze  aussprechen  (Abh.  Bd.  74  No.  4  und  5' : 

I.  Wenn  in  der  Differentialgleichung  (1.)  die  Coefficienten  p„—  i' 
Pi  bis  p,,.  ICO  A^O  ist,  für  x  =  a  in  endlicher  Ordnung  unendlich  irerden. 
vnd  die  Differentialgleichung  wenigstens  m  —  h  linearunahhängige.  reguläre 
Integrale  haben  soll,  so  niUsscn  die  iibrigen  Coefficienten  für  .r  =  a  ebenfalls 
in  endlicher  Ordnung  unendlich  werden  und  der  charakteristische  Index  ^h  sein. 

Für  den  Fall  ä  =  0  ist  dieser  Satz  unter  anderer  Form  von  Herrn 
Fuchs  Bd.  6S  dieses  Journals  S.  360  gegeben  worden.  Aus  diesem  Salze 
folgt  nachstehender,  den  man  auch  einfacii  direcl  beweisen  kann: 

34* 
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II.  Wenn  alle  Coefßcienten  der  Differentialgleichung  (1.)  in  endlicher 
Ordnung  für  x  —  a  unendlich  werden  und  der  charakteristische  Index  gleich  h 
ist,  so  kann  die  Differentialgleichung  höchstens  m—h  linearunabhängige,  reguläre 
Integrale  haben. 

Ist  der  charakleristische  Index  gleich  Null,  so  hat  die  Differenlialglei- 
chung  auch  so  viele  linearunabhängige,  reguläre  Integrale,  als  die  Ordnung 
beträgt,  nach  einem  Satze,  den  Herr  Fuchs  Bd.  66,  S.  148  dieses  Journals 
bewiesen  hat.  Wenn  dagegen  dieser  Index  /0=- 0  ist,  so  hat  nach  dem  in 
der  Abhandlung  Bd.  74,  No.  6  Angegebenen  die  DüFerenlialgleichung  zwar 
im  Allgemeinen  m  —  h  linearunabhängige,  reguläre  Integrale:  jedoch  kommen 
auch  Ausnahmen  vor.  Man  erhält  aus  der  Differentialgleichung  l'ür  y  for- 
melle Entwickelungen ,  von  denen  diejenigen,  weiche  convergiren,  die  ge- 
suchten Integrale  liefern.  Um  solche  Differentialgleichungen  herzustellen,  die 
Ausnahmen  bilden,  ist  daselbst  (No.  7)  der  Zusammenhang  einer  nicht  homo- 
genen linearen  Differentialgleichung 

mit  einer  homogenen,  deren  Ordnung  \\m  eine  Einheit  höher  ist,  angewandt 
worden,  den  Herr  Fuchs  (Bd.  (58,  S.  368  dieses  Journals)  gebraucht  hat, 
welcher  Zusammenhang  durch  die  Gleichung 

dargestellt  wird.     Diese  geht  nach  Division  durch  q  in  folgende  über 
wo 

,n\  dpa    ,  rflogo        /        A  4\  dp„,  dlogq 

ist.     Aus  der  Gleichung  ^7.)  ergiebt  sich 

:10.)        )'  =   Cq, 

wo  C  eine  willkürliche  Constante  ist.  Ein  Integral  der  Gleichung  (6.)  oder 
der  Gleichung 

^11.)       y  =  0 

genügt  der  Gleichung  ^8.]  und  umgekehrt  ein  Integral  y  der  letzteren  ent- 
weder der  Gleichung  (II.},  oder  —-—  der  Gleichung  (6.).     Ist  — y—   in  der 
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Umgebung  von  x  =  a  einwerlliig,  so  haben  die  Coeflicienlen  der  homogenen 
Gleichung  (8,)  in  der  Umgebung  von  x  =  a  dieselbe  Beschaffenheit.  Die 
oben  genannten  Ausnahmen  wurden  zunächst  für  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  der  Form  (8.  gebildet,  mit  Hülfe  der  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  (6.)  und  (ll.)i  die  man  direct  behandeln  kann,  und  dann  für 
eine  Differentialgleichung  /h^'"'"  Ordnung  veraliijemeinert.  Der  Zusammenhang 
zwischen  der  nicht  homogenen  Differentialgleichung  ^'6.)  Y-\-q  =  ^  und  der 
homogenen  (8.)  kommt  darauf  hinaus,  dass  die  nicht  homogene  Differential- 
gleichung (10.)  Y  =  Cq  erste  Integralgleichung  zu  (8.)  ist;  sie  ist  von  einer 
um  eine  Einheit  niedrigeren  Ordnung,  enthält  eine  willkürliche  Conslante  C 
und  hat  dieselben  Integrale  wie  (8.;.  Wenn  man  umgekehrt  von  der  homo- 
genen Differentialgleichung  (8.)  zu  der  Differentialgleichung  (10.)  als  ersten 
Integralgleichung    übergehen    und    dazu    aus    den    fn-\-  I    Gleichungen  (9.)    die 

Grössen  p.  und        ,°      bestimmen   wollte,  so  würde  man  nach  Elimination  der 
■^  (Ix 

m  Grössen  »,,  zu  einer  nicht  linearen  Differentialgleichung  für       ,°'^   gelangen. 

Es  bestehen  nun  aber  in  Bezug  auf  die  Bildung  der  ersten  Integral- 
gleichung einer  beliebigen  linearen  Differentialgleichung  folgende  Eigenschaften 
der  letzteren: 

Bei  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  kann  man  eine  erste 
Integralgleichung,  eine  Gleichung,  welche  die  Form  hat:  homogener  linearer 
Differentialquotientenausdruck  von  einer  um  eine  Einheit  niedrigeren  Ordnung 
gleich  einer  willkürlichen  Constanlen.  und  die  dieselben  Integrale,  wie  die  ur- 
sprüngliche enthält,  direct  mit  Hülfe  der  liuearunabhängigen  Integrale  der 
ursprünglichen  bilden.  Alsdann  ist  die  Form  des  integrirenden  Factors  der  ur- 
sprünglichen Differentialgleichung  sowohl  durch  die  genannten  parliculären  Inte- 
urale,  als  durch  die  Coefficienlen  der  beiden  Gleichungen  bestimmt.  Der  inlegri- 
rende  Factor  genügt  aber  einer  homogenen  linearen  Differenlialgleichunir.  Die 
Bildung  der  ersten  Inlegralgleichunü  einer  nicht  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung kommt  auf  das  bei  einer  homogenen  anzuwendende  Verfahren  zurück. 

Dies  zu  entwickeln  wird  Gegenstand  der  No.  2  dieser  Abhandlung 
sein.  Die  lineare  Differentialgleichung  für  den  integrirenden  Factor  ist  durch 
ein  anderes  Verfahren  ursprünglich  von  Lagrange  in  den  Miscellanea  Tauri- 
nensia  T.  III.  abgeleitet  worden,  worüber  No.  3  handelt. 

Diese  Eigenschaften  der  linearen  Differenlialgleichunir  in  Verbindung 
mit  den  früheren  Resullaten   werden  zur  weiteren  Unlersuchuni;  der  regulären 
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Integrale  der  Differenlialgleichung  (1.)  benutzt  werden.  Speciell  wird  (No.  5) 
der  Fall  behandelt,  wo  der  charakteristische  Index  gleich  1  ist,  und  wo  die 
Dilferentialgleichung  m—\  lineanumbhängige  regnläre  Integrale  haben  soll. 
Die  nothwendige  nnd  hinreichende  Bedingung  hierfür  ergiebt  sich  in  der  Con- 
vergenz   einer   Reihe  von   der   Form    {x  —  aY ^c^[x  —  a)',    deren   Exponent  r 

und  deren  Coefßcienten  bestimmt  sind,  und  man  erhält,  wenn  diese  Reihe  con~ 
vergirt,  eine  homogene,  lineare  Differentialgleichung  (m— l)''^''  Ordnung,  die 
die  gesuchten  Integrale  liefert. 

2. 

Um    die    in  No.  1    angedeuteten  Untersuchungen    allgemein    zu    hallen, 
seien  die  Coefßcienten  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung 

als  beliebige  endliche  und  stelige  Functionen  von  x  vorausgesetzt.  Es  seien 
ferner  die  tn  linearunabhängigen,  particulären  Integrale  dieser  Differential- 
gleichung auf  die  Form 

(2.)        »/i  =  »n     Vi  =  Vi/v.dx,     ...     y„.  =  Vi/dxVi/dxVi . . .  Iv„dx 

gebracht.  Man  kann  nun  mit  Hülfe  der  angegebenen  Ausdrücke  der  parti- 
culären Integrale  eine  homogene  lineare  DiH'erentialgleichung  (m  — 1)*'^''  Ord- 
nung bilden,  der  y,,  j/j,  bis  y,„_i  genügen.  Hierzu  hat  man  den  Zusammen- 
hang zu  benutzen,    der  zwischen  den  Differentialgleichungen  (1.)  und  (4.)  in 

No.  1   durch  die  Substitution  yJzdx   gegeben    ist.     Sind    die  Coefficienten  q 

gegeben,  so  bestimmt  man  aus  den  Gleichungen  (5.)  daselbst  pi  bis  />„,_,  ein- 
deutig, und,  wenn  ^,  in  (1.)  eingesetzt  wird,  auch/?,,,,  so  dass  die  Differential- 
gleichung (1.)    die    Integrale    yi   und   yjzdx   hat.      Man   geht   nun    von    der 

Gleichung  — r^— +  ^»,„_i  =  0   aus,    wo    k  = -^—    gesetzt   ist,    macht 

wir  i',„ I      (XX 

diese  zur  Gleichung  (4.)  in  No.  1  und  bildet  mittels  des  angegebenen  Zu- 
sammenhanges  eine   homogene   lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung, 

der  v^_i  und  'Ci„_-ij v„_^dx  genügen,  und  hat  so  fortzufahren,  bis  man  die  ho- 
mogene lineare  Differentialgleichung  (»j  — l)ter  Ordnung    erhalten    hat,    der   j/, 


I 
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bis  y„_i  genügen.     Es  sei  diese  Differentialgleichung 

Wenn  man  nun  in  f  y]  «/,„  einsetzt  und  das  Resultat  durch  L  bezeichnet,  so 
k  ann   man  aus  der  Differentialgleichung 

die  Grösse  L   sofort  bestimmen. 

Setzt  man  in  (4.)  «/„,  =  Vijudx,  so  erhall  man 

wo  der  Gleichung 

die  Integrale 

Cj,      p^/vidx,      .   .   .      r.,/rfj;c, . .. /r„,_,(/x 

genügen.  Man  setze  dann  u  —  t^lldx  und  reducire  weiter,  so  erhält  man 
schliesslich 

(5.)       «jjiij...»,,,  =  L, 
Stellt  man  demnach  die  Gleichung 

auf,  wo  r,„  eine  willkürliche  Conslante  ist,  so  ist  das  vollständige  Integral 
derselben  gleich  y  +  c„y,n,  wenn  y  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  (3.) 
ist.     Wenn  also  c,  bis  c„,_,  noch  m—l   willkürliche  Constanten   bedeuten,   so 

ist  das    vollständige  Integral    der  Gleichung  (6.)   gleich    Cjj/i  +  c,?/,-! \-c,„y„ 

dasselbe,  wie  das  der  Gleichung  (1.}.  Die  Gleichung  (6.)  ist  demnach  erste 
Integralgleichung  zu  (!.}.     Bringt  man  nun  (6.}  auf  die  Form 

so  erhält  man  hieraus  -j-L'^ fy)  =  0.     Demnach  ist 

(8.:     L.^L-^f:y)  =  0 

eine     homogene .     lineare    Differentialsleichunsr    m'«'"    Ordnung .     in    der    der 
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Coefficient  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  ist  und  die  dieselben  Integrale  hat 
wie  (1).  Sie  kann  demnach  in  den  Coeflicienten  nicht  von  (1.)  verschieden 
sein,  indem  sonst  die  DilFercnz  der  beiden  Gleichungen,  eine  homogene  lineare 
DilTerentialgleichung  von  niedriger  als  der  /h^'^d  Ordnung,  m  linearunabhän- 
gige Integrale  hätte.     Man  hat  also  für  jede  beliebige  Function  y 

(9.)     -^^-7(2/)  =  L-^P{y\ 

und  CS  ist   demnach  L~'  integrirender  Factor  zu  F[y). 

Setzt  man  in  Gleichung  (9.)  L"'  =  M,  so  dient  die  identische  Glei- 
chung (9.)  zur  Definition  des  inlegrirenden  Multiplicators  M  von  F(«/),  und 
wenn  man  nun  die  Coelficienten  der  Differentialquotienten  der  nämlichen  Ord- 
nung auf  beiden  Seiten  gleich  setzt,  so  erhält  man,  wenn  /„  =  1  ge- 
nommen wird : 

(10.)       -^(MQ  +  3Il,+^  =  Mp,,_,    (a  =  0,...m-2),    -^[ML_,)  =-- Mp„. 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  successive  die  Grössen  Ml,,  eliminiren  und 
erhält 

eine  homogene,  lineare  Differentialgleichung,  der  der  integrirende  Multipli- 
cator  genügt. 

Ist  umgekehrt  M  ein  Integral  der  Gleichung  (11.),  und  bestimmt  man 
aus  den  m  —  \  ersten  Gleichungen  (10.)  successive  die  Grössen  /^  bis  /,„_,,  so 
ist  auch  die  letzte  Gleichung  (10.)  erfüllt.  Demnach  findet  die  Gleichung  (9.), 
wenn  L~'  =  M  gesetzt  ist,  für  jede  Function  y  statt,  und  L"'  ist  integrirender 
Factor  von  F[y).  Die  erste  Integralgleichung  zu  F{y)  =  0  nimmt  die  Form 
f'iy)  —  c„,L  an,  wo  c,„  eine  willkürliche  Constante  ist.  Setzt  man  dann  die 
m~\    particulären    Integrale    der    Gleichung    f[y)  =  0    unter    der    Form    ri, 

vJv>dx,  ...  v,/dxv2..-  /v„_idx    voraus,    so    kann    man    dem   ?ftteu  Integrale 

der    Gleichung    (1.)    die    Form    c„i},/dxv2.../c,„dx  geben,    und    dann    wird 

L  —  V1V2...V,,,  und 

(12.)       M  =  (r,j5o...  »,„)-'. 
Ferner  ergicbl  sich  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (10.) 

(13.)       M  =  ef'''-''''\ 
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Die  Differentialgleichung  (11.}  für  den  integrirenden  Factor  hat  durch  ein 
anderes  Verfahren  Lagrange  in  den  Miscellanea  Taurinensia,  T.  III.  abgeleitet, 
worüber  die  nächste  Nummer  handelt.  Sie  ergiebt  sich  direct  aus  der  be- 
kannten Bedingungsgleichung  für  dieintegrabilität  des  Ausdruckes  'f\x,y,yi,...y„)^ 
dti  dum-i     .  . 

d(p d    (d(f\         d'   /  drp  \  _L(_i\<nJ^f.°^\   _   0 

dy        dx\üy^-)'^  dx-\dyj      ""^^       '     dx'"  \  dy^  J  ~      ^ 

wenn  man  (f  =  MF(y)  setzt. 

Die  beiden  Ausdrücke   für    den   integrirenden  Factor  (12.)    und   (13.) 

(«i«2- ■•»m)~' =  e-'''"'" '^  ^  lassen  sich  einer  aus  dem  anderen  herleiten,  wenn 
man  die  Darstellung  von  p,.  bezüglich  /j  durch  die  Grössen  r,,  »2,  ...  v„ 
benutzt,  die  ursprünglich  D'Alemhert  in  den  Miscellanea  Taurinensia  T.  III., 
p.  382,  später  Libri  Bd.  10,  S.  190  dieses  Journals  und  Herr  Fuchs  Bd.  66, 
S.  131   dieses  Journals  mit  Hülfe  der    ersten  der  Gleichungen  (5.)  der  vorigen 

Nummer  pi  =  qi  —  m- — -^-^  abgeleitet  haben.     Es  ergiebt  sich 


dlogv,       ,        . ,  rflogc,  dlogVm 

Also   wird    e"-^'''  '  =  »7 •  ^j'"'- •  •  «J,»    und   entsprechend   e"-'    ''  =  »""'.eT"'. ..«?„,_, 

und  demnach  c'^'''  \e  •''''=  («iCj---»™)"'- 

Ist  die  nicht  homogene  lineare  Differentialgleichung 

(14.)       F[y)  +  q  =  0 

vorgelegt  und  multiplicirt  man  sie  mit  M,    welches  durch  (11.)   bestimmt  ist, 
so  erhält  man 

(15.)     M{F(y)  +  g)  =  -^  {Mny)+ßlqdx\  =  0 

uad   daraus 

Mf[^y)-\-/Mqdx  =  Const. 

Man  kann  nun  den  Inhalt  dieser  Nummer  in  folgender  Weise  zusammenfassen: 
Die  m  linearunahliaiigigen  Integrale  der  Differentialgleichung 
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seien  auf  die  Form  «/i  =  »i,  tj2  =  t>Jv.dx,  ...  y^^CiJdxViJ dxVi...J'o„dx 
gebracht.    Mittels  der  Ausdrücke  der  m—\  ersten  Integrale  wird  die  Gleichung 

gebildet,  der  tji  bis  «/,„_i  genügen.     Alsdann  ist 

fiy)  =  c„,«i  »....»„., 

wo  c„  eine  willkürliche  Consfante  bedeutet,  erste  Integralgleichung  zur  Glei- 
chung F{y)  =  0. 

(t)l«2  . . .  «3„,)~' 

ist  die  Form  des  integrirenden  Factors  su  F{y);  dieser  Factor  ist  andererseits 
gleich  e'^'~'^  ^  und  durch  die  homogene,  lineare  Differentialgleichung  (11.) 
bestimmt. 


3. 
Die    homogene,    lineare    DifTerenlialgleichung    für    den    integrirenden 
Multiplicator  M  der  linearen  Differentialgleichung 

ist,  wie  in  der  vorigen  Nummer  angegeben,  von  Lagrange  in  den  Miscellanea 
Taurinensia  T.  III.,  p.  179  durch  ein  Verfahren  hergeleitet  worden,  welches 
nachstehend  kurz  dargestellt  werden  soll. 

Man  multiplicire  die  Gleichung  (1.)  mit  Mdx,  wo  M  eine  noch  un- 
bestimmte Function  von  x  ist,  und  führe  in  allen  Gliedern  die  Integration  nach 
Tbeilen  aus,  so  erhält  man 

/p„,yMdx  =   /p„,Mydx, 

>.-,S«.  =  ,„,^i-Ä^?ü,+/iWO  ,..     etc. 
In  dem  Resultate  setze  man 

(3.)      ^-^=S£Ä+-+(-l)>.*  =  0; 
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man  findet  alsdann 

/  d"-'y„.      d"'--u  idM  ,.)       d"'-^u  id'M        d   ,      ,  \ 

i-+(-i)-»|^-^^=2^+-+(-ir-/'.j4+A«<'-=co„s,. 

Die  Gleichung  (3._)  ist  also  erste  Integralgleichung  zu  (1.),  und  der  integrirende 
Multiplicator  zu  (1.)  wird  durch  die  Gleichung  (2.)  bestimmt. 

Wenn  man  in  gleicher  Weise  die  lineare  Differentialgleichung  be- 
stimmen will,  der  der  integrirende  Factor  der  Gleichung  (2.)  genügt,  so  findet 
sich,  dass  diese  die  ursprüngliche  (1.)  ohne  den  von  y  unabhängigen  Theil 
q  ist.  Denn  mulliplicirt  man  (2.)  mit  ydx  und  integrirt  nach  Theilen,  so 
erhält  man: 

lp„,Mydx  =  lp„Mydx, 

J — 1^^ — 2"^^  =  — Tx — y-p^-^-^^yp^-^^^^-d^x  etc. 

Wenn  demnach  für  y  die  Gleichung  (1.),  worin  9  =  0  gesetzt  ist,  besteht,  so 
findet  man  für  M  die  Gleichunff 


(4.) 


'  i,r        i  dfp„,^2M)  „  dii  )  , 


,  /     *^„,   x\d"'-^M  d"'--M  du  ,        ,   ,     ..,„   ,,,d"'-'«)  ^ 


4. 

Es  seien  nun  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung 

(1.)  s+..£;f +-+M  =  0 

in  der  Umgebung  des  Punktes  .r  =  a  einwerlliige  analytische  Functionen  und 
so  beschaffen,  dass  sie  in  der  Enlwickolung  Potenzen  von  {x  —  a)"^  in  end- 
licher Anzahl  enthalten.  Hai  man  zu  dieser  Gleichung  eine  erste  Integral- 
gleichung 

wo  c,„  eine  willkürliche  Constanle  ist,  so  bestehen  nach  No.  2  (10.)  die  Re- 
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lationen,  wenn  /„  =  1  ist: 


(3.)       -^{L-^Q  +  L-^la,.^L-'p,^„     (a^0,...m-2),    ^  i"' /,„_»  =  L->„,- 


oder 

(4-)       -d^  +  ^--t-  +  ^«+'=/'-+"  (a  =  0,...m-2),  ^_  +  /,„_,_|_=;,„. 
£-'  =  ilf  genügt  der  Differentialgleichung 

Und  umgekehrt  führt  ein  Integral  dieser  Gleichung  zur  Gleichung  (2.)  als 
ersten  Integralgleichung  von  (1.). 

Wenn  der  Gleichung  (5.)  ein  solches  Integral  M  =  L~^  genügt,   dass 

— I in  der  Umgebung  von  x  =  a  einwerthig  ist  und  Potenzen  von  (x—a)~'' 

in  endlicher  Anzahl  enthält,  so  ergeben  die  ;«— 1  ersten  Gleichungen  (4.), 
dass  die  Coefficienlen  /^  dieselbe  Beschaffenheit  haben.  Wir  wollen  alsdann 
bei  den  Coefficienten  /„  und  j9„  die  zu  denselben  gehörigen  Zahlen  (No.  1) 
vergleichen,  wozu  die  Gleichungen  (4.)  dienen. 

Ist  erstens  — j in  nicht  höherer  als  der  ersten  Ordnung  für  x=a 

unendlich,  so  ergiebt  sich  aus  (4.),  dass  der  charakteristische  Index  des  Systems 
der  zu  den  Coefficienten  4  gehörigen  Zahlen  derselbe   ist  für  das  System  der 

&u  Pa  gehörigen  Zahlen.     Ist  dagegen  — -: in  höherer  als  der  ersten,  aber 

endlicher  Ordnung ,  für  x  =  a  unendlich  und  der  charakteristische  Index  bei 
den  Coefficienten  4  gleich  /*  —  1 ,  so  ist  derselbe  bei  den  Coefficienten  p^ 
gleich  h. 

Der  charakteristische  Index  in  der  Differentialgleichung  des  integri- 
renden  Factors  (5.)  ist  derselbe,  wie  in  der  ursprünglichen  Differentialgleichung. 

Es  sei  nun  der  charakteristische  Index  bei  Gleichung  (1.)  // >  0,  dem- 
nach auch  bei  (5.),  so  haben  diese  Differentialgleichungen  nach  No.  1,  Salz  II. 
höchstens  m—h  linearunabhängige  reguläre  Integrale.    Wenn  der  Gleichung  (5.) 

ein  Integral  M  genügt,  so  dass  — -^-^    für   x  =  a   höchstens   von  der  ersten 

Ordnung  unendlich  wird,  so  hat  M  die  Form  (x—ay(p{x},  wo  <f.{x)  nur  Potenzen 
von  x—a  mit  positiven  Exponenten  enthält,  (p{a)  von  Null  verschieden  ist,  und 
dann  hat  M~^  =  L  dieselbe  Beschaffenheil.     Diese  Form    von   L   lässt  es  zu- 
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nächst  unbestimmt,  ob  der  Gleichung  (2.)  etwa  für  einen  von  Null  verschie- 
denen Werlh  von  c„,  ein  reguläres  Integral  von  (1.)  genügt.     Wenn  dagegen 

der  Gleichung  (5.)  ein  solches  Integral  genügt,    dass  — ^—   in   höherer,   als 

der  ersten,  aber  in  endlicher  Ordnung  für  x  =  a   unendlich  wird,   so  wird  M 

gleich  e'"{x—ay 2!c^{x—ay,   wo   w   die  Form   2^c_^{x—a)~'   hat.     M~^  =  L 

wird  also  gleich  [x—a)~''<p{x).,  wo  die  in  der  Umgebung  von  x  =  a  einwer- 
thige  Function  <f  (x)  in  der  Entwickelung  unendlich  viele  Potenzen  von  (x— a)~* 
enthält.  Der  Differentialgleichung  (2.)  kann  daher  für  keinen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  von  c,„  ein  reguläres  Integral  der  Gleichung  (1.)  genügen. 
(Vgl.  Abh.  Bd.  74,  No.  1,  Gleichung  (5.).)  Wenn  in  diesem  Falle  ako  die 
Gleichung  (1.)  überhaupt  solche  Integrale  hat,  so  müssen  diese  auch  der 
Gleichung 

(6.)    i£i+,,^i+...+,._„  =  0 

genügen,  bei  welcher  die  Ordnung,  und  nach  dem  Vorhergehenden  auch  der 
charakteristische  Index  um  eine  Einheit  niedriger  als  bei  (1.)  ist.  Diese  bleibt 
alsdann  weiter  zu  behandeln. 

5. 
Nach  der  in  den  Nummern  2  und  4  entwickelten  Methode  sollen  jetzt 
die  Bedingungen  aufgesucht  werden,  damit  die  Differentialgleichung 

(1.)     0+.,^+-+/...  =  0, 

deren  Coefßcienten  in  der  Umgebung  von  x  =  a  einwerthig  sind,  und  wo  p^ 
eine  endliche  Anzahl  Potenzen  von  (x— «)"'  enthalten  soll,  genau  m  -1  linear- 
utiabhängige ,  reguläre  Integrale  habe.  Nach  dem  in  No.  1  Angegebenen  ist 
hierzu  zunächst  nothwendig ,  dass  die  übrigen  Coefßcienten  ebenfalls  in  end- 
licher Ordnung  für  x  =  a  unendlich  werden  und  der  charakteristische  Index 
gleich  1  sei.     Diese  Bedingungen  seien  also  erfüllt. 

Wenn  alsdann  die  Gleichung  (1.)  m—\  linearunabhängige,  reguläre 
Integrale  hat,  so  kann  man  diesen  nach  No.  6  der  Abhandlung  Bd.  74  dieses 
Journals  die  Form  geben  y,  =  c,,  y.  =  vjv.dx,  . . .  y„_i  =  vjdxvi...jv„_idx, 
v,  =  {x-ay'(Pi{x\  v,  =  {x-ay'-''-'-'(pa{x),  a  =  (2,...ff»-l),  wo  (f,ix)  in  der 
Umgebung  von  x  =  a  einwerthig   ist   und   nur  Potenzen  von  x  —  a  mit  posi- 
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tiven  Exponenten  enlhäll,  (pa{a)  von  Null  verschieden  ist.  Bildet  man  nun 
nach  denn  Verfahren  von  No.  2  die  Gleichung 

der  diese  Integrale  genügen,  so  werden  deren  Coefficienten  4  i"  der  Umgebung 
von  x  =  a  einwerthig  und  für  x  =  a  in  endlicher  Ordnung  unendlich.  Der 
charakteristische  Index  dieser  Gleichung  ist  (No.  1,  Satz  I.)  gleich  Null.    Das 

letzte  Integral  der  Gleichung  (1.)  nimmt  die  Form  ij„,=vjdxv)^... jv^dx  an, 

wo  — °  "*    in   der  Umgebung   von   x  =  a  einwerthig  und  in  endlicher,  aber 

höherer  als  der  ersten  Ordnung  für  .r  =  a  unendlich  ist.  Man  erhält  als 
erste  Integralgleichung  zu  (I.)  nach  No.  2  Gleichung  (6.) 

(3.)       -rf^  +  ^'rf^^ +  •••  +  '".-' 2/  =  «.».«^...e., 

wo  c„  eine  willkürliche  Constanle  ist.  (»i»2...»„)~'  nach  Gleichung  (13.)  in 
No.2  =  e^'^'''"''^''*  =  M  genügt  der  Gleichung 

(4.)       -£-^'^  +  ...  +  (-1,-,.M  =  0. 

Jeder  der  beiden  Ausdrücke  («j,«,...«?,,,)''  und  e-''''"''^  ergiebt,  dass  dieser 
Werth   von    M   die   Form    hat:    e'"{x  —  a)'' 2^ c^{x  —  a)'',     tc  =  2  c_^{x  —  a)'^. 

Aus  der  gemachten  Voraussetzung  folgt  also,  dass  die  Differentialgleichung  des 
integrirenden  Factors  (4.)  ein  Integral  von  der  angegebenen  Form  hat. 

Hat  umgekehrt  die  Gleichung  (4.),  deren  charakteristischer  Index  eben- 
falls 1  ist,  ein  Integral  M  =  L~^  dieser  Form  und  bildet  man  mit  demselben 
nach  der  vorigen  Nummer  die  dortige  Gleichung  (2.),  als  erste  Integral- 
gleichung zu  Gleichung  (1.),  so  kann  diese  nur  für  c„,  =  0  die  regulären 
Integrale  von  (1.)  enthalten.  Diese  Gleichung  (6.)  der  vorigen  Nummer  hat 
aber  dem  dort  Angegebenen  gemäss  den  charakteristischen  Index  Null  und  enthält 
daher  nach  dem  in  No.  1  angegebenen  Satze  des  Herrn  Fuchs  soviel  linear- 
unabhängige reguläre  Integrale,  als  die  Ordnung  beträgt,  nämlich  m  —  1.  Alan 
erhält  also  dadurch  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  (»«  — l)*^"" 
Ordnung,  deren  Integrale  die  regulären  Integrale  der  Gleichung  (1.)  sind. 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  verlangte  Eigen- 
schaft der  Differentialgleichung  (1.)  besteht  also  darin,    dass  die  Differential- 
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gleichling  des  integrirenden  Factors  (4.),  deren  charakteristischer  Index  gleich  1 
ist,  ein  Integral  der  Form  e'^'{x  —  ay^Ct{x  —  aY,    w  =  ^ c_^(x  —  a)~'  hat. 

3Ian  kann  nun  den  Ausdruck  dieses  Integrales  weiter  bestimmen. 
Zunächst  sieht  man,  dass  die  Gleichung  (4.  überhaupt  nur  ein  Integral  dieser 
Gestalt  haben  kann.      Denn  dasselbe  führt  zu  der  Gleichung  (6.)  der  vorigen 

Nummer  und  ist  demnach  gleich  e~'^"*.  Die  Coefficienlen  /,  sind  aber  hier 
dadurch  bestimmt,  dass  diese  Gleichung  (6.)  die  m  —  i  linearunabhängigen 
regulären  Integrale  von  (1.)  liefert  und  dieselben  nur  einer  einzigen  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  dieser  Ordnung  genügen  können  (vgl.  Nr.  2,  (8.)). 

Es  ist  ferner  der  Coefficient  von  (x  — «  ~'  in  /,  bekannt. 

Wenn  nämlich  in  Gleichung  (1.)  der  charakteristische  Index  überhaupt 
gleich  h  \Yäre,  so  würden  nach  der  Abhandlung  Bd.  74  dieses  Journals  Nr.  6, 
die  Exponenten  der  linearunabhängigen  regulären  Integrale,  deren  die  Diffe- 
rentialgleichung höchstens  m  —  h  haben  kann.  Wurzeln  der  Gleichung 

ryr~l)...{r-fm-li]  +  i)  +  r{r-i)...{r-{m-h)  +  2)\^^^ix-a)\       +■■■ 

sein.  Hat  die  Differentialgleichung  nun  in  der  That  tn  —  h  linearunabhängige 
reguläre  Integrale,  so  kann  man  für  diese  eine  homogene,  lineare  Differential- 
gleichung (/«  — //)ter  Ordnung  bilden,  und  wenn  deren  Coefficienten  durch  a^ 
bezeichnet  werden,  so  ist  die  Gleichung,  welche  die  Exponenten  bestimmt: 

r(r-l)...(r-(»»-/0  +  l)  +  r(r-l)...(r-(»H-/0  +  2)[o,(ar-o)],=„  +  .-. 

■■■  +  [a„,_f,{x-ar-%.„  =  0. 

Und  zwar  werden  die  Exponenten  in  beiden  Fällen  dadurch  gegeben,  dass 
man  die  Integrale  in  der  Form 

Pn     Vxjtidx,     .  .  .     v,/dxc2.../v„-hdx 

aufstellt,  wo  Vi  =  {x—ay'(pi{x),  v^  =  (x—ay<>~''<'-^~*(p^{x),  (a  =  2,...ffj  — /<)  ist, 
die  Grössen  y  in  der  Umgebung  von  x  =  a  einwerthig  sind  und  nur  Potenzen 
von  x  —  a  mit  positiven  Exponenten  enthalten,  <f^  (a)  von  Null  verschieden 
ist.  Die  Exponenten  werden  dann  /•,,  r.,  ...  r„,_,„  und  die  Wurzeln  der  beiden 
vorstehenden  Gleichungen  sind  dieselben.     Hieraus  erhält  man 

"^     yh  -'x=a  *- l>h  -'x—a 
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In  dem  hier  betrachteten  Falle  inuss  also  1  — (ic  — «)  =  [/,(a;  — a)]v=o  sein. 

Das  vorhin  untersuchte  Integral  M  muss  also  die  Form  e''''  ^ {x—aY 2 cj^x—ay 

haben,  wo  r  den  Werth  —   —  (a;  — al  hat  und  c„  von  Null  verschieden  ist. 

Setzt  man  demnach  in  Gleichung  (4.)  M  —  e-^''''  ""A^  tind  bildet  die  ho- 
mogene lineare  Differentialgleichung  für  N,  so  kann  dieser  nur  ein  einziges 
Integral     der     Form     {x—ay^cJ^x  —  aY     geniigen,      und     in     diesem     muss 

r  =  —\  —  (x  —  a)\       ,  c„  von  Null  verschieden  sein.    Die  Existenz  dieses  In- 

tegrales  ist  für   die  Erfüllung   der   an   die  Differentialgleichung  (1.)   gestellten 
Forderung  nothwendig  und  hinreichend. 

Wir  wollen  nun  die  Differentialgleichung  für  A"  untersuchen,  um  die 
Entwickelung   des   hier  betrachteten  Integrals  N  nach   No.  8   der  Abhandlung 

Bd.  74  dieses  Journals  zu  ermitteln.    Es  wird  also  in  Gleichung  (4.)  M—  e-''''  ^  N 

eingesetzt  und  schliesslich  durch  e-^'"'  "  dividirf.     Setzt  man 


d"     fp.dx ,         d"-'     fp.dx , 
e         t  =  -T^rr?  e         ti  = 


dx" 


dx"' 


SO  erhält  man 


fi=pJ  +  -r-->      l2=Pifi  + 


dx 


dx 


e-^^'-t., 


L=Pit„_i  + 


dh 


dx 


Wird  dann  in 


dx"- 


7tn-,  +  k,-r-^t„_.+  k,-^—,t„_,  +  -.  +  kX_, 


dx 


dx' 


für  t„_r  eingesetzt  Pit„-^r+i)+  -r— /„_(r+i),  so  ergiebt  sich 


dx 


-^-^t  4-k 


,      dp 


dx 


1^  ^n-(r+I)+ 


I   r(r-i)  dV. 
"^     1.2      dx' 

+  «-!)* 


dx' 


712  ^n-(r+l)+- 


+        k:p,        I 

Hier  findet  man  aus  dem    ersten    und   letzten  Glied   jedes  Coefficienten   unter 
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Berücksichtigung-,  dass  die    ürdiuing   i,,   in  der  pi  für  x  =  a  unendlich  wird, 
grösser  als  1   ist,  schliesslich  dass  /,.  einen  Ausdruck  von  der  Form  erhall: 


(5.) 


d-t  d"-H   ,  (w(«-l)    .  ,       )  d"-'! 


dx"-' 


,   ln(n  — !)(«  — 2)    ,  \  d"-H 


uo  in  jeder  Klammer  auf  das   erste  Glied   solche    folgen,   die   für   x  =  a   in 
niedrigerer  Ordnung  unendlich  werden  als  das  erste. 

Wenn  nun  in  Gleichung  (4.)  M  =  e-^'''''''N  eingesetzt   und    durch  e'^^''''" 
dividirt  wird,  so  gieht  die  Summe  der  beiden  Anfanffsglieder 


dx"'-'  \  dx  y 


dx 

Dieser  Ausdruck  geht  aus    5.)    hervor,    wenn    man    dort   n  =  m  —  i.    t  =  -^ 

dx 
setzt.     Der  folgende  Summand  aus  (4.) 

liefert  zu  jeder  Klammer  in  dem  letzten  Ausdrucke  Glieder,  die  für  x  =  a 
von  niedrigerer  Ordnung  unendlich  werden  als  das  erste,  und  fügt  zu  dem 
ganzen  Ausdrucke  noch  den  weiteren  Summanden  hinzu  +\p'i~'pi-\ — JA',  wo 
hier  in  der  Klammer  die  folgenden  Glieder  für  x  =  a  von  niedrigerer  Ord- 
nung als  (/«  — 2):"T,-j-.Ti-{-l  unendlich  werden.  Treten  nun  noch  die  übrigen 
Summanden  aus  Gleichung  {4.)  hinzu,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung 
für  A'  die  Form  hat: 


(6.) 


wo  in  jeder  Klammer  ausser  der  letzten  auf  das  erste  Glied  solche  folgen, 
die  für  x  —  a  von  niederer  Ordnung  als  das  erste  unendlich  werden;  in  der 
letzten  solche,  die  für  x=a  von  niederer  Ordnung  als  (/»  — 2).7, 4-n,-i-l  un- 
endlich werden.  Daraus  folgt,  dass  der  charakteristische  Index  bei  dieser 
Differentialgleichung  gleich  ?«— 1   ist. 

Die  Di/ferenlialgleichung  (6.)  liefert  daher  i/aeli  .\o.  6  /aid  8  der  Ab- 
handlung Bd.  74  dieses  Journals  überhaupt  nur  eine  einzige  formelle  Enliriekclung 
für     N     von     der     Gestalt     (x  —  aY^Zc^ix  —  a)",     und     zirar     ist     in    dieser 
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r  =  —\—{x  —  a)\      ,   C|,   von  yull  terschieden   und   die  Coefßcienfen    c^  sind 

vollständig  bestimmt. 

Die  Convergenz-  dieser  Entwickelung  ist  also  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  fär  die  geforderte  Eigenschaft  der  Diffcrentialgleiching  (1.). 

Sind  die  Coefßcienlen  der  Gleichung  (1.)  rational,  so  werden  die  von 
(6.)  ebenfalls  rational,  und  man  erhält  für  die  Recursionsformel  der  Coeffi- 
cienten  c^  eine  solche,  die  eine  constanfe  Anzahl  derselben  enthält. 

6. 
In  der  vorigen  Nummer  ist  der  Fall  behandelt  worden,  wo  die  Coeffi- 
cienten  der  DiiTerenlialgleichung 

in  der  Umgebung  von  .t  =  «  einwerthig  und  für  x  =  a  in  endlicher  Ordnung 
unendlich  sind,  und  wo  der  charakteristische  Index  gleich  1  ist;  und  es  ist  die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  ermittelt  worden,  damit  die  Diffe- 
rentialgleichung genau  m— 1  linearunabhängige  reguläre  Integrale  habe. 

Es  sei  jetzt  der  charakteristische  Index  /*  >  1 . 

Man  kann  hier  wiederum  die  Methode,  die  in  No.  4  entwickelt  ist, 
anzuwenden  suchen  und  zusehen,    oh    man  der  Differentialgleichung  des  inte- 

grirenden  Factors  durch  einen  Ausdruck  M=c'"{x—ay 21c J^x—a)"^  w=2!c_^(x~ay 

genügen  kann,  wodurch,  wie  in  No.  4  auseinandergesetzt,  die  Untersuchung 
auf  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  zurückgeführt  wird,  deren 
Ordnung  und  charakteristischer  Index  um  eine  Einheil  niedriger  sind.  Lässt 
sich  dieses  Verfahren  h  mal  nacli  einander  anwenden,  so  kommt  man  auf  eine 
homogene  lineare  Differentialgleichung  (tu—h)^^^  Ordnung  mit  dem  charakte- 
ristischen Index  Null,  die  die  regulären  Integrale  der  ursprünglichen  gieht. 

Wenn  nun  ein  Integral  M  der  angegebenen  Form  der  Differential- 
gleichung des  integrirenden  Factors  genügt,  und  man  nach  No.  4  die  dortige 
Gleichung  (6.)  bildet,  so  ist  der  charakteristische  Index  bei  den  Coefficienten 
4  derselben  gleich  /<— 1.  Man  bezeichne  die  Ordnung,  in  der  der  Coefficienl  4  für 
x  =  a  unendlich  wird,  durch  A^,  während  7t„,  wie  früher,  die  Ordnung  bedeutet,  in 
der  pa  unendlich  wird.    Alsdann  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  ((4.)  in  No.  4) 

dh-i,,       d\ogM   ,  , 
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dass  TT/,  =  ;./,_!  +  «  + 1  sein  iiiuss.  Es  ist  aber  A/,_,  >.A  — 1,  da  der  cliarak- 
lerislische  Indes  bei  den  Coefficieiiten  4  gleich  A— 1>>0  ist;  daher  muss 
^/. >A  +  w  sein,  und  da  n  wenigstens  gleich  1   ist,  so  muss  tt,,  >A4-1  sein. 

Wenn  die  vorhin  angegebene  Reduction  h  mal  nach  einander  möglich 
sein  soll,  so  muss  ??/,  ^  2h  sein. 

Es  sei  also  .^/,  >/s+  1.    Dann  kann  n  die  Werlhe  von  1   bis  n,^~k  —  \ 

annehmen.    Nun  wird — -~ —  = -7—4-9' (ic),  wo  75  (x),   in  der  Umgebung  von 

x  =  a  einwerlhig,  für  x  =  a  höchstens  in  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird. 

Man  hat  dann  zuerst  den  Theil  -y—  aus  den  Gleichungen  (4.)  in  No.  4  nach 

Elimination  der  Grössen  /^  zu  bestimmen.     Diese  Gleichungen  nehmen,  wenn 

- — -■ —  =  3  gesetzt  wird,  die  Form  an : 
dx  "  ' 

dl 


(2.) 


|pj_2  =  /^,    ^^_1_^_4_,2  =  4,     (a  =  2,  ..  .  ?h-1), 


Ihn ;7- /,„-.s   =  0. 


dx 

Eliminirt  man  hier  aus  den  h  ersten  Gleichungen  successive  die  Grössen  /„ 
/j  bis  //,_, ,  so  bleibt  rechts  //,  stehen.  Es  muss  aber  Ih  ^  Ä,,_,  +  1  =  ^;,  — » 
sein;  setzt  man  daher  in  diese  Endgleichung  für  z  seinen  Ausdruck,  so  müssen 
auf  der  linken  Seite  die  Coeflicienten  der  Potenzen  von  (.r -«)'"'  von  der 
höchsten  herab  bis  zur  (tt/,  —  ?^+ 1)**^°  gleich  Null  sein.  In  dieser  Gleichung 
kommt  aber  aus  pi,  die  Potenz  [x  —  a)"''^'  vor;  man  erhält  daher  auf  die 
angegebene  Weise  wenigstens  71  Gleichungen,  aus  weichen  die  n  ersten 
Coefficienten  c_^  in  z  zu  bestimmen  sind.  Hat  man  auf  diese  Weise  ermittelt, 
welche  Werthe  10  annehmen  kann,  so  ist  M  =  e"' N  zu  setzen  und,  wie  in 
der  vorigen  Nummer,  die  lineare  homogene  Dilferentialgleichung  für  A  auf- 
zustellen und  bei  dieser  zuzusehen,  ob  dieselbe  ein  Integral  der  Form 
{x~ay.i:c^{x~ay  liefert.  Hierzu  kommt  es  auf  die  Convcrgenz  einer 
formellen  Entvvickelung  an,  die  man  nach  No.  8  der  Abhandlung  Bd.  74  dieses 
Journals  bildet. 

7. 
Das  in  den  No.  2  und  4  angegebene  Verfahren  kann  man  daz-u  benutzen, 
nm  allgemein  solche  Di/f'erenlialgleichungen 
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deren  Coefpcienten  in  der  Umgebung  von  x  =  a  eimcerthiy  und  für  x  —  a 
in  endlicher  Ordnung  vnendlich  sind,  zu  bilden,  bei  denen  der  charakteristische 
Index  A  3>  0  ist,  wo  aber  die  Anzahl  der  Unearimabhängigen  regulären  Inte- 
grale, die  höchstens  m  —  h  betragen  kann,  ton  0  bis  m  —  h  variirt. 

Hierzu  dient  einerseits  aus  No.  2  die  folgende  Beziehung: 

Wenn 

yi  =  f,,     y,  =  i'Jr.dx,      .  .  .      y„,-i  =  v,/dxv,.../v„_idx 
die  Integrale  der  Gleichung 

(2.)     -£::^+/.^+...+/„,_.,  =  A»  =  o 

sind  und  man  die  Gleichung 

(3.)       -^«^+^i^i^.^+"-  +  '"-2/  =  c,„i',», ...  r,„_i»,„  =  c„,L, 
wo  c„,  eine  willkürliche  Constante  ist,  bildet  und  aus  dieser  die  homogene 

(4.)    ■jm^n.j)^^-o, 

so  haben  (3.)  und  (4.)  zu  Integralen  yi,  y.,  ...  ?/„,_„  y,„  =  Vi/dxv2.../i\„dx. 

Andererseits  benutzen  wir  aus  No.  4  das  Resultat: 
Wenn  in    Gleichung  (2.)  der   vorliegenden  Nummer   die  Coefficienten 
in  der  Umgebung  von  x  =  a  einwerthig  und  für  a;  =  «  in  endlicher  Ordnung 

unendlich  sind    und   — ^ — -  ebenso  beschaffen  ist,  so  findet  dasselbe  für  die 
dx  ' 

Coefficienten  der  Gleichung  (4.)  statt.    Ist  dann  — j —  höchstens  in  der  ersten 

Ordnung   für  x  =  a  unendlich,   so   bleibt   der   charakteristische   Index   in    (2.) 

und  (4.)  derselbe;  ist  1 in  höherer  als  der  ersten  Ordnung  für  x  =  a 

unendlich,  so  ist  der  charakteristische  Index  in  (4.)  um  eine  Einheit  höher 
als  in  (2.). 

Es  kommt  dann  zu  dem  angegebenen  Zwecke  auf  eine  passende  Wahl 
der  Grössen  r  an,  um  durch  successive  Anwendung  des  Zusammenhanges  von 
(2.)  und  (4.)  eine  DilFerentialgleichung  der  verlangten  Eigenschaft  zu  erhalten. 

Man  sieht  nun  zunächst,  dass  man  auf  die  Herstellung  solcher  Diffe- 
rentialgleichungen zurückgeführt  wird,  deren  charakteristischer  Index  kleiner 
als  die  Ordnung  ist,  die  aber  keine  regulären  Integrale  haben.     Denn  wenn 
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die  Gleichung  (1.)  «  linearunabiuiiigige  reguläre  Inlegrale  hat,  so  nehmen  diese 
die  Form  ?/,  =  »i  =  (x  — a)''f/),(a;),  y^  —  vijviäx,  .  .  .,  y,  =  r,/</xr,.../p,r/x 
an,  v^  =  {x—a)'''~''<'-'^~^<f^{x)  (a  =  2,...s},  wo  die  in  der  Umgehung  von  ar  =  « 
einwerthigen  Functionen  ip  nur  Potenzen  von  x  —  a  mit  positiven  Exponenten 

enthalten.     Reducirt    man    nun    durch    die  Substitution  y  =  >J,/z(Ix,   und  setzt 

dies  Verfahren  fort,  so  bleibt  der  charakteristische  Index  ungeändert,  bis  man 
zu  einer  Differentialgleichung  {m  —  sy^^  Ordnung  gelangt,  die  keine  regulären 
Inlegrale  mehr  hat.  Und  umgekehrt,  geht  man  von  letzterer  aus  und  führt 
durch  das  umgekehrte  Verfahren  successive  die  s  Integrale  ein,  so  enthüll  die 
Endgleichung,  die  denselben  charakteristischen  Index  hat,  keine  weiteren. 

Wenn  man  ferner  eine  Difl'erenlialgleichung  hat,  deren  charakteristischer 
Index  gleich  1  ist,  und  die  keine  regulären  Integrale  hat,  so  kann  man  mit 
Hülfe  dieser  sofort  eine  solche  bilden,  deren  charakteristischer  Inde.x  k  ist, 
und  die  keine  derartigen  Integrale  besitzt.  Denn  wenn  man  die  gegebene 
zur  Gleichung  (2.)  dieser  Nummer  nimml,  für  /.  in  Gleichung  (3.)  einen  Aus- 
druck der  Form  e'ix  —  ay^^c^^x  —  aY,  w  =  2^c_^[x—ay  einsetzt,  so  ent- 
halten (3.)  und  (4.)  kein  reguläres  Integral,  und  der  charakteristische  Iudex 
ist  in  (4.)  um  eine  Einheit  höher.  Dasselbe  Verfaliren  kann  man  dann  auf 
diese  Gleichung  anwenden. 

Es  bleibt  demnach  übrig  die  Gleichung  (1.)  so  zu  bestimmen,  dass  der 
charakteristische  Index  gleich  1  ist  und  die  Gleichung  kein  reguläres  Integral 
hat.     Dies  kann  man  einfach  in  folgender  AVeise  erreichen.     Man  nehme 

«1  =  e"'  {x  -aY'ifiix),     ic  =  Zc_^[x-  «)"%     ».,  =  e""'  {x  -  a)"'-  (f.  (x), 
Vi  =  {x-a)'"(pi{x),     .  .   .     v,„^{x-a)""'^,„{x\ 

wo  die  in  der  Umgebung  von  x  =  a  einwerthigen  Grossen  (f  nur  Potenzen 
von  x  —  a  mit  positiven  Exponenten  enthalten,  (f(,(ö)  von  Null  verschieden  ist. 
Geht  man  dann  von  einer  Gleichung  erster  Ordnung,  der  r,  genügt,  aus, 
so  kann  man  durch  successive  Anwendung  des  Zusammenhanges  der  Glei- 
chung (2.)  und  (4.)  schliesslich  eine  Gleichung  /h"<^''  Ordnung  herstellen  mit 
den  Integralen  y,  =  r,,  y,  =  Vtfculr,  ...  y,„=^  vj  (l.rc,...Jr,„d.r.  Der  cha- 
rakterislische  Index  ist  in  der  Gleichung  erster  Ordnung,  derr,  genfigt,  gleich  1  und 
bleibt  u.ngeändert.    Nimmt  man  nun  die  Exponenten  c/,,  «j,  ...  «„.  gauzzahlig 
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und  so,  dass  die  Grossen  «,,  Vi,  ...  v,„  in  der  Enlwickelung  das  Glied 
(a;  — a)~'  enthalten,  so  nehmen  die  Integrale  die  Form   an 

yi  =  ^i->     Va  =  ^i{Tai  +  <rAog[x ~a)  +  ---  +  k,[logix  -a)]"-']     (a  =  2,  ...;w), 

wo  die  Grössen  (f  in  der  Umgehung  von  ;f  =  a  einwerthig  sind,  h\  eine  von 
Null  verschiedene  Conslante  ist.  Demnach  enthält  irgend  ein  Ausdruck,  der 
aus  denselhen  linear  mit  constanlen  Coel'ficienten  zusammengesetzt  ist,  als 
Coefficienten  der  höchsten  Potenz  des  Logarithmus  die  Grösse  »j  mit  unendlich 
vielen  Potenzen  von  (a;  — a)~',  multiplicirt  mit  einem  constanten  Factor.  Die 
Differentialgleichung  hat  also  die  verlangte  Eigenschaft. 

Die  Exponenten,  zu  denen  die  regulären  Integrale  der  Differential- 
gleichung (1.)  mit  dem  charakteristischen  Index  h  gehören,  sind  nach  No.  6 
der  Ahhandlung  im  Bd.  74  dieses  Journals  Wurzeln  der  Gleichung  («*  — A)*®"^ 
Grades: 


r (r - 1  j . . . (r  - {m -h)  +  i) [p/,  {x - a)"''],,^. 


In  dem  Falle,  wo  die  Grössen  v,,  v.,  ...  v,,,  die  Form  {x — a)" 2! Ca{x  —  a)' 
oder  c"'{x~a)''.^c^{x  —  a)\  lo  =  Zc_^{x  —  aY''  haben,  wo  c„  von  Null  ver- 
schieden ist,  sind  alle  Wurzeln  dieser  Gleichung  durch  die  Exponenten  a  und 
die  Zahlen  n  in  den  Grössen  w  heslimml. 

Geht  man  nämlich  von  der  Differentialgleichung  (2.)  zu  der  Differential- 
gleichung (4.),  die  der  Gleichung  (1.)  gleichgesetzt  ist,  über  mittels  der  Glei- 
chung (3.)  und  ist  erstens  L  von  der  Form   {x  —  aY'^c^ix  —  a)'.,   wo   c„   von 

Null  verschieden  ist,  so  bleibt  in  den  Gleichungen  (2.)  und  (4.)  der  charakte- 
ristische Index  derselbe;  er  sei  in  (2.)  gleich  h.  Die  Gleichung,  welche  die 
E.xponenlen  der  regulären  Integrale  bestimmt  und  zur  Differentialgleichung  (2.) 
gehört,  ist  vom  Grade  m  —  \—h  und,  wenn  die  Ordnungszahl,  in  der  /«  für 
x  =  a  unendlich  wird,  durch  A„  bezeichnet  wird,  folgende: 


^^•^/-fr(r-l)...(r-(»*-l-/0+2)[4+.(x-«.)^A+'].,=„+-4-[/„,-.(x-a)^''+"'-'-'l.=„-0. 
Nun  ist  (No.  4) 

rf//,+„_,      ,  rflogL-i  r^      n  ;     ^^  '^'"'-<   si       (^log^"' 
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Es  wird  ri/,  =  ).^  und 

[PH-,.{x- aY^+%^^  ^  [/,+, [x- «)'''+ «]_„_ [l,_^^_, [x- o)^'-+"-'],v.„ (p  +  ÄA+  a - 1 ) 
(a=0.../«.-A-l)Jp,„(x-a)''A+'"-*J,=„  =  -[/,„_,(a:-a)'-/'-''"-'-''],-=„((.+;.,,+»«-l-A). 
Setzt  man  dies  in  das  Gleichungspolynom  von  (5.)  ein,  so  erhält  man 

\r{r-\)...{r-{m-h)  +  \)[p,,[x~aT>'],^„  +  -  +  [p^{x-aYi'-^'^-'%^„ 
(7.)  =  |r(r-l)...(;— (««-l-Ä)  +  l)[//,(a:-a)^'^J..„4-- 

(  •••+[/„.-, (a^-«)''*-'--'-''],=„!  lr-C(»+;.,+m-l-/0|. 

Zu  den  Wurzeln  der  Gleichung  (6.)  tritt  also  in  Gleichung  (5.)  die  Wurzel 
P  +  ^A  +  '«  — 1— /*  hinzu,  wo  die  positive  ganze  Zahl  l,,-\-m  —  \—h  die  grösste 
der  zu   den  Coefficienten   der  Differentialgleichung   (2.)  gehörigen  Zahlen  ist. 

Hat  zweitens  L  die  Form  e'" {x  —  a)" ^c^{x  —  aY^  w  =  Z c_^{x~ aY",  so  dass 

der  charakteristische  Index  in  (4.)  um  eine  Einheit  höher  als  in  (2.)  ist,  so 
bleiht  die  zu  (2.)  gehörende,  die  Exponenten  bestimmende  Gleichung  dieselbe 
für  (4.).  Die  grösste  der  zu  den  Coefficienten  gehörigen  Zahlen  wird  von 
Gleichung  (2.)  zu  Gleichung  (4.),  wenn  L  sich  in  dem  erstercn  Falle  befindet, 
um  1 ,  in  dem  zweiten  Falle  nach  No.  6  um  «  +  1  erhöht.  Haben  also  die 
Grössen  v  die  angegebene  Form,  so  werden  die  Wurzeln  der  Gleichung  (5.) 
durch  die  Exponenten  a  in  den  Grössen  »  und  die  Ordnungszahlen  n  in  den 
Grössen  w  bestimmt,  wenn  man  die  Differentialgleichung  (1.)  durch  successive 
Anwendung  des  Zusammenhanges  von  (2.)  und  (4.)  bildet. 

8. 
Die   in    den    vorhergehenden  Nummern    enthaltenen  Ausführungen    der 
in    No.  2  und  4    entwickelten   3Iethode    beruhten    auf    der   Anwendung    eines 
solchen  Integrales  ili  =  (»i «?,...»,„)"'  der  Dilferentialgleichung  des  integrirenden 

Factors,  bei  welchem  - — -~-^  in  der  Umgebung  von  x  —  a  einwerlhig  und  für 

x  =  a  in  endlicher  Ordnung  unendlich  ist.  Es  ist  nun  zunächst  die  allgemeine 
Form  von  M  und  von  den  Grössen  »  in  der  Umgehung  von  .r  =  a  zu  be- 
trachten. Eine  Differentialgleichung  der  Form  (1.)  in  No.  1  hat  immer  ein  In- 
tegral {x—aYffix),  wo  (f{x)  in  der  Umgebung  von  .r=«  einwerlhig  und  abgesehen 
von  dem  Punkt  a;  =  a  stelig  ist.  Hierbei  ist,  wenn  (p{x)  in  der  Entwickelung  un- 
endlich viele  Potenzen  von  (x— a)~'  enthält,  die  Möglichkeit  zu  berücksicliligen. 
dass  diese  Function  in  unbegrenzt  vielen  Punkten,  auf  die  man  trifft,  wenn  man 


288  Thome,  zur  Theorie  der  linearen  Dilfcreiitialf/Ieicliuiiyen. 

sich  dem  Punkte  a  forlvvährcncl  naher!,    Null    werden,  könnte.     Alsdann  wird 

— —-  in  der  üinffebunff  von  x  =  a  zwar  einwcrlhig,    aber  nicht  in  dem  sc- 

wohnlichen  Sinne,  dass  diese  Function  in  einem  endlichen  Bereiche  um  den 
Punkt  a  abgesehen  von  diesem  Punkte  auch  siciig  bleibt;  sie  wird  vielmehr 
in  den  unendlich  vielen  Punkten,  wo  (p{x)  Null  wird,  unendlich.  Wenn  ein 
Integral    M  —  {x  —  a)''({>{x)  der  Difl'erentialgleichung  des  integrirenden  Factors 

diese  Beschaffenheit  hat,  so  wird  — -^ —   in   unzählig   vielen  Punkten   in  der 

Umgebung  von  x  =  a  unendlich  und  die  Coefficienten  /„  der  ersten  Integral- 
gleichung (No.  2,  (10.))  verhalten  sich  ebenso. 

Unter  Berücksichtigung  dieser  das  Integral  {x—a)''<fi{x)  der  DitTerenlial- 
gleicbung  (1.)  der  No.  1  betreffenden  Bemerkung  kann  man  die  m  linearunab- 
hängigen Integrale  dieser  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  von  x  =  a 
immer  unter  der  Form 

(1.)       2/i  =  »M     yi  =  Vi/v2dx,     .  .  .     y„,  —  'Cxidxii>i...lv,„dx 

aufstellen,  wo  jede  der  Grössen  v  die  Gestalt  {x  —  af(-p{x)  hat,  (/)(ir)  in  der 
Umgehung  von  x  =  a  einwerthig  ist,  aber,  allgemein  genommen,  die  Form 
eines  Quotienten  erhält,  dessen  Zähler  und  Nenner  in  dem  Kreise,  in  dem  die 
Coefficienten  f  der  Differentialgleichung  gegeben  sind,  einwerthig  und  abge- 
sehen vom  Punkte  a  stetig  bleiben.  Die  Differentialgleichung  (1.)  in  No.  1  hat 
nämlich  zunächst  ein  Integral  ?/  =  «j  =  (a;—a)""(/:(a;),  wo  (j>{x)  in  der  Umgebung 
von  x  =  a  einwerthig  und  abgesehen  vom  Punkte  x  =  a  stetig  ist.  Führt  man 
dieses  als  y,  in  ein  beliebiges  System  von  m  linearunabhängigen  Integralen  y^  bis 

y„,  ein  und  reducirl  alsdann  durch  die  Substitution  ]fJzdx,  wodurch  man  die 

Gleichung  (4.)  in  No.  1  erhält,  so  nehmen  deren  Coefficienten  q  die  Form 
des  vorhin  angegebenen  Quotienten  an.     Diese  Differentialgleichung  hat  dann 

zu  Integralen  -r— — ,  ...  -^— •     Waren   die   Wurzeln    der    Fundamental- 

"  dx    ?/,  dx    (/, 

gleichung  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  cwj  bis  a»„,  (vgl.  No.  1),  und 
«,=  ''  .'  ,  so  hat  die  mit  Hülfe  der  angegebenen  Integrale  gebildete  Fun- 
damentalgleichung für  die  Differentialgleichung  des  z  zu  Wurzeln  — ,  .  ..  — ^, 
und  sie  ist  unabhängig  von  der  Wahl  irgend  eines  Systemes  von  m—\  linear- 
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unabhängigen  Inlegralen,  welche  aus  den  vorigen  linear  mit  conslanlen  Coeffi- 
cienten  ziisaniniengesetzl  ind.  Man  kann  nun  vermidelsl  der  angegebenen 
in  —  \    linearunabhängigen    Integrale    für   z    ein    Integral    c,    bilden    von    der 

Fornn  (x— a}"y,(a.-  ,  wo  a.=  ^  '  '  "'"^  'f-  ^^^  Form  des  oben  angegebenen 
Quotienten  hat.  Führt  man  dieses  Integral  alsdann  in  das  System  der  m—l 
linearunabhängigen  Integrale  der  letzteren  Differentialgleichung  ein  und  redu- 
cirt  in  derselben  Weise  weiter,  so  stellt  man  successive  die  Grössen  v  alle 
unter  der  angegebenen  Gestalt  dar.  Die  Einwerthigkeit  der  Grössen  (p  und  </ 
in  der  Umgebung  von  x  =  a  ist  also,  so  lange  keine  weiteren  Voraussetzungen 
über  die  Integrale  gemacht  werden,  nicht  in  dem  gewöhnlichen,  sonst  hier 
immer  gebrauchten  Sinne  zu  nehmen,  dass  darunter  zugleich  die  Stetigkeit 
der  Functionen  in  einem  endlichen  Bereiche  um  a  abgesehen  von  diesem 
Punkte  verstanden    wird,    während    bei    der  Reduction  durch  die  Substitution 

y,/zdx   mittels    eines    regulären    Integrales  //,    der  Form    'x  —  aY^c^{x—a^ 

die  lueuen  Coefficienlen  q  in  der  Umgebung  von  x  =  a  in  dem  gewöhnlichen 
Sinne  genommen  einwerthig  werden.  Die  vorhin  angegebene  Form  der  Integrale 
wird  angewandt,  wenn  man  den  allgemeinen  Ausdruck  einer  Gruppe  von 
/.  Integralen  des  Fundamenlalsyslems  (No.  1,  (3.;),  die  einer  Gruppe  von  /. 
gleichen  Wurzeln  w^  der  Fundamentalgleichung  entsprechen,  in  der  Weise 
ableitet,  wie  dies  in  No.  1  der  Abhandlung  Bd.  74  dieses  Journals  angedeutet 
ist.  Diese  Ilerleitung  soll  hier  vollständig  durchgeführt  werden.  Es  ist 
auf  die  vorhin  angegebene  Weise  die  Gruppe  der  /.  Integrale  zu  bilden 

(2.)    «/,  =  '.r— rt '•''7^^,  =€,,    y,^  Ki/n.dx,     .   .   .     yi~  tiJdxVi...jr),dx, 

wo    k^  =  -K—.  logWj   ist    und    f/,,  <•,,  «•(...»;  alle  in  der  Umgebung  von  x  —  a 

einwerthig  sind  und  allgemein  genommen  die  Form  von  Quotienten  erhalten, 
deren  Zähler  und  Nenner  in  der  Umgebung  von  x  =  a  einwerthig  und  abge- 
sehen vom  Punkte  a  stetig  sind.  Nimmt  man  nun  die  Functionen  (/^,,  r,,  rj...Ci 
in  einem  solchen  Kreisringe  mit  dem  .Mittelpunkt  a,  innerhalb  dessen  sie  alle 
einwerthii;  und  stelig  sind,  so  kann  man  jede  durch  die  Summe  von  zwei 
Potenzreihon  entwickeln,  von  denen  die  eine  nach  Potenzen  von  x-a  mit  posi- 
tiven, die  andere  mit  negativen  ganzzahligen  E.xponenten  rorlschreitel,  und  diese 
alsdann  integrircn.    Dadurch  nehmen  die  Integrale  die  Form  an  (No.  I.    3."*): 

Jo'.inial   für   Mrl.em.Uik   l;.l.  I..\XV    H.ft  4.  37 
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(3.)       y,  =  {x-ay'2:,cp,,[logix-a:]'-'       (a  =  U...l), 

wo  die  Fuuclionen  y)„(,  zunächst  für  den  Kreisring  einwerlhig  und  stetig  bleiben. 
Nun  bestellen  aber,  wie  man  aus  (2.)  leicht  zeigen  kann,  zwischen  den  Grössen 
(/„[,  die  linearen  Relationen,  dass  y^^  (b  =  2,  ...a)  sich  linear  mit  constanten 
Coefficienten  durch  die  Grössen  (f  ausdrücken  lässt,  deren  erster  Zeiger  kleiner 
als  a  ist.  Die  Integrale  y,  bis  y^  setzen  sich  um  den  Punkt  x  =  a  herum 
stetig  fort.  Es  bleibt  nun  zuerst  <[ i  innerhalb  desjenigen  Gebietes,  in  dem  die 
Coefficienten  p  der  DilTercnlialgleichung  einwerlhig  und  abgesehen  von  x  —  a 
stelig  sind,  ebenfalls  einwerlhig  und  abgesehen  von  diesem  Punkte  stetig; 
daher  ebenso  ([,,,  hierauf  (/.,|.  und  dasselbe  ergiebt  sich  successive  für  alle 
Grössen  y. 

Um  jene  linearen  Relationen  zwischen  den  Grössen  </ ,  die  man  für 
y.  unmittelbar  erkennt,  aus  (2.)  herzuleiten.  Kann  man  entweder  die  Schluss- 
vveise  von  n—  1  auf  n  anwenden,  oder  auch  aus  den  Ausdrücken  (2.)  zeigen, 
dass,  wenn  durch  einen  Umgang  in  dem  Kreisringe  um  den  Punkt  a  die 
Integrale  in  y\,  y',,  .  .  .  y\   übergehen,  diese  Functionen  die  Form   annehmen: 

i/i  =  '''ai/i,  y'i  =  ^>ny^-\-v),y,,  ...  y,  =  Muyi-i----^"c!J,., 
wo  die  Grössen  w  Constanten  sind  (vgl.  die  Abhandlung  des  Herrn  Fuchs, 
Bd.  68  dieses  Journals  S.  363).  Man  hat  dann  in  diese  Gleichungen  die 
Ausdrücke  (3.)  einzusetzen  und  auf  beiden  Seiten  die  Coefficienten  der  gleich 
hohen  Potenzen  des  Logarithmus  einander  gleich  zu  stellen,  wodurch  man  die 
Relationen  erhält.  Um  diese  Relationen  durch  den  Schluss  von  n  —  \  auf  w 
aus  (2.)  herzuleiten,  seien  dieselben  für  n—\   Integrale  der  Form  (2.)  bereits 

bewiesen;  wir  beweisen  dieselben  dann  für  das  h*«^,  wo  Jv„dx  hinzutritt. 
Enthält    /i\,(lx  keinen  Logarithmus    und    setzt  man  r„_i/»„</x    an    Stelle    von 

r,_,,  so  kommt  man  unmillclbar  auf  das  Vorhergehende  zurück.  Tritt  der 
Ausdruck    t'log(;r  — a)    auf,    wo    c   eine    Conslanle    ist,    so    ist    das    Integral 

cct/dxc,. .  ■/r„^i\og{x-~a)(lx    mit  r, /r/.r  t\, .. . /r,_,f/,r  zu  vergleichen.     Wird 
/r„_tdx  =  </-„+ 7"ilog(.r— rt\ 


so  wird 


/v„_i\og[X~a^  dx  —  /+y„log(ar— a}  +  ^[log(.T  — o)]" 


f- 
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WO  die  Grössen  t  und  (f  in  dem  Kreisringe  einvverthig  und  sielig  sind.  Die 
Unlersuchung  des  Integrales  v,/dxt,..  ./v„_^J dx  komml  auf  das  Frühere 
zurück.     Wenn  man  hier  nun  allgemein 

Jvr\(fi,  +  (filog{x-a)  +  --+cf,_i[[og{x-a)Y-'\dx  =  \p„+if^t\og{x-a)  +  -- 

■■■  +  ^'.[log{x-a)y 
hat,  so  wird,  wie  durch  die  Iheihveise  Inlegraüon  sich  sofort  ergiebt, 

^'v^lcpjogix-  a)  +  ^[logix-a)f  +  -  +  ^l\ogix-a)Y\dx 

=  T  +  V'„Iog(a-a)  +  |-[log(x-a)r  +  "-+-j^[log(x-o)r', 

wo  die  Grössen  (p,  ?/'  und  r  in  dem  Kreisringe  einwerthig  und  sielig  sind. 
Indem  man  diese  Formel  successive  anwendet,  erhält  man  für  das  w'*^  Inte- 
gral schliesslich  die  zu  beweisenden  Relationen.  Zugleich  ergiebt  sich  aus 
(2.),  dass  die  Function  (a;  —  a)*"  ^aa  in  (3.)  entweder  Null  oder  bis  auf  einen 
conslanten  Factor  y,  ist.  —  Geht  man  auf  das  im  Anfange  dieser  Nummer 
Gesagte  zurück,  so  ist  also  in  den  bisherigen  Untersuchungen  jedesmal  ein 
solches  Integral  i)/=  (c,»j...r,„)~'   der  Differenlialgleichung  des  inlegrirenden 

Factors  zur  Anwendung  gekommen,  bei  welchem  — °'     in  der  Umgeb.ung  von 

X  =  a  einwerthig  und  für  x  =  a  in  endlicher  Ordnung  unendlich  war.  In 
wiefern  dies  allgemeiner  bei  der  Ermittelung  der  regulären  Integrale  statt- 
findet, bleibt  nun  noch  weiter  zu  untersuchen. 

Berlin,  Juni  1872.  , 


Abdruck  aus  dem  „Journal  für  die  reine  und  augewandte  Mathcnialik"  Bd.  T.'i. 
(Gedruckt  bei  Ueorg  Reimer  in  Berlin.) 
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Zur  Theorie  der  linearen  Diflrerenlial«^leiclHingen. 

(Fortäetzung;  siehe  Bd.  74  und  75  dieses  Journal«  i 
(Vou  Herrn  L.   W.  Thome.) 


_Uie  Untersucliung^en  des  Verfassers  im  74.  und  75.  ßaiide  dieses 
Journals  über  die  homogene,  lineare   Differenlialgleiciiung 

deren  Coeflicienlen  in  der  Umgebung  eines  Punktes  .r  =  a  ein\verlhi<je  und 
abgesehen  von  dieseni  Punkte  stetige  Functionen  des  complexen  Argumentes 
X  sind,  werden  hier  fortgesetzt,  wobei  die  Benennungen,  die  in  der  Abb. 
Bd.  75  angewandt  worden  sind,  in  demselben  Sinne  gebraucht  werden. 

In  den  beiden  ersten  Nummern  werden  allgemeine  Sätze  über  das 
Verhalten  der  Differentialgleichung  ^1.},  deren  Coefficienten  als  beliebige  ste- 
tige Functionen  von  x  vorausgesetzt  sind,  zu   der   Dilferentialiileichung 

des  inlegrirenden  Mulliplicators  der  ersteren  entwickelt.  Es  wird  in  der  No.  1 
gezeigt,  dass  die  Integrale  der  einen  Differentialgleichung  solche  Ausdrflclve 
annehmen,  aus  welchen  die  der  anderen  sich  unmittelbar  herleiten  lassen, 
wobei  in  der  Herleitungsweise  der  Integrale  der  einen  aus  denen  der  anderen 
Reciprocität  zwischen  beiden  Differentialgleichungen  besteht.  In  der  No.  2 
wird  dargestellt,  in  welcher  Weise  eine  Differentialgleichung,  deren  Integrale 
sämmtlich  in  der  Differentialgleichung  .2.)  enthalten  sind. 

zur  Reduclion  der  Ordnung  bei  den  Differentialgleichungen  (1.)  und  [2.)  dien!, 
und  gezeigt,  dass  diese  Reduction  unabhängig  von  der  Wahl  der  Integrale 
der  Differentialgleichung  3.)  und  nur  abhängig  von  den  Coefficienten  g,  von 
S  ist.  Auf  diesem  Satze  beruhen  die  weiteren  Sätze  in  den  No.  3.  4  u.  5 
für  die  Differentialgleichungen  (1.)  und  ^2).  deren  Coefficienten  analytische 
Functionen  der  oben  angegebenen  Beschaffenheil  sind,  welche  Sätze  dann  zur 
weiteren  Untersuchung  der  regulären  Integrale  (Abb.  Bd.  75  No.  I)  der  Diffe- 
rentialgleichung ,1.)  dienen. 
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1. 
Es  sei 

eine  homogene  lineare  Differentialgleichung,  deren  Coefficienten  beliebige 
sielige  Funclionen  von  x  sind,  und  die  m  linearunabhängigen  Integrale  der- 
selben y,  bis  y,,,  seien  auf  die  Form 

(2.)       «/i  =  »n     1/0  =  v,/v2dx,     .  .  .     y,„  =  Vi/dxv2.--/'V,„flx 

gebracht.  Bildet  man  mittels  dieser  Ausdrücke  der  m—i  ersten  Integrale  die 
homogene  lineare  Differentialgleichung  (»«— l)t<^''  Ordnung,  der  dieselben 
genügen 

(3.)       ^^+p{''~^  +  -^pilLy  =  F„My)  =  0, 

und  alsdann  die  Differentialgleichung 

(4.)       F„,_i{y)  =  c,„vi.v....v„„ 
wo  c,„  eine  willkürliche  Constante  ist,    so  enthält  letztere  dieselben  Integrale, 
wie  (1.)  (vgl.  Abh.  Bd.  75,  No.  2). 
Die  Gleichung 

(5-)      -^\i.^i^.---^,r'F,.,_,{y)\  =  {t,v-:..-v,„)-'F„Xy)    . 

ist  demnach  eine  identische  und  also 

(6.)       (r.f,...  »,„)-• 

inlegrirender  Factor  zu  F„Xy). 

Ist  Fo(f/)  =  0  die  homogene  lineare  Differentialgleichung  a""' Ordnung, 

der  «/,  bis  y^  genügen  und  worin  -^  den  Coefficienten  Eins  hat,  so  ist  ebenso 

{VtVj...i\)~^  integrirender  Factor  zu  F„(«/). 
Setzt  man  also 

so  dass  die  Integrale  (2.)  die  Form  annehmen 

(8.)       ^i  =  .t«n     yi  =  ^iil l^'T^I^'-dx,     .  .  .     y„,  =  ,"i/f/.c,i'rV*2--/,*C-h"«,'^^j 
so  ist  «7'  integrirender  Factor  zu  F^iy). 
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Bezeichiicl  man  nun 

durch  f,„-i{y)-,  so  dienl  die  identische  Gleichung 

*10-)      -i^WL-^i.y)\  =  MF„Xy) 

allgemein  zur  Definition  des  inlegrirenden  Multiplicators  von  F,„\tj).  3Ian  er- 
hält aus  derselben  durcli  Gleichstellung  der  Coefficienten  der  gleichen  Ab- 
leitungen: 

(11.)       ^{Mh)  +  Ml,^,==Mp,^,,     ^a  =  0,...m-2"),     ±{Ml,„_,)  =  Mp„„ 

wo  /„  =  1  ist,  von  denen  die  m—i  ersten  die  Grössen  /  eindeutig  beslimmen. 
Aus  (11.)  erhält  man  durch  Elimination  von  i//„: 

eine  homogene  lineare  Differentialgleichung,  der  der  integrirende  Mulliplicator 
genügt.  Und  umgekehrt,  ist  dieselbe  erlullt,  und  bestimmt  man  aus  den 
m  —  \  ersten  Gleichungen  (11.)  die  Grössen  4,  so  ist  auch  die  letzte  Glei- 
chung (11.)  erfüllt  und  nach  Gleichung  (10.)  wird  ;)/  integrirender  Multipli- 
cator  zu  F,„{y).     (Vgl.  Abh.  Bd.  75  No.  2.) 

Es  sei  jetzt  M,  irgend  ein  Integral  der  Dillerenlialgleichung  (12. \ 
Setzt  man  alsdann  in  derselben  M  =  MJ Zdx  und  bestimmt  aus  den  Glei- 
chungen (11.)  die  Grössen  /,  so  erhält  man  mittels   dieser  Gleichungen 

d"'M,/Zdx  ,, ,    ,  , ,,     , 

Z_ ^  ±_L\^£i./zdx-^M  zK 

dx'"  dx'""'  \  dxJ        '    '       'I'' 

— ; r-^ =  —, i —   — r-^l  Z dx -f  M,  L^,  I Zdx\ 

dx"—'-''  rfx'"-'-»  <    dxJ  '      '  "^'y  } 

a  =  0,     ...     /«  — 2 

Hierdurch  geht  die  Dill'erentialgleichung  (12.)  über  in 

i(;±M_  1^.4^4-. ..  +  ,_l)'-'/,„_,;)/,Z      (.. 
'  aar"—'  dx"'~' 

35* 
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Wird  hier  M^Z^M'-^^  gesetzt,  so  erhält  man 

(14.)    ^^-i:^i^+...+(-,)-c,»™  =  o. 

Dieses  ist  aber  die  Differentialgleichung  des  integrirenden  Factors  zu  /■„,_,  (y)  =  0; 
dieselbe  wird  also  aus  (12.)  erhallen  durch  die  Substitution  M=  MjMr^M^'^dx. 
Nun  genügt  der  Differentialgleichung  (12.)  ,«"'.  Nimmt  man  dieses 
für  JKf,,  so  wird  f,„-iiy)  =^  Pm-i{y)i  und  dann  genügt  der  Gleichung  (14.) 
,"m-ii  also  der  Gleichung  (12.)  ,iC /,",„," mii*'^-  Reducirt  man  dann  (14.) 
durch  die  Substitution  M^^^  =  u~it/u„^_iM^-^dx,  so  ergiebt  sich  in  gleicher 
Weise,  dass  der  neuen  Gleichung  ,a~ij  genügt,  und  daher  der  Gleichung  (12.) 
uZ,/dxiLi,„ji(Z-i/,Um-\^'m'-2dx.  Auf  diese  Weise  findet  man,  dass  die  Integrale 
der  Differentialgleichung  (12.)  sind: 

(15.)     Mi  =  ,u-\  M-i  =^  u-'fu„^fl-l^dx,  ...  M,„^  u-'/dxu„,iJ-Xi.../fi..u7'dx. 

Statt  dass  man  hier  von  den  Integralen  der  Differentialgleichung  (1.) 
unter  der  Form  (8.)  ausgegangen  ist  und  mit  Hülfe  des  Zusammenhanges  der 
Differentialgleichungen  (12.)  und  (14.)  die  Integrale  (15.)  der  Gleichung  (13.) 
hergeleitet  hat,  hätte  man  auch  umgekehrt  von  letzteren  Integralen  ausgehen 
und  mit  Hülfe  des  genannten  Zusammenhanges  die  Integrale  (8.)  herleiten 
können.  Denn  aus  (10.)  ergiebt  sich,  dass  F,„(y)  — 0  durch  /",„-!(«/)  =  c,„jU,„ 
ersetzt  wird,  wo  c,„  eine  Constanfe  ist;  dann  genügt  ,»~i,  der  Gleichung  (14.), 
und  setzt  man 

,".-i,/-,„_.(2/)  =  ~{f':XJ,..-Ay)). 

so  wird  die  vorige  Differentialgleichung  durch 

ersetzt,  etc.  bis  man  schliesslich 

y  =  CiUi+  c,iii/ut  \iindx^ \-c„,fit/dxfi^\u2..  /"mii/^mrfa; 

erhält,  wo  die  Grössen  c   willkürliche  Conslanten  sind. 

Die  Differentialgleichung  (1.)  ist  umgekehrt  die  Differentialgleichung 
des  integrirenden  Factors  zur  Differentialgleichung  (12.),  wie  schon  Lagrange 
(Miscellanea  Taurinensia   T.  III  p.  181)    bewiesen    (vgl.  Abh.  Bd.  75  No.  3); 
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dieses  lässl  sich  unniillell)ar  aus  der  Form  der  Coefficienlen  der  beiden  Difle- 
renlialgleichungen  zeig-en.  Da  nun,  wie  hier  bewiesen,  die  Integrale  der 
einen  sich  aus  den  Ausdrücken  der  anderen  herleiten  lassen,  so  muss  in  der 
Herleitungsweise  eine  Reciprociläl  bestehen;  was  unmittelbar  aus  den  Formen 
(8.)  und  (15.)  hervortritt. 

Man  hat  also  das  Resultat: 

Die  beiden  Differentialgleichungen 

und 

ton  denen  die  eine  die  Differentialgleichung  des  integrirenden  Mulliplicators 
der  anderen  ist,  haben  die  Eigenschaft,  dass  die  Integrale  der  einen  sich  aus 
den  Ausdrücken  derer  der  anderen  unmittelbar  herleiten  lassen;  und  zwar 
nehmen  die  Integrale  die  Form  an 

yi  =  f'ii        yi=    I^U/ft^i~\"idx,        .   .  .      «/,„  =    Hl/ dxul'\u2.../,u7,li,u,„dx, 

^^l=,"mS         J^2  =  ,"m '/,",«,"  m-l'^*>         •     •     •        ^m  =  f'm'/ dxU,nlU~!_i... /u.  U;^^  dx, 

aus  welcher  Form  die  Reciprocifät  in  der  Iterleitungsireise  der  einen  Integrale 
aus  den  anderen  herrortritt.  Dies  beruht  darauf,  dass,  wenn  durch  den  inte- 
grirenden Factor  My  die  erste  Differentialgleichung  auf 

reducirt  wird,  wo  c,„  eine  Constante  ist,  alsdann  die  Substitution 

M--=MJ'M{'AP^dx 
die  zweite  auf 

rfx"-'  da;"--'       +       +^     ^'       '"-''''        "   " 

reducirt,  wo  die  Grössen  l  mit  den  Grössen  p  durch  die  Gleichungen  (11.) 
zusammenhängen. 

2. 

Die  beiden   DilTerenlialgleichungen 
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und 

werden  nach  No.  1,  wenn  AT,  ein  Integral  der  letzteren  ist,  und  man  die 
Gleichungen 

(3.)       ^{MJ,)  +  MJ,+,  =  M,p,^,     {a  =  0....m-2).     ~(MJ,„_,)  =  M,p„,, 

wo  /„  =  1  ist,  aufstellt,  so"  reducirt,  dass  (1.)  übergehl  in 

wo  c,„  eine  Constante,  und  (2.)  durch  die  Substitution  M=M,/j!fr'vJ/*'^rfa:  übergeht  in 

(5.)     Vr^i —    w  :l    +--+r-iv-'/,„-.M"'  =  0. 

Es  werde  nun  diese  Reductiori  successive  k  mal  an  den  beiden  Diffexential- 
gleichungen  vorgenommen  mittels  der  k  Integrale  der  Differentialgleichung  (2.): 

(6.)  Mi—jLi^,\  M2=jii~yfi,„iu~Ltdx,  ...  Mf  =  u~ydxiii,„u~Li.../fi,„-.i.^ifJi'ZU+idx. 

Die  homogene  lineare  Differentialgleichung  A-'ei  Ordnung,  die  diese  k  Integrale 
enthält  und  die  man  von  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  der  /u^^L^+i 
genügt,  ausgehend  unter  successiver  Anwendung  desselben  Zusammenhanges, 
der  zwischen  (2.)  und  (,5.)  besteht,  bildet,  sei 

Die  abhängigen  Variablen,  in  den  Differentialgleichungen,  die  man  durch  die 
genannte  Reduction  aus  (2.)  herleitet,  werden  durch  M,  i}P\  ...  Jf""  und 
die  Coefficienten  dieser  Variablen  bezüglich  durch  p^,  /;J'',  .  .  .  ;;^^'  bezeichnet, 
so  dass  man  nach  Ä-maliger  Reduction  aus  (2.)  die  Gleichung  eriiält: 

Ebenso  werden  bei  Gleichung  (7.)  die  entsprechenden  Grössen  durch  S, 
S'",  .  .  .  S"'  und  _7„,  g[^\  .  .  .  gf^  bezeichnet.  Die  Formeln,  welche  die 
Coefficienten  der  Variablen  bestimmen,  ergeben  sich  aus  (3): 

,,,  ,  dpi'lf         .,,    d\og(4.~'  .  ,,.        .      ,,,        , 

\P'    ^P'^dr'^P^-'~1S~~'   a  =  i,.../M,/>,v'- 1, />;„"  =  0, 

/O    ^        '»'"        —  «(-')    i    '^P"-'      I     „m    dlOgfl,,,-  .  .         (2)  _   .        (3)       _  /) 

(9.)        l'<i  ~  F'    ^      fjx       ^rii-  jj.        "!       «—   'i-'«       l^Pii     —  l,/»„,_,  —  U, 

i-u  ^  pw^^j^\^pm^  d\og^.^\.,^    ci^l....m-k^l.pf,''=l,pl!:l,^,=  0. 
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Die  DiHerentialgleichuiig  \\.\  wird  gleichzeitiij  durch  successive  An- 
wendung der  inlegrirenden  Factoren,  die  aus  den  Ausdrücken  (6.)  hervor- 
gehen, reducirt  auf 

(10.)        \=  c,„_t+ ,  u,„_,_^ ,  +  <',„-i+3,",„-i-+ iy,«,„i*+i  ,",„-*+3  dx  +  -- 
1  •  •  •  +  c,„  u  „,_i+ ,Jdx  fi  zLk+ 1 « „,-A+o . .  .J/ii  -L 1 ,« „.  rfx, 

wo  die  f  willkürliche  Constanten.  Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (10.)  ist 
nach  No.  1   das  vollständige  Integral  der  Dillerentialgleichung 

Bei  einer  anderen  Wahl  der  Integrale  der  Gleichung  (7.)  bleibt  die  Grösse 
auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (10.  j  dem  \A  erlhe  nach  die  nämliche, 
und  man  kann  ibr  die  nämliche  Form  geben,  wenn  man  für  die  vorigen  will- 
kürlichen Conslanlen  k  neue  einsetzt.  Daher  müssen  auch  die  Coefficienten 
/>!,*'  auf  der  linken  Seite  in  der  neuen  Differentialgleichung  dieselben  bleiben. 
Denn  sonst  erhielte  man,  wenn  man  letztere  von  Gleichung  (10.)  abzieht, 
alsdann  k  mal  difl'erentiirf,  nachdem  vorher  jedesmal  durch  die  Grösse  n,  die 
nicht  unter  dem  Integralzeichen  stoht,  dividirt  worden  ist,  eine  homogene 
lineare  Dillerentialgleichung  von  niedrigerer,  als  der  w*»^"  Ordnung,  der  die 
m  linearunabhängigen  Integrale  von   Gleichung  (1.)  genügen  müssen. 

Die  Grösse)«  p['''  sind  also  von  der  Wahl  der  Integrale  der  Gleichung  (7.) 
vnahhüngig. 

Um  andererseits  aus  (9  >  die  Formel  zu  linden,  die  /;,  durch  /jj,*'  aus- 
drückt, wenden  wir  die  Induction  an.  Es  ist  zuerst  nach  der  letzten  der 
Gleichungen  (9.): 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  von  pl'  "  in  die  vorletzte  Gleichung  i9.)  ein.  so 
erhält  man: 

pr-  -  K^+2^+^  +  l;,r^+ip^.jk-'^+^^^^1 

:^P'-^  dx   ^3'        di     i 
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a  =  t,  ...  m—k  +  2,  wo 


fo      —   'l       /'-l  — Pm-k+l   — Pm-k-i-i  —  ^ 


ist. 


Man  findet  nun  auf  diese  Weise  durch  Induction  folgenden  Ausdruck 
für  p^  durch  /;<**,  den  wir  durch  den  Schluss  von  lf~\  auf  k  beweisen 
werden.     Man  bezeichne  symbolisch  den  Ausdruck 

durch 


1.2 


d*a. 


V     ^     dxJ(r)' 


WO  -T-f  =  Zo  ZU  nehmen  ist.     Für  denselben  gilt  die  Relation 

(13.)       (l  +  ^)  =(l+^)      +^(l+^)       • 

^       '        ^         dx  y(r)         \         dx  /c-ii  '    rfj;  v  dx    Ar-i) 

Dann  wird  die  Formel  für  p^  folgende: 


(14.) 


m,  wo 


P-k+l  —Pm-k+l   —  —  P>n     —  " 


ZU  setzen  ist.  Um  diese  Formel  durch  den  Schluss  von  ä— 1  auf  ä  zu  be- 
weisen, nehmen  wir  an,  dass  sie  bereits  bewiesen  sei  für  den  Ausdruck  der 
Grössen  /jj,'*  durch  p^'^K     Man  würde  dann  die  Formel  haben 

a  =  1 .  ...  ;»  —  1 ,  wo 

ist.  Setzt  man  diesen  Ausdruck  von  />J''  in  die  erste  der  Gleichungen  (9.)  ein, 
so  erhält  man,  wenn  noch  p^l+i  =/>!*'  =  0  gesetzt  werden,  für  a  =  1,  ...  tn 


(16.) 


^P.  =  S|(i+i-/'i*-^0,<_,-.>+-^(i+^/'-*'^.-4_.-J^^'^ 


dgi' 


+I^O+^''^^-l_.-J-l-+^i 
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oder  iiuUi-   IJorfu'ksiclilig'iing  von   ,13...   wenn  glLl^  gl''  ~0  ffssetzt   wird: 

und  dies  aiebt.  wenn  g  =i   ffenommen  wird. 

(IS.)       ,.  =  4%(l  +  -^p-),_,^.- 

was  mil  Formel  ,14.    genau  übereinstimmt. 

/«  Formel  (14.)  treten  als  Coefficienten  die  Grösse»  g^  aus  Diß'erential- 
gleichung  [7.)  ein,  vnri  durch  die  m—k  ersten  Gleichungen  14.)  icerden  die 
Grössen  p['''  successice  eindeutig  und  zwar  als  ganze  rationale  Functionen  der 
Grössen  p,  und  g^  und  deren  Differentialquotienten  bestimmt.  Es  ergiebt  sich 
also  wiederum,  dass  die  Grössen  p^^^  unabhängig  ton  der  Wahl  der  Integrale 
der  Gleichung  C' ■     ""d  ausser  ton  p^  nur  ton  den  Coef/icienten  g^  abhängig  sind. 

Die  Grössen  g^  geiien  aus  den  h  ersten  Gleichungen  ,  14.    eindeutig  iiervor. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  dass  in  den  Integralen  der  üiHerential- 
gleichung  ^2.),  die  durch  Formel  15.^  in  ^'o.  1  gegeben  sind,  die  k  ersten 
Grössen  «  durch  solche  ersetzt  werden  können,  welche  aus  beliebigen  k  in- 
tegralen der  Gleichung  ,7.;  successive  hervorgeben,  während  die  folgenden 
Grössen  u  unterändert  bleiben. 

Wenn  man  die  Grössen  />i"  und  g^  willkürlich  giebt.  alsdann  die  Ord- 
nung der  Gleichung  ^S )  successive  um  k  erhöht,  indem  man  die  Integrale 
von  7.J  einführt,  vermittelst  der  Formeln  9."  von  der  letzten  angefangen, 
so  erhält  man  eine  Differenliaigleichung  vo:i  der  Form  2.\  worin  p^  durch 
14.)  gegeben  werden.  Und  wenn  man  entsprechend  mittels  der  Grössen 
y>j  '  und  der  Integrale  ^on  Gleichung  7.  die  Gleichung  ,10.)  bildet  und  die- 
selbe Ä- mal  dillerenliirl.  nachdem  vorher  jede-^mal  durch  die  Grösse  c ,  die 
nicht  unter  dem  Integralzeichen  steht,  dividirt  worden  ist.  so  erhält  man  eine 
(ileichuiig  der  Form  1.  .  welche  dasselbe  vollständige  Integral  wie  ^10.) 
enthält,  und  deren  Coefficienten  p^  durch  )14.^  bestimmt  werden. 

Wird  in  der  Folge  ton  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung 
(7.),  deren  Integrale  sämmlllch  in  einer  anderen  2.)  enthalten  sind.  ge«ng!, 
dass  termittelst  der  Integrale  jener  diese  Differentialgleichung  /2  )  oder  die- 
jenige )l.  ,  zu  welcher  die  letztere  ['2.^  die  Differentialgleichung  des  integrirendrn 
Factors  ist,  reducirt  werde,  so  wird  darunter  bei  der  ersteren  ,2.)  dieser  beiden 
das  Verfahren  verstanden,  welches  auf  (ileicbung    8.)  führt,    bei  der  z-.\eiifn 
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(1.)  dasjenige,  welches  die  Gleichung  ^10.)  ergiebt,  wo  in  dieser,  wenn  von 
homogenen  Differentialgleichungen  die  Rede  ist,  die  Constanlen  der  rechten 
Seite  gleich  Null  zu  setzen  sind. 

3. 

In  den  Differentialgleichungen 

d"'y  d"'-^y  „ 

und 

^     '  dx'"  dx"'-'  '   -^ 

werden  nun  die  Grössen  p^,  als  in  der  Umgebung  von  x  =  a  einwerthige  und 
abgesehen  von  diesem  Punkte  stetige  Functionen  des  complexen  Argumentes 
X  vorausgesetzt,  ferner  seien  sie  für  .t  =  o  in  endlicher  Ordnung  unendlich. 
Dasselbe  finde  für  die  Coefficienten  g^  von  S  in  der  Differentialgleichung 

statt,  deren  Integrale  der  Differentialgleichung  ^2.j  genügen  sollen. 

Einem  beliebigen  System  linearunabhängiger  Integrale  einer  solchen 
Differentialgleichung  (Vgl.  Abb.  Bd.  74,  No.  1)  kann  man  sofort  die  Form  der 
Integrale  (8.)  in  No.  1  geben,  wo  alsdann  die  Grössen  ,»  Functionen  des 
complexen  Argumentes  x  sind,  die  in  der  ümgeböng  von  x  —  a,  in  Punkten 
unstetig,  sich  um  x  =  a  herum  verzweigen  (Vgl.  ausserdem  Abh.  Bd.  75,  No.  8). 
Man  reducire  nun  mittels  der  Differentialgleichung  (3.)  die  Gleichungen  (1.)  und 
(2.)  nach  der  vorigen  Nummer,  dann  sind  die  neuen  Coefficienten  p[^^  durch 
die  m~k  ersten  Gleichungen  (14.)  der  No.  2  eindeutig  als  ganze  rationale 
Functionen  von  p^  und  g^  und  deren  Differentialquolienlen  bestimmt  und  haben 
daher  in  der  Umgebung  von  x  =  a  dasselbe  Verbalten,  welches  von  letzteren 
Grössen  vorausgesetzt  ist. 

Es  sei  nun  der  charakteristische  Index  (Abh.  Bd.  75,  No.  1  u.  4)  in 
der  Di/ferentialgleichung  ^ö.)  h'  und  in  den  reducirlen 

(4.J       ^^+pl*^SSi+-+ÄJ^  -  0 
und 

gleich  k—h\  so  ist  derselbe  in  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  gleich  h. 
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Dieses  ergiebl  sich  aus  Formel  ^14.)  der  vorigen  Nummer.  .\lan  hat 
also  die  zu  den  Coefficienlen />j  der  Diirerentialgleicliuii>>  1.  gtihürigen  ZaMeii 
(Abh.  Bd.  75,  No.  1)  77,,-f-m  — a  (a  =  0,...»»)  zu  untersuclieii.  und  zuzusehen, 
bei  welchem  Index  a  zuerst  die  grössle  dieser  Zahlen  auftritt.  Die  zu  den 
Coefficienten  g^  der  Differentialgleichung 

^'■'        rf^  +  ^'rf:^  +  --  +  ^'*  =  0 

gehörigen  Zahlen  seien  ;,,  +  ä  — a  ;a=0,  ...Ä-)    und    die    zu    den  Coefficienten 
/^i*'  der  Gleichung  (4.)  gehörigen  n^^ -k- ni  —  k  —  in    a  =  0.  ...  m  —  k). 
Bildet  man  nun  aus  Formel  (14.'   in  No.  2  den  Ausdruck 


i.(H-^nC.O 


für  a  =  0,  ...  7»,  worin  noch  pi,  =  i,  /?!.*'  =  0  zu  setzen  ist.  und  untersucht  den- 
selben in  Bezug  auf  den  höchsten  positiven  Exponenten  von  (x  — a}~'.  be- 
zeichnet die  grössfe  der  zu  den  Coefficienten  j»"^  bis  /),'''  gehörigen  Zahlen 
durch  P,  und  setzt  P_,  ~  ■■  =  P_,  =  0.  P  _,  =  ■■=.  P  ,,,  =  iP„,  so  ergiehl 
sich,  dass  jener  höchste  Exponent  auf  der  rechten  Seite  li(H-hslens  gleich  sein 
kann  der  grössten  der  Zahlen 

Der  höchste  Exponent  von  (ar  — «)"',  der  für  a^Ü.  ...iii  in  der  Thal  auf  d.-r 
rechten  Seite  vorkommt,  kann  demnach  höchstens  gleich  der  Summe  der 
grösi-len  der  zu  den  Coefficienten  /?^*'  und  g^  gehörigen  Zahlen  sein.  Diese 
Summe  wird  aber  erreicht  und  zuerst  für  a  =  h  in  P,,-,,'  +  y/,.-{-k  —  h'  aus  den 
Summanden  p],-,,.,  g,,..  Die  Summe  der  grössten  der  zu  den  Coefncienlen 
/yj,"  und  (/,,  gehörigen  Zahlen  ist  demnach  die  grösste  der  zu  den  Coefficienten 
/>„  gehörig-en  Zahlen   und  der  charakteristische  Index  derselben  /^  und  da  al^o 

:,^^„i-h   =  {ni%+m-k-(h-h'))-{-()',,  +  k-li'), 
so  wird  ■T/,--=^i''\r  +  'yi,'  und  ^^  ist 

[/j{^..>-a^'''%.-„.[^..(a:-a'n  „  -  [p„{x-ar''l  „. 

Es  folgt    hieraus:    Wenn   der   Di/ferenfialgleicliiiny  (2.)    mit   dem   clta- 

rakterislischen    Inder   h    die   sänmf/ichen   Integrale   einer   Dif/'ercnliaJgleichinig 

/."■'•  Ordnung    3.)   mit  dem  charakteristischen  Index  //'  geniigen,  so  geringen  der 

Dill'ere.nlialgleichung  [\.)    die   sämmtlirhen   Integrale    einer  Di/fereHtialgleirliiing 

///.  — A-l'*''^  Ordnung  mit  dem  charultteristiseheu   Index  h—h'  und  umgekehrt,    da 

36* 
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die  Dl[ferenlialgleichung  \^\.j  Differentialgleichung  des  inlegrireuden  Factors 
von  (2.,  ist. 

Wenn  in  Differentialgleichung  (3.)  der  charakteristische  Index  gleich 
der  Ordnung  k  ist  und  man  mittels  derselben  die  Differentialgleichung  (1.)  re- 
ducirt,  so  dass  man  die  Differentialgleichmig  (10.1  der  No.  2  erhält,  so  können 
die  regulären  Integrale  (Abh.  Bd.  75,  No.  1)  der  Differentialgleichung  ^1.)  der 
corliegenden  Nummer  nur  in  Differentialgleichmig  4/  dieser  Nummer  enthalten 
sein.  Denn  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (lO.j  der  No.  2  kann  für  Werthe 
der  Constanten,  die  von  Null  verschieden  sind,  keinem  Ausdruck  von  der 
Form  der  regulären  Integrale  gleich  sein,  weil  sie  Integral  der  Gleichung  1^6.) 
der  vorliegenden  Nummer  ist,  die,  weil  der  charakteristische  Inde.x  mit  der 
Ordnung  übereinstimmt,  keine  regulären  Integrale  hat  (Abh.  Bd.  75,  No.  1).  — 

Die  algebraische  Gleichung,  welche  die  Exponenten  der  etwa  vorhan- 
denen regulären  Integrale  von  Differentialgleichung  (1.1  bestimmt,  ist,  wenn 
der  charakteristische  Index  h  ist.  (Abh.   Bd.  74,  No.  6) 


(8.1 


I    r{r—\)...(^r—im—h)+l)[p,xx—ai''''l^^„ 
l+7\r-lj...(r-(m-/«)+2)[/?,4,ta?-aj''''  +  '],^„+-"+[;)4a;-aj'''^'''-''].^„,-=0. 

Die  Wurzeln   diespr  Gleichung  seien 

,9.)  r,,  r,,  ...  r„._;,. 
Die  dieser  algebraischen  Gleichung  entsprechende,  welche  zur  Dill'erenlial- 
gleichung  ^2.)  gehört,  gehl,  wie  man  durch  eine  einlache  Rechnung  hudel, 
aus  (8.J  hervor,  wenn  man  r  durch  — (>— 1  +  ^,,+/«— A  ersetzt,  wo  .i,,+m— /i=G 
die  grösste  der  zu  den  Coefficienlen  p^  gehörigen  Zahlen  ist,  so  dass  die 
Wurzeln  von  letzterer  Gleichung  werden 

(10.)  (,,  =  _ ,.,-!  + G,  ...  (>„,_,  =  -r,„_,- 1+6'. 
Stellt  man  nun  bei  den  Differentialgleichungen  (4.)  und  li.)  die  ent- 
sprechenden, die  Exponenten  der  regulären  Integrale  bestimmenden  alge- 
braischen Gleichungen  auf,  so  findet  man,  wenn  man  in  Gleichung  (8.)  für 
/>;,,,„  die  Ausdrücke  (14.)  in  No.  2  einsetzt,  nach  einigen  einfachen  Um- 
formungen, dass  die  Wurzeln  9.)  der  Gleichung  (8.)  folgende  sind:  Die 
Wurzeln  der  zu  der  reducirten  Differentialgleichung  (4.)  gehörenden  alge- 
braischen Gleichung  unverändert,  und  die  Wurzeln  der  zu  der  Differential- 
gleichung (6.)  gehörenden  Gleichung,  letztere  Wurzeln  vermehrt  um  die 
grösste    der   zu    den  Coefficienten  pf'  gehörenden  Zahlen.     Die  Wurzeln  der 
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ZU  den  Diirerenlialg-leichunjjen  ,2.\  '3.;  und  5."  gchörondtMi  algebraischen  Glei- 
ciiungen  sind  vermillulsl  der  Ausdrücke  ,^10.]  und  der  entsprechenden  zu  den 
DiH'erenlialgleichungen  (3.)  und  (5.;  gehörigen  Ausdrücke  beslimnit  durch  die 
V\  urzeln  der  zu  den  Dill'erenlialgleichungen  (1.),  (4.)  und  (6.)  gehörenden 
Gleichungen,  und  es  isl  nach  dem  Vorsiehenden  n,,  =  nj^2/,'  +  y,,..  Daraus  er- 
giebl  sich  alsdann  entsprechend,  dass  die  Wurzeln  (10.)  folgende  sind,  die 
Wurzeln  der  zur  reducirenden  Dillerentialgleichung  (3.)  gehörigen  algebraischen 
Gleichung  unverändert  und  die  Wurzeln  der  zur  reducirten  Dillerenlialglei- 
chung  (5.)  gehörenden  Gleichung,  letztere  Wurzeln  vermehrt  um  die  grössle 
der  zu  den  Coefficienten  y^  gehörigen  Zahlen. 


Die  Differentialgleichung 

über  deren  Coefficienten  dieselben  Voraussetzungen  wie  in  der  vorigen 
Nummer  gemacht  werden  und  die  den  charaMeristischen  Index  h  hat.  besitze 
nun  m  —  h  linearunabhängige  reguläre  Integrale,  so  viele,  als  sie  deren  über- 
haupt haben  kann  (Abb.  Bd  75,  No.  1).  Diese  genügen  einer  homogenen 
linearen  Dilferentialgleichnng  w  — Ä"!*^""  Ordnung  mit  dem  charakteristischen 
Index  gleich  Null  (Abb.  Hd.  75.  No.  5).  Alsdann  müssen  nach  der  vorigen 
Nummer  in   der  Dilferenlialgleichung 

die  sämmllichen  Integrale  einer  Differentialgleichung  /<'«"■  Ordnung  mit  dem 
charakteristischen   Index  k 

enthalten  sein.  Und  umgekehrt  ist  dieses  der  Fall,  so  enihäll  die  DiHcreiilinl- 
gleichung  (1.)  die  Integrale  einer  Differentialgleichung  i/«  —  /*''^'"  Ordnung  mit 
dem  charakteristischen  Index  Null  und  besitzt  m-h  linearuiiabhängige  reguläre 
Integrale.     Man  hat  also  den  Salz: 

Wenn  die  Di/fcrcnliaf/jli'iclinnf/  1.)  /////  dem  cliarahtciisthehen  Index  li 
m  —  h  Hnearnnahhanyiffe  reyn/dre  hiteyrale  hat.  so  eniha/t  i'i.i  ilie  Inteyrale 
einer  Diff'erentialgleichuny  A"'"  Ordniiny  mit  dem  cliaralitcristisrhcn  Inder  h  und 
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umgekehrt.  Für  den  Fall  h  =  1  war  dieser  Satz  in  No.  5  der  Abh.  Bd.  75 
dieses  Journals  enthalten.  Es  kann  nur  eine  DilTerenlialgleichun}^  jn-hy"^ 
Ordnung  mit  dem  charakteristischen  Inde.\  gleich  Null  sreben,  deren  Integrale 
in  (1.)  enthalten  sind;  da  diese  die  m-h  regulären  von  (1.)  sind.  Und  daher 
kann  es  auch  nur  eine  Differentialgleichung  Ä'«''  Ordnung  mit  dem  charakte- 
ristischen Index  gleich  h  geben,  deren  Integrale  in  y2.)  enthalten  sind.  Denn 
reducirt  mau  mit  dieser  die  Gleichung  l.j  und  setzt  in  Formel  (14. j  No.  2 
für  k  =  h  in  pl '  die  Coet'ficienten  der  Differentialgleichung  der  regulären  In- 
tegrale, so  werden  die  Grössen  g^  durch  die  h  ersten  Gleichungen  successive 
eindeutig  als  Functionen  von  p^   und  /^i'''  bestimmt. 

Wenn  die  Gleichung  (3.)  exislirt,  so  müssen  die  Integrale  jeder  Glei- 
chung, deren  Ordnung  gleich  dem  charakteristischen  Index  ist.  die  in  Gleichung 
(2.)  enthalten  sind,  auch  in  (3.)  enthalten  sein.  Denn  reducirl  man  mit  den 
Integralen  der  neuen  Gleichung  die  Gleichung  "2.  ,  alsdann  die  durch  diese 
Reduction  erhaltene  Gleichung  mittels  der  regulären  Integrale  von  Gleichung 
(1.),  was  nach  No.  3  angehl,  und  stellt  auf  diese  Weise  die  Integrale  von  (2.) 
«chliesslich  unter  der  Form  (15.)  in  No.  1  auf,  so  ergiebt  sich,  dass  die 
untersuchten  Integrale  in  Gleichung  (3.)  enthalten  sein  müssen.   — 

VYei,n  die  Differentialgleichung  (1.)  m-h  linearunabhängige  reguläre 
Integrale  enthalten  soll  und  die  Gleichung,  der  dieselben  genügen. 

(4.,   ^i+K"£S+-+/;-..,  =  0 

ist,  so  muss  nach  Abh.  Bd.  75  No.  5 

sein.  Bestimmt  man  mit  diesen  Anfangswerlhen  der  Grössen  />i'"  aus  den  h 
ersten  Gleichungen  in  Formel  ^4.1  No.  2  für  h  =  /.-,  die  Werlhe  der  h  Grössen 
fl„,  so  weit  dieselben  sich  ermilleln  lassen,  so  sind  die  folgenden  Gleichungen 
in  (14.)  immer,  so  weit  die  Werlhe  der  Summanden  bekannt  sind,  auch  er- 
füllt. Denn  da  der  charaklerislische  Index  bei  den  Coefficienlen  g^  gleich  h 
ist.  so  ist  (No.  3)  n,  =  y,,  und  [p,Ax-ay"],^.,=  [g,Kx~a^''''],^..-  Auf  der 
rechten  Seite  in  der  A  +  1  Gleichung  in  Formel  (14.)  in  No.  2  und  den  fol- 
genden Gleichunsren  ist  aus  dem  lelzlen  Summanden  p^^l.,g,{a—h^c=\^...m-h\ 
nur  der  Coeflicient  von  (x-a)^'"^'^  der  höchsten  Potenz  von  (x-a)"', 
die  in  der  Gleichung  vorkommen  kann,  bekanni.  nämlich 
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Auf  der  linken  Seile  sielil  fj,,^,,  worin  die  höchste  Potenz  von  (r  — n»  ',  die 
vorkommen   kann,  dieselbe  ist,  mil   demselben  Coelilcienten.  — 

Man  kann  nun.  wenn  eine  beliebige  Üifi'erentialgleichung  (/«— A)'«i  Ord- 
nung niil  dem  charakteristischen  Index  gleich  0.  deren  Integrale  in  Gleichung  d.) 
enthalten  sein  sollen  und  eine  Dillerentialgleichung-  A'«^""  Ordnung  mit  dem 
charakteristischen  Index  gleich /^  deren  Integrale  in  Gleichung  (2.  t  enthalten  sein 
sollen,  gegeben  sind,  nach  den  Salzen  am  Schlüsse  von  No.  2  die  üilleren- 
tialgleichungen  (1.)  und  (2.)  mil  dem  charakteristischen  Index  gleich  h  so  be- 
stimmen, dass  sie  diese  Eigenschaften  haben.  Will  man  demnach,  um  zu 
erkennen,  ob  Gleichung  d.)  soviele  regulären  Integrale  hat.  als  sie  höchstens 
haben  kann,  untersuchen,  ob  der  Gleichung  (2.)  die  Integrale  einer  Gleichung 
/*'^r  Ordnung  mit  dem  charakteristischen  Index  gleich  h  Genüge  leisten,  so  ist  zu 
bemerken,  dass  letztere  jede  beliebige  dieser  Art  sein  kann.  Es  würde  daher, 
wenn  h  >>  1  ist  (der  Fall  li  =  i  ist  in  Abh  Bd.  75  No  5  behandelt)  allge- 
mein genommen  die  nuigekehrte  Untersuchung  leichter  sein,  da  (vgl.  Abh. 
Hd.  74  No.  8)  für  die  regulären  Integrale  formelle  Entwickelungen  existiren, 
auf  deren  Convergenz  es  ankommt. 

Nttn  kann  man  aber  mil  den  in  A'o.  2  entwickelten  Grundsätzen 
allgemeinere  Integrale,  als  die  regulären,  solche,  die  letztere  umfassen,  unter- 
suchen, wodurch  zugleich  .Mittel  gewonnen  werden,  in  vielen  Fällen  zu  er- 
kennen, ob  die  Differentialgleichung  (2. 1  die  Integrale  einer  DilFerentialgiei- 
chung  /<•<"  Ordnung  mit  dem  charakterisUschen  Index  h  enthält.  Hierzu  dienen 
die  Sätze  der  folgenden  Nummer. 

5. 

In  der  Differentialgleichung 

,  f/'%W       d"-'p,M    .        ,        ,v,„       ,,        n 

d.r'"  dx'"    '  '   '^ 

seien   die  Coefficienlen    von  M  in   der  Umgebung   von    x  —  a   einwerthig   und 

//,  bis  /)„,^i  für  X  ~  a    in  endlicher  Ordnung    unendlich.     Die    DilTerenlialglei- 

cluing   besitze  nun   k  Integrale 

1,2.)  Mi=,uZ\  J^ii=l^'m/f',„!"nr\(i^,  ■■■  M,  =  u„,  I  dxu,„ii  ,\ ,  .   / a,„^+i/n~Lt+idx, 

/l  •>•      ' 
///  denen  die  Grössen  (/„,'     so  beschalfcn  seien,  dass  "  in    der    Vm- 

'    "     '  "  d.r 

gehung  von  x  =  a  einwerthig  und  fiir  x  =  a  in  cndlivlier  Ordnung  unendlich  sei. 


288  Thome.  zur  Theorie  der  linearen   Di([erenlialgleichunqrii. 

Wenn  dies  der  Fall  ist,  so  folgt  zunächst  aus  den  I'^ormeln  i^9.)  in 
No.  2,  dass  die  Grössen  p„,-,+,  bis  p,„  für  x  =  ö  ebenfalls  in  endlicher  Ord- 
nung  niiendlich  werden.     Ferner   ergiebt    sich    aus  No.  3.    dass   bei    der   Re- 

duction    der  Gleichung  (1.)  durch  die  Integrale  J/,  bis  31^.,   so  oft  °   '"'' 

in  nicht  höherer,  als  der  ersten  Ordnung  unendlich  ist,  der  charakteristische 
Index    der    vorhergehenden    Differentialgleichung    in    der    neuen    unverändert 

bleibt,  wenn  dagegen  ^  """'  in  höherer,  als  der  ersten  Ordnung  unend- 
lich ist,  derselbe  um  eine  Einheit  erniedrigt  wird.  Wenn  demnach  von 
letzteren  Grössen  //,  //  vorkommen,  so  muss  der  charakteristisctie  Index  in 
Gleichung  (,1.)  ^h'  und  -^m—k-rh'  sein. 

Die  Integrale  (2.)  genügen  einer  Differentialgleichung  k^*^'^  Ordnung: 

in  welcher  die  Grössen  g^  für  x  —  a  in  endlicher  Ordnung  unendlich  werden. 
Es  soll  nun  die  Differentialgleichuny .    die  man  ans  ^  1 . )  nach  der  Re- 
duction  durch  die  Integrale  (2.)  erhält: 

kein  Integral  mehr  von  der  ßescha/fenheit  ron  M,  besitzen. 

I.      Wenn  man  dann  irgend  ein  Integral  der  Gleichung  (1.)  2Ä  hat.  so 

dass  — f- —  in  der  Umgebung  ron  x  =  a  einwerthig  und  für  x  =  a  in  end- 
licher Ordnung  unendlich  ist,  so  kann  man  immer  k  Integrale  der  Gleichung  (3.) 
unter  der  Form  [2.)  aufstellen,  worin  die  Grössen  u  die  bei  (2.i  angegebene 
Beschalfenlieit  haben,  und  wo  iV,  =  -ä)?  ist. 

Um  dies  zu   zeigen,  ist   zu   bemerken,   dass  '1?f.   weiches  von   der  Form 

e'''{x  —  a\''21c^yx--aY.     w  =  0    oder    ^c_^(^x  —  a)~'' 

ist,  in  dem  Ausdrucke 

(5.)       ^71  —  |'H^/dxjil,„ll;;,[^.../c|il,„^r^ifl~l,..^,dx, 

r^k,  wo  c  eine  bestimmte,  von  Null  verschiedene  Constante  ist,  enthalten 
sein  muss:  wie  sich  aus  der  Form  von  Tt  und  der  Voraussetzung  ergiebt. 
dass  Gleichung  (4.)  kein  Integral  dieser  Form  mehr  enthalten  soll.  Durch 
Reduclion    der  Gleichung  {'S.)    mittels    der   Integrale    M,    bis    J/,   entsteht   eine 


Tiioinr.  ZI  r   Thevrie  der  Hiieaieii   Dilferei.iialyleichiu  yi  i:.  Oy'J 

Gleichuiii».  in  welcher  die  Coefficienlen  nach  No.  2  uiiabhän?ig  von  der  Wahl 
der  Integrale  M^  bis  M  sind  und  ausser  von  f/^  nur  abhän^'ig  von  den 
Coefficienlen  der  Dillerenlialgleichung  r'"^""  Ordnung,  der  .)/,  bis  jM,  genügen. 
3Ian  kann  also  zur  Reduction  von  Gleichunj;  (3.i  die  Integrale  M,  bis  M, 
durch  andere  dieser  Diirerenlialgleichung  r^'^''' Ordnung  ersetzen:  woiiei  in  den 
Integralen  (2.)  /C-,  und  die  folgenden  Grössen  ,u  unverändert  bleiben.  Bildet 
man  nun  aus  Gleichung  {ö.)  die  Grösse 


fi-'-,,Jcii,„^,^,p-L,+idx  =  9J?(^--'.       * 


so  ist  diese  so  beschaffen,  dass  — —. in  der  Umffehui!«'    \  on  x  —  a  eiu- 

a.r 

werthig  und  für  x  =  a  in  endlicher  Ordnung  unendlich  ist.  3Ian  kann  daher 
//:  ,_     durch  SDt^'-'^/m^'-'^)-'m^'-'^dx  ausdrücken,   wo   '^^"°]"^^'—    ebenso 

'  •/  '  dx 

beschaffen  ist:  also  den  ganzen  Ausdruck 

fi7,-,+i/lf^i,u-r+2."~.-,+idx 
durch 

W-yfi\m^-'> r' a3J"   "dx 

ersetzen,  wo  k  und  k'  willkürliche  Constanten  sind.  Dann  hat  man  statt  der 
Integrale  J/,   bis  M,   zur  Reduction  die  Integrale  aus  dem   Ausdrucke 

^6. )       ,iCjdxu,„uzL, .  ../'dx,u.„^,^,m^'-'^/'k'{M^"'^r'^^'''^dx 

zu  nehmen,  wobei 

(7.)       ^i")?  =  u-'fdxii,ji-;_i.../'ti,„_,^in^'~'^dx. 

Man  kann  nun  in  gleicher  Weise  die  r—\  ersten  Integrale  in  [ß.)  durcli 
andere  der  l)in>roii(iaI<rleicbun<r  (,;•— 1  )"^''  Ordnung  ersetzen,  welchen  dieselben 
genügen,  und  indem  dasselbe  Verfahren  fortiresetzt  wird,  tritt  99?  zuletzt  an 
die  Spitze  der  Integrale  der  Gleichung  (3. 

II.      Ans  dem  genannten  Satze  folgt,  dass,   ireini  man  ein  Intei/ral  der 
aieichting  (1.)  row  der  Form 

(8.1       fi,/dx(/i\r' /ih.../(ji^^i)  \ii,dx 

hat,  irorin  die  (irossen  ii'  dieselbe  Besehaffeuheif,  wie  t>ei  dm  Integralen  i2.i 
haben,  es  k  Integrale  der  Di/ferenlialgleiehnng    (3..    ron    der    Form    und    lie- 
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scliaffetfliell  der  Inleyrale  (2. )  (jiebt,  worin  k  ^  i  ist  und  die  i  ersten  Grössen 
fi  der  Reihe  nach  mit  den  Grössen  ,u'  in  (S.)  übereinstimmen. 

Nach  dem  vorigen  Satze  hat  man  nämlich  tt  Integrale  von  der  Form 
und  Beschaffenheit  der  Integrale  (2.)  von  der  Gleichung  (3.),  worin  M,-=u\. 
Reducirt  man  mit  diesen  die  Gleichung  (1.),  so  erhält  man,  da  die  Coeffi- 
cienfen  der  reducirten  ausser  von  p^  nur  von  </,  abhängen,  Gleichung  (4.),  die 
kein  Integral  von  der  Beschaffenheit  von  M,  enthält.  Reducirt  man  nun  die  beiden 
DifferentialgleichiMgen  (1.)  und  (3.)  mittels  des  Integrales  »',,  so  enthält  die 
aus  Gleichung  (1.)  hervorgehende  k-\  Integrale  von  der  Form  und  der  Be- 
schaffenheit der  Integrale  (2.),  diese  genügen  der  aus  Gleichung  (3.)  ent- 
stehenden. Alsdann  werden  diese  A-l  Integrale  durch  andere  derselben  Art 
ersetzt,  an  deren  Spitze  lü  steht,  und  indem  man  in  gleicher  Weise  fortfährt, 
erhält  man  den  zu  beweisenden  Satz. 

III.  Die  Satze  1.  und  II.  gelten  unverändert  und  werden  auf  die- 
selbe Weise  bewieset/.,  wenn  man  voraussetzt,  dass  bei  den  sümmtlichen  Grössen 
fj,  in  (2.)  Jll^^H-  in  endlicher,  aber  höherer,  als  der  ersten  Ordnung  unend- 
lich werde,  die  Gleichung  (.4.)  kein  Integral  mehr  von  dieser  Beschaffenheit 
von  M,  besitze,  und  wenn  man  über  die  Grösse  Wi  in  Satz  I.  und  die  Grössen 
,u'  in  Satz  II.  dieselben    Voraussetzungen  wie  über  u  macht. 

Bei  dem  Beweise  ist  zu  berücksichtigen,  dass  die  Grössen  a,  Wi,  a 
die  Form 

e"'{x-aY2:cJx-a)\     w  =  2:c_a{x-a)-' 

haben,   und  dass  die  Grössen  «•  bei  den  Umformungen  der  Integrale  unver- 
ändert bleiben. 

IV.  Ebenso  gelten  die  Sätze  I.  und  11.  unverändert,  wenn  man  vor- 
aussetzt, dass  bei  sämmtlichen  u  in  1,2.)  '  J^*"  in  nicht  höherer,  als  der  ersten 
Ordnung  unendlich  wird,  die  Gleichung  (4.)  kein  solches  Integral  von  der  Be- 
schaffenheit von  M,  enthalte,  und  die  Grössen  '^  und  n'  sich  wie  ,u  verhalten. 
Dieses  sind  die  regulären  Integrale. 

V.  Wenn  man  mehrere  Functionen  hat  von  den  Ausdrücken 


(9.) 


le"^^,  e''^^,.,  etc.,  e"''./-,,  e"''^^pJU''w;)-'e<^J,dx,  ... 
|e"''V.-  e'''^n>\ße'''-ip\)-'e''^xi',dx,  ...  etc. 
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worin  die  Grössefi  w  und  w'  die  Form  0  oder  2:c_i,{x—a)~°,  die  Grössen  </> 

und  \p  die  Form  (x  —  aY^c^{x—a)'  haben,  und  worin  die  Grössen  ir..  vr..  ...  w,. 

M5,,  ...  alle  von  einander  verschieden  sind,  .so  kann  man  ans  diesen  ebenso  riefe 
Integrale  der  Form  (2.)  zusammensetzen,  worin  die  Grössen  ti  alte  die  dort 
angegebene  Besclia/fenheit  haben.  Die  Exponenten  w  niid  w'  Iwmmen  in  ft 
unterändert  vor. 

Denn    die   Ausdrücke    der    Form  e"''(fy.   .  .  .   c"'^,,    worin    die   «•    von 
einander  verschieden,  sind  in  einem  Inlegrale  der  Form 

ilO.)       e"'(pi/dx{e''(fi)~'e"'Xt ...    k{e" "-■'■/_ ^_.,  ~'e"'/^_idx 

enthalten,  wo  k  eine  willkürliche  Constante  ist  und  die  Grössen  /  Ausdrücke 
von    der  Form    (x  — o)'\^Ca(^a;  — a  "    besitzen.     Will    man    nun  Functionen    der 

Form  e"^'yiti  c"' i/'i/(e'*'' i/^i)~'e"^'' i/'.rf.r  etc.  mit  dem  Integrale  (10.^^  verbinden. 

so  erhält  man  zunächst 

(11.)       /'■./',  =  e"up,Jdxie"''cf,r'e"'^x,.../c,e"''x._r'e'^''/,dx, 

wo  c  eine  von  Null  verffchiedene  Constante  ist.  W  endet  man  nun  das  Ver- 
fahren, welches  zum  Beweise  von  Satz  I.  dieser  Nummer  gedient  hat.  an. 
so  wird  das  Integral  der  rechten  Seite,  wenn  c  eine  willkürliche  Constante 
ist,  ersetzt  durch  eines  der  Form 

(12.)       e"'>  i/'J'dxie<  V',)-'e"''/..../Ä-\e*''-'C}-'e"'7,rfj', 

worin  k'  eine  willkürliche  Constante  ist .  die  Grössen  /  wie  (f  und  i,"  be- 
schaffen sind,  e^"'  (/',  an  die  Spitze  tritt,  die  Grössen  /r  unvenindfrl  bleiben. 
Dann  hat  man  fernei- 

(13.)       «"■'</',  =  e'''t,/dx[e"'f,r^e"u,,.../c\e''''t.re"'t.^,dx, 

wo  c  eine  von  Null  verschiedene  Constante  ist.  Und  nachdem  man  auf  die- 
selbe Weise  wie  vorhin  dieses  Integral,    wenn  c'  eine  willkürliche  Constante 

ist,  durch  ein  anderes  ersetzt  hat,  worin  <?'"'  (p.  an  die  Spitze  tritt,  wird  letzteres 
Integral  als  Grösse  u  in  e^'^' il'Jie^"'  if',^~'  ndx  eingesetzt,  und  so  erhall  man 
schliesslich  sänimlliche  Ausdrücke  (9.)  unter  der  Form  der  Inlegraie  ^2.". 

Dieses  werde  nun  auf  die  Untersuchungen    der    vorigen   Nuiiirner    aii- 
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gewandt.  \A'cnn  der  Differentialgleichung  (l.\  in  welcher  der  charnkterislisrhe 
Index  A>0  ist,   h  Integrale    der  Form  (2.)  geniigen,    worin  die  Grössen  u 

so  beschallen  sind,  dass  — ^^  für  x  =  a  in  endlicher  ai)er  höherer,  als  der 

ersten  Ordnung  unendlich  wird,  so  genügen  diese  Integrale  einer  Differential- 
gleichung /**«'  Ordnung  mit  dem  charakteristischen  Index  h.  Alsdann  enthält 
die  Gleichung 

m  —  h  reguläre  Integrale,  und  man  erhält  diese  Differentialgleichung  durch 
Formel  (10.;  in  No.  2  so  weil  aufgelöst,  dass  die  linke  Seite  dieser  Formel 
gleich  Null  gesetzt,  die  regulären  Integrale  enthält,  und  nach  No.  1  erhält  mau 
entsprechend  die  Differentialgleichung  (^1.;  der  vorliegenden  Nummer  aufgelöst. 
Kennt  man  weniger  als  It  solcher  Integrale,  so  reducirl  man  die  Gleichung  (14.) 
mit  denselhon  und  eihäll  eine  homogene  Differentialgleichung,  die  nach  No.  3 
die  regulären  Integrale  noch  enthält.  Nach  Satz  V.  sind  nun  Integrale  der  Glei- 
chung (1.)  von  der  Form  [9.)  zu  suchen,  worin  w,  w'  etc.  die  Form  ^'Cj^x—af" 

besitzen;  und  wenn  die  Gleichung  ^l.i  weniger  als  h  solcher  Integrale  liefert, 
so  ist  dieselbe  mit  den  voriiandenen  zu  reduciren.  und  die  redncirte  Gleichung 
in  derselben  Weise  zu  untersuchen. 

6. 
Es  ist  nun  bei  der  Differentialgleichung 

..  ,         d"'^1      d'"-'pjl  ,  .  „        _ 

deren  charakteristischer  Index  ä  >>  0  ist,  zu  untersuchen,  ob  sie  Integrale  der 

Form  e"'{x  —  a)''^Ca[x  —  ay^  w  =  Zc_^.x—a)~''  besitzt. 
Es  werde 

d^ct       rf'"-'e"7, 

(2.)  '^^  '^" 

)  .  _  die  dt  _  dw  .    .    dt,  _  dw  dtr-i 

C'  -  dx  '+  dx  '        --  dx  ''  +  "d^'      •   •   •      '^-^ii^^-'  +  'ckr' 

w  =  ^ c_a{x—a)''''  und  zur  Abkürzung  -t— =  z  gesetzt. 
Ist  hier 
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29;j 


^•0  wird 


'<  -  i^+^r-'^ 


+  s 


d-U 


dx'~' 

rfa; 


d'-^/ 


<// 


t/a-' 


—  +  •••  + Ar;.!-"    \~^ 
ax 


+  — 


d*Jll' 


rfa- 


^-d.r\ 


+  ÄtV^zl      +^f'r,''5 


Hieraus  ergiebt  sich  für  den  Coefficienlen  kY'^+z  derWerlhrz,  iür¥r^+{r-i  )(—+z') 


ler  Werth 


r(r-i)  /   dz         ,\ 

1.2      Vrf^  +  ^-V'  ""«  auf  diese  Weise  findel  man  für  /,  folüende 

Formel,    die    durch    den  Schluss    von    r~i    auf  /•  sich  ohne  Weiteres  verifi- 
ciren  lässt: 


1/    -    ^-^rn    ^'~'^    <    r{r-i)        d'-U 


(3.) 


f^-^-  '     '  "''■-'  '     d.L 

Der  Ausdruck  von  «,  fängt  mit  z^  an  und  hierauf  folgen  Glieder,  bei  denen 
die  Ordnung,  in  welchen  sie  für  x  =  a  unendlich  werden,  wenigstens  um  n 
niedriger  ist;  das  erste  derselben  ist  i^^i^^"--^,  auf  welches  weitere 
Glieder  folgen,  die  für  x  =  a  in  niedrigerer  Ordnung  unendlich  werden.  Brinirl 
man  jetzt  die  Diflerenlialgleichung  ,1.)  auf  die  Form 


wo 


(5.. 


,  .  d"'M  d"-'M  ,  ..        ^ 


-1     T  <    i      '-        ö^  ~     J   ,0-2"' 


1.2...(a-l)         rf.r"-i    '         1.2...(o-2)  rfo: 

(a  =  2,  ...wj  ist,  und  setzt  M^e"N,  so  gehl  (4.)  über  in 


— •-+^-l/p. 


(/"'A' 


rf"'-'A'      ;»(/«-!) 


+'•. 


<i"'--iV 


d.-c' 


^,3rH hff'am-i 


+  - 
£»  j*7  «««  zuzmehen,    ob  die.    Grosse  z  sich    so    bestiiinucn    lasst .    class  Glei- 


+  (m— l)rt„,_2r, 
+  Cm-2)n,„_,r, 
+  ••• 


rfA 


+  o„, 


Af  =  0. 
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chung  v6.)  ein  Integral  mn  der  Form  {x-ay^c^ix-a)'  haben  kann.  Hierzu 
muss  der  charakteristische  Index  dieser  Diff-erentiatgleichnng  kleiner  als  die 
Ordnung  sein.     (Abh.  Bd.  75   dieses  Journals  No.  1.) 

Nun  ist  in  o,  der  höchste  Exponent  von  {x-a}-'  gleich  ai,/*+l). 
Daher  wird  in  einer  Horizonlalreihe  in  (ö.)  n(l,(m-bjai,.-«— t)  '"  welcher 
entweder  r„  =  1  oder  r,  für  x  =  a  von  Null  verschieden  ist,  das  folgende 
Glied  in  einer  Ordnung  für  x  =  a  unendlich,  die  um  «+1  höher  ist,  als  bei 
dem  vorherffehenden.  Wenn  man  daher  die  Coefficieulen  zweier  aufeinander 
folgenden  Differentialquotienten  von  N  betrachtet  und  bei  jedem  von  beiden 
Coeificienten  von  allen  Potenzen  von  {x-a)'',  die  in  den  Gliedern  vor- 
kommen, die  höchste  herausnimmt,  so  ist  dieselbe  bei  dem  Coefficienten  des 
niedrigeren  Differentialquotienten  wenigstens  um  n+i  höher.  Damit  also  der 
charakterislische   Index   kleiner  als   m  werde,   ist   folgende   Bedingung   noth- 

w  endig: 

Nimmt  man  bei  dem  Ausdrucke 

{7.)       a„,  +  ö„,.,r,H \-r,„ 

^on  allen  Potenzen  von  {x-ar\  die  in  den  Summanden  desselben  vorkommen, 
die  höchste  heraus,  so  muss  diese  mit  den  n-\  niedrigeren  aus  dem  Gesammt- 
ausdruck  (7.)  ausfallen. 

Da  in  u,  die  Glieder,  die  auf  z'  folgen,  in  einer  Ordnung  für  x  =  a 
unendlich  werden,  die  wenigstens  um  n  niedriger  ist,  als  in  z%  so  ergiebt 
sich,  dass  wenn  man  bei  beliebigem  z  =  ^  von  allen  Potenzen  von  (x-a)"', 
die  in  den  Summanden  des  Ausdruckes  (7.)  vorkommen,  die  höchste  und  die 
w-1  niedrigeren  herausnimmt,  diese  in  den  einzelnen  Summanden  des  Aus- 
druckes (T."!  dieselben  sind,  die  aus  den   Summanden  des  Ausdruckes 

iS.i       z"'  +  /-,s"'~'H Vr,., 

hervorgehen,  und  diese  stimmen  wieder,  wie  sich  aus  den  Formeln  (5.)  er- 
giebt, mit  denjenigen  üherein,  die  die  Summanden  des  Ausdruckes 

(9.)       z."'-p,2"'~'  + ••■  +  (-■•)'"/'.. 
liefern.     Wenn  ferner  der  charakteristische  Index  in  Gleichung  (1.)  h  ist,  so 
kommt  die  höchste  Potenz  von  {x-ar'  von  allen,  die  sich  in  den  Summanden 
von    (9.)    finden,    nebst    den    n-i    niedrigeren    nur   in    den    Summanden   des 

Ausdruckes 

(tO.)       2'"-/Ji5"'~'  +  ---4-l.-i)7^/.-"  ' 
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\or,  und  damit  dieselben  aus  diesem  Ausdrucke,  wenn  A>0  ist.  ausl'allen, 
ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  dieselbe  Bedingung  erfüllt  sei  bei  dem 
Ausdrucke 

(11.)  2"-;,,z."-'  +  ...  +  (-iy'jt,,. 

-4?/«  dem  Ausdrucke  {li.)  müssen  also,  wenn  mau  z  =  —j—^  w  =  ^c_,{x—ar'' 

einsetzt,  von  allen  Potenzen  ton  (x  — o)  ',  die  in  den  Summanden  vorkommen, 
die  höchste  und  die  n—\  niedrigeren  verschtcinden.  Diese  Bedingung  bestimmt 
z-unäckst  den  Exponenten  «  +  1  der  höchsten  Potenz  ron  {x~a^~^  in  z  und 
den  Coefßcienten  dieser  Potenz. 

Die  Ordnungszahl,  in  der  p^  für  x  =  a  unendlich  ist,  wird  wie  früher 
(No.  3)  durch  n^  bezeichnet,  wo  ti^  =  0  ist.  wenn  p^  für  x  =  a  nicht  unend- 
lich. Die  Exponenten  der  höchsten  Potenzen  von  (x  — «)"',  die  in  den  ein- 
zelnen Summanden  von  (11.)  vorkommen,  sind  dann  in  der  Reihe: 

(12.)  Ä(»  +  l),        7/,  +  (>-l)(«+l),        57.+  (A-2)(w+1),        •     .     •        ^/, 

enthalten,  wenn  tt^  >  0  ist;  und  wenn  n^  =  0  ist,  so  ist  in  dem  betreffenden 
Summanden  der  höchste  Exponent  von  i^a;— a)"'  kleiner  als  die  erste  der 
Zahlen  der  Reihe  (12.).  Demnach  geht  der  höchste  Exponent  von  allen  Po- 
tenzen von  {x—a)~\  die  in  den  Summanden  des  Ausdrucks  (11.)  vorkommen, 
immer  aus  der  Reihe  (12.)  hervor.  Er  muss  nun.  damit  die  entsprechende 
Potenz  von  (^x— a)~'  aus  (11.)  ausfällt,  wenigstens  zweimal  in  der  Reihe  i12.i 
vorkommen.     Bringt  man  diese  Reihe  auf  die  Form : 

(13.)       Ä(«  +  l),     7i,  +  (A-l)(w+l),     2--'J-  +  (A-2)(«  +  l),     ...     h-^^. 
so  sind  hier  die  positiven  Zahlen 


(14.) 


2  '  h 


zu  untersuchen,  von  denen  die  letzte  '^—j^  ist.  Bezeichnet  man  die  grössle 
(lies(;r  Zahlen  durcli  ij ,  so  kann  «+1  nicht  grösser  als  y  sein,  wtil  sonst 
Ä("i-1)  grösser,  als  alle  anderen  Zahlen  in  der  Reihe  (13.)  würde.  Es  muss 
daher,  damit  ein  brauchbarer  Werlh  von  n-ri  möglich  ist,  g  ^2  sein,  worin 
enthalten  ist,  dass  n,,  jedenfalls  ^ä  +  2.    Es  sei  nun  g^2  und   trete  zuletzt 

bei  --  auf.  Ist  dasselbe  ganzzahlig,  so  bestimmt  es  einen  W  erth  von 
//-fl     lind     der    Coeflicienl    von     {x  —  ar''    in    5    wird     beslimml     durch     di<' 
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Gleichung: 

(15.)  ff-[p,{x~d)%^„o-'^[p,{x-af%^,a-  -'_...  ^ (_iyrp.(^_„)c..]^^^  ^  0. 
Setzt  man  hierauf,  wenn  g' >  2  ist,  kleinere  Zahlen  als  g  für  «+1  in  die 
Reihe  (13.)  ein,  so  ist  immer  c— ^  +  (A— c)(7*-|-l^  grösser,  als  die  vorher- 
gehenden Zahlen,  daher  kann  ein  weiterer  Werth  von  m+1  nur  aus  der  Reihe 

(16.)  .7,+  (A-C)(«+l),       JI,+,+  (A-C-l)(«  +  l).        ...        TT, 

für  «+1  <ig  hervorgehen.  Hier  hat  man  nun  in  derselben  Weise  wie  vorher 
die  Reihe 

(17.)  {h~C){n-\-\\        77,^.1-7?,+ (/t  —  C  —  l)(»-hll.        .     .  TT»  — 71, 

zu  untersuchen.     Von  den  Zahlen 

/  ^  t-i  '^r+''  ■ —  ^1  ^n  —  ^c 

(18.)        n^.^,-n,,     -^2  —  '      •   •   •      "h^T^ 

wovon  die  letzte  jedenfalls  positiv,  sei  die  grösste  positive  g .  n-\-\  kann 
nicht  grösser,  als  g'  sein,    weil  sonst  die  erste  Zahl  in  (16.)    grösser  als  die 

folgenden.     Nun  ist  g    kleiner,    als  g  =  —;    denn   g'  =    '',_    '  <C  — ,    c<ic', 

weil  -7<C-^-     Es  sei  o' I>  2  und  trete  zuletzt  bei  — ^ '-    auf.       Dasselbe 

c'         <•  "   —  c'~c 

bestimmt,  wenn  es  ganzzahlig  ist.  einen  Werih  von  »-fl   und  der  Coefficient 

von  {x  —  aY"'  in  s  ist  Wurzel  der  Gleichung 

(19.)        „^■-•-[P!:iJ-(ar-o;"J_a''--'+-..  +  (-iy'  '[-^(x-a)<''-^>''']^._  -  0. 

Ist  g'  >  2,  so  hat  man  in  gleicher  Weise  die  Reihe 

(20.)      TT,.,, -TT,.,    — i^ .    .  .  .     -jzr^ 

zu  untersuchen,  in  der  die  grössle  positive  ganze  Zahl  g"  •<.g'  ist,  da 


ist.  c'  <1  c",  weil 


n^.. 

—  Tlr' 

c" 

—  c' 

n,.-  - 

—  Tc 

9 

= 

n,.< 

—  STr 

c< 

—  c 

"c 

-  n,. 

•    c"—  c  c—  c 


Auf  diese  Weise  erhält  man  also  eindeutig  die  möglichen  Werthe  ton 
n-\-\  aus  den  Zahlen  g,  g  etc.  und  die  zugehörigen  Coefßcieuten  von  (x  — «)"*"+'' 
in  s  bezüglich  ak   Wurzeln  der  Gleichungen  (15.),  (19.)  etc. 

Es    werde   nun    zunächst    dieselbe    Untersuchung   an   derjenigen   DifiFe- 
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renlialgleichu  ng  aneeslelll.  die  man  nus  (1.)  durch  die  Subslilulion 

erhält: 

(21.)     -^jjär  -^^±:?-+----r(-rr-^p^!.Ljr-  =  o. 

wenn  ftin—  in  der  l  iiigehunff  von  x  =  «  einwerlhig  und  für  j  —  a  in  end- 

lieber  Ordnung  unendlich  wird.     Die  Coefficienten  von  M'-'*  in  dieser  Gleichung 
sind  (No.  2) 

(22.)       ;,,  =  pi"+^+;.ll^,-^^,     a=U...m,     p'.- =  U    ;,<■'  =  0. 

Der  dem    Ausdrucke  (11.»   entsprechende   Ausdruck    bei    der    Gleichung  (21.) 

wird,  wenn  t-^^^—  für  x=a  in   liöherer.    als    der  ersten  Ordnung  unend- 

lieh,    so    dass    der    charaklerislisclic    Index  h  der  Gleichung   (1.)    um    1    ver- 
mindert worden  ist. 

(23.)        ,/--;,p), /-+... +  ^_l)->p(0,, 

und  wenn  ^^-^i^  für  x  =  a  in  niciit  höherer,    als  der  ersten  Ordnung  un- 

dx  " 

endlich. 

(24  I       w'-p}"tf*-'-f  •••  +  (-! y>l'*. 

Setzt   man    aber   für  p^    den  Werth  (^22.)  in    die  Formel  (Hi    ein.    so    sieht 

man,  dass  die  höchste  Potenz  von  {x  —  aT^  von  allen,  die  in  den  Summanden 

von  (11.)  vorkommen  und  die  n—i   niedrigeren   in    dem  ersteren  Falle,    wo 

dlogjtt' 

.   '"      in  höherer  als    der   ersten  Ordnun«?    unendlich  wird,    dieselben  sein 

dx  ^ 

müssen  in  den  Summanden  des  Ausdruckes 

(25.»       l.  +  (-lV-G'-,+,i:^.^^).  +  (-l)V-.^- 

in  dem  zweiten  Falle  dieselben  in  den  Summanden  des  Ausdruckes: 

Sucht  man  min  durch   die  Bedingung,  die  bei  (11.)  angegeben  ist.  die  höcli^le 

Jouniiil  für  M.itl^-niiUik.  B.l    LXXVI.    llefi  4-  38 
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Polenz  von  {x  —  a)~^  in  u  und  z  aus  den  beiden  Ausdrücken  (23.)  und  (25.) 
zu  beslimmen,  so  sieht  man  aus  dein  Vergleiche  dieser  beiden  Ausdrücke, 
dass  jeder  Exponent  der  höchsten  Polenz  von  {x  —  aY^  und  der  zugehörige 
Coefficient  in  den  Grössen  ?/  bei  der  Dift'erenlialgleichung  (21.),  auch  in  den 
Grössen  z  bei  Gleichung  (1.)  vorkommen  und  ausserdeui  bei  letzterer  Glei- 
chung die  entsprechenden  Werihe  aus  /'"'.  Und  vergleicht  man  (24.)  mit 
(26.),  so  ergiebl  sicli,  dass  jene  E.\poncnlen  und  Cocfficienlen  bei  beiden 
Dillerentialgleicliungen  dieselben  sind.     Daraus  folg!: 

Weim  man  die  Integrale  (2.)  in  No.  5  avfslellt  nnd  diejenigen  Grössen 

,«"'   untersucht ,  bei  welchen  — t^—  in  endlicher,  aber  höherer,  als  der  ersten 

'  '  d.v  '  ' 

Ordnung  für  x  —  a  unendlich  wird,  so  ergiebt  sich,  dass  der  Exponent  nnd 
Cuef/icient  der  höchsten  Potenz  von  (x  — a)~'  in  — ^ —  unter  den  entspre- 
chenden Werthen  enthalten  sind,  die  bei  der  Grösse  z  ton  Gleichung  (1.)  auf- 
treten und  aus  Formel  (11.)  nach  dem  Vorhergehenden  bestimmt  sind.  Die 
Anzahl  der  genannten  Grössen  jli  kann  nicht  grösser  sein,  als  die  Summe  der 
Wurzeln  der  GleicJiungen  (15.),  (19.)  etc.,  die  bei  Bestimmung  von  z  auftreten. 
Es  ist  nun  die  Grösse  z  bei  Gleichung  (1 .)  aus  der  Bedingung ,  die 
bei  (II.)  angegeben,  toeiter  zu  bestimmen.  Aus  den  Zahlen  g,  g  etc.  sei 
also  ein  brauchbarer  Exponent  «+1  von  (a;  — a)~'  gefunden  und  man  nehme 
als  Coefficienlen  dieser  Potenz  eine  einfache  Wurzel  der  zugehörigen  Glei- 
chungen (15.),  (19.)  etc.    Es  werde  der  Ausdruck  (11.)  durch  f(z)  bezeichnet. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  verschwindet  in     ^y   der  Coefficient  K 

der  höchsten  Potenz  von  (a;— «)"'  von  allen  Potenzen,  die  in  den  Summanden 

vorkoiniucn,  nicht.     Die  n  Coefficienlen  in  z- = -j— ,  w  —  ^c^Jx  —  a)""   sind 

dann  durch  die  IJedingung,  die  bei  (11. j  angegeben,  e/inleulig  bestimmt.  Denn 
stellt  man  die  diese  Bedingung,  ausdrückenden  n  Gleichungen  auf,  so  führt 
jede  neue  einen  folgenden  Coelficjenten  von  s  im  ersten  Grade  ein,  raulti- 
plicirl  mit  der  von  Null  verschiedenen  Grösse  /('.  Es  ist  nun  ebenfalls  von 
Null  verschieden  der  Coefficient  der  höchsten  Polenz  von  {x-~a)~'  aus  allen 
Summanden  von 

dN 
Lelztere  Polenz  mit  ihrem  Coefficienlen  ist  aber  im  Factor  von  ~  in  Gleichung  (6.) 
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gleich  der  höclisk'u  Folenz  von  j— or'  von  allen,  die  in  den  Summanden  enlliallen 
sind.  Und  da  von  den  n^\  hölieren  Potenzen  von  (x  —  aY\  den  hoclislen. 
die  in  den  Summanden  des  Faclors  von  jY  enthalten  sind,  die  höchste  und 
die  n—\  niedrigeren  aus  diesem  Factor  ausfallen,  so  wird  der  cliarahleristisclie 
Index  hl  Glekhuiic]  iß.)  gleich  /«— 1.  Zugleich  ergiebt  sich  aus  Formel  (25.) 
und  (26. 1,  dass  die  Ausdrücke  von  ;•,  die  einlachen  Wurzeln  der  Gleichungen 
(15.),  (19.)  etc.  entsprechen  und  nicht  hei  der  Reduction  verwandt  werden, 
in  der  neuen  Differentialgleichung  unverändert  erhallen  bleiben.  Wenn  eine 
Wurzel  der  Gleichungen  (15.),  (^19.)  etc.  mehrfach  r  mal  vorkommt,  so  ver- 

schwindet  in  — ^—  die  höchste  Potenz  von  [x  —  a)  '  von  allen,    die  in  den 

einzelnen  Summanden  vorkommen,  nicht.    Der  Coefficient  der  höchsten  Potenz 

d'N 
von    (j  — a)~'    aus    allen  Summanden   in    dem  Factor   von   -t-^   verschwindet 

rf  -'  A 
nicht,  während  dies  der  Fall  ist  hei  den  Facloren  von  -r-p~y — A.     Die  Be- 

slimmung  der  Coefficienten  in  z  wird  im  Allgemeinen  mehrdeutig;  es  treten 
ausser  den  durch  die  Bedingung  bei  Formel  (11.)  gegebenen  u  Gleichungen 
noch  so  viele  hinzu,  dass  der  charakteristische  Index  in  Gleichung  (6.)  kleiner 
als  die  Ordnung  wird.  — 

Wenn  man  voraussetzt,  dass  die  Gleichung  (1.)  in  No.  4 

711— h  reguläre  Integrale  habe,  so  müssen  die  Integrale  der  Gleichung  {i.) 
der  vorliegenden  Nummer  von  der  Form 

e'^x  —  ay^cjx  —  df,     w  =  ^'c_,(x-fl)-'" 
auch  der  Gleichung  (3.)  in  No.  4 

genügen.  Dann  hängen  durch  Formel  t,14  )  in  No.  2  die  Grössen  g^  mil  /», 
und  p['''  zusammen,  und  es  ist 

Ks  werde  nun  dieser  Zusammenhang  der  Grössen  y^  mil  p^  und  /;!  '  durch 
Formel  (14.)  in  No.  2  als  bestehend  vorausgesetzt,  wobei  die  Grössen />i''  den 
charakterislisclien  Index   Null    und    //,,    den    charakteristischen  Index    l>    haben. 
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Alsdann  ist  der  Ausdruck 

(28.)       r''-^,ü'-'  +  -  +  (-l)"^,„ 
f  =  -^,  ?»' —  <5;Ä_^(a;  — «)"",   der  bei  Gleiciiung  (27.)    dem  Ausdrucke  (11.) 

bei  Gleichung  (1.)  entspricht,  zu  untersuchen  und  zuzusehen,  inwiefern  sich  aus 
(11.)  und  (28.)  durch  die  Bedingung-,  die  bei  (11.)  angegeben  ist,  übercinslininiende 
Werlhe  von  z  und  v  ergeben.  Setzt  man  aber  in  iH.)  für  /^  seinen  Aus- 
druck durch  Formel  (14.)  in  No.  2,  so  ergiebt  sich,  dass  bei  einem  beliebigen 
z-  die  höchste  Potenz  von  {x  —  a)~*  aus  allen  Summanden  und  die  «—1  nie- 
drigeren, die  in  den  einzelnen  Summanden  von  (11.)  vorkommen,  dieselben 
sein  müssen,  die  für  z- = »  aus  den  Summanden  von  (28.)  hervorgeben. 
Daraus  folgt,  dass  die  höchste  Potenz  von  {x  —  a)~'  aus  allen  Summanden 
von  (28.),  die  aus  dem  Gesammtausdrucke  (28. )  ausfällt,  dieselben  Exponenten 
hat  und  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  dieser  Potenz  dieselben  Gleichungen 
bestehen  wie  bei  (11.).  Einer  einfachen  Wurzel  einer  solchen  Gleichung 
entspricht  dann  derselbe  vollständig  bestimmte  Ausdruck  von  z-  und  v,  und  der 
charakteristische  Index  wird  bei  Gleichung  (27.)  nach  Substitution  von  S  =  e"'"r, 

—-— =  V  um  Eins  weniger  als  die  Ordnung,  wie  bei  Gleichung  (6.).  Man 
erhält  alsdann  aus  beiden  DiHurenlialgleichungen  Enlwickclungen  der  Form 
(a;— o)'\^'Cj(a;  — a)%  wo  c„  von  Null  verschieden  ist,  wo  man  von  der  Grösse 

r  noch  nachweisen  kann,  dass  sie  für  beide  Gleichungen  dieselbe  ist.  üenn 
— r  wird  (vgl.  Abb.  Bd.  74,  No.  6)  bei  Gleichung  (6.)  gleich  einem  Quotienten, 
dessen    Nenner   der   von  Null    verschiedene  Coefficient   der   höchsten   Potenz 

rfJV 
von  {x—ar'  von  allen  ist,  die  in  den  Summanden  des  Factors  von  -t-^  vor- 
kommen,  und   dessen   Zähler    der   Coelficient  der   um   Eins    höheren  Potenz 
von  (;r— o)~'  im  Factor  von  N  ist.     Nun  wird  dieser  Quotient  bei  Gleichung 
(6.),  wenn  der  Ausdruck  (11.)  gleich  /(z)  gesetzt  wird,  gleich  der  Grösse: 


r/,."-*fl .^  j. '^    ^s"'"Y(5)      ,  öV-^/(z)  rfs     ,    ..;,+,         „_,,.,\    x~a  -. 

ird  gleich : 

W^-"'^  dx      dz         -     dz''      dx^^'     '^      ^""^    Jdf^l 


(29.) 

und  diese  wird  gleich: 

,,,    ,.w+^^-i^l^-^-')->.--)i 

(30.)       L  -  dz 

Der  entsprechende  Quotient  bei  Gleichung  (27.)  wird,  wenn  der  Ausdruck  (28.) 
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g-leich  (/  (r)  geselz.i   wird: 


(31 


dv     J.    „ 


Da  nun  s  -  «  ist  und  in  f[z)  und  ./.(r)  die  höchste  Potenz  von  (.r-«)-'  aus 
allen  Summanden  in  den  entsprechenden  Summanden  vorkommt  mit  üi)erein- 
slimmenden  CoefCcienlen,  so  hat  man 

lUx    ÖS        -    ÖS'    dxj  dß^\       ~\\.dx~ä^~'^~d^^To)dcfiv)\      ' 
Und  setzt  ».an  in  j^^^|^^l        für  />„  in  ^  den  Ausdruck  durch  Forme! 
(14.)  in  No.  2,  so  erhält  man 

ö^ ÖÄ« ■ P\\x~a^ 

*-         «9^         J-"     L  -^T  J,    , 

und  dieses  wird  rjK^^ZiO-]      _^_iv,i .  rP*+iC^-«)  i  ,„^,      ,       ,. 

ivW  *-    ^        'ö7(Ö~~        '     \vodurch     die 

Uebereinstimmung-  der  Werlho  von  r  erwiesen  ist.   — 

Ist  nun  z  so  heslininit,  dass  der  charakteristische  Index  in  Gleichun«»- 
(6.)  kleiner  als  m  wird,  so  kommt  es  auf  die  Convergenz  der  formellen 
EntWickelungen  der  regulären  Integrale  von  (6.)  an,  welche  Eutwickelungen 
man  nach  Abhandlung  Bd.  74  No.  8  bildet.  Nach  dem  Vorhergehenden  wird  zu 
einem  Werthe  von  s  der  charakteristische  Index  der  Gleichung  (6.)  im  Allgemeinen 
m~\  ;  zu  diesem  Werthe  von  z  hat  man  dann  eine  einzige  Entwickelung  der  Form 

in  Bezug  auf  die  Convergenz  zu  untersuchen.  Findet  man  mehrere  Integrale 
von  der  Form  (9.j  in  No.  5,  worin  w,  w'  von  Null  verschieden,  so  kann 
man  nach  No.  5  Salz  V.  mit  diesen  die  (Gleichung  (1.)  ebenso  oll  roducireu. 
und  hat,  wenn  die  Anzahl  jener  lnlegral(>  kleiner  als  li  war,  die  reducirle 
Gleichung  in  derselben  Weise  zu  uniersuchen.  Erijchcu  sich  ans  ilvn  Aus- 
drücken (I4.J,  (18.)  eic.  solche  Werthe  des  E.rpoiienleii  // + 1  der  höchsten 
Potenz  von  {x~a)~'  in  z,  dass  die  Wurzeln  der  die  doef/icienten  dieser 
Potenz  bestimmenden   (lleichunyen  (15.),   (19.)  etc.   in   der  Anz-aht  h  auftreten 
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und  jede  einfach  in  der  bcfre/fenden  Gleichinuj  rnrkonnnf.  ao  erhält  man  h 
vollständig  bestimmte  Entwickelmigen   der   Form  e"'(x  —  a)'2^c^(x~a)'',    worin 

die  Grössen  w  von  einander  verschieden  sind,  welche  Entwickebingen,  wenn 
sie  conrergiren.  ebenso  viele  Integra' e  der  Gleichung  [\.\  darstellen.  Mittels 
derselben  wird  nach  No.  5  die  Dillerenlialgleichung  (14.)  in  No.  5,  die  alsdann 
m  —  h  reguläre  Integrale  cnlliält,  durch  die  Formel  (10.  >  in  No.  2  aufgelöst, 
in  welcher  Formel  die  rechte  Seile  mittels  der  vorhin  genannten  //  Integrale 
dargestellt  wird  und  die  linke  Seite,  gleich  Null  gesetzt,  die  regulären  integrale 
enthält.  Nach  No.  I  ist  dadurch  auch  die  Dillerentialgleichung  (1.)  der  vor- 
liegenden Nummer  aufgelöst. 

Berlin,  den  7.  Mai  1873. 


Abliiicl;   .T.is  dem   ,,lo;inial  für  die  reine  und  angi-wandie  Mathematik",   Bd.  76) 
tOedruckt  bei  Georg  Ueinier  in  iJerlin.) 
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Zur  Theorie  der  linearen  Differentialj^ieicluin^en. 

(Fortsetz.iDg  der  Bd.  74,  Tö  und  7»;  dieses  Journals  erschieoeneu  AbbaDdluDgea.; 
(Von  Herrn  L.   W.  Thome.) 


\J  eber  die  homogene  lineare  Differentialgleichung 

/4  ^  d"'V   ,        d"'-'y   ,         ,  „ 

deren  Coefficienten  in  der  Umgebung  eines  Punktes  x  —  a  einwerthige  und, 
abgesehen  von  diesem  Punkte,  stetige  analytische  Functionen  sind,  hat  der 
Verfasser  in  den  Bd.  74  bis  76  dieses  Journals  Untersuchungen  angestellt,  die 
im  Naclistehenden  auf  Differentialgleichungen,  deren  Coefficienten  p  rationale 
Functionen  von  x  sind,  angewendet  werden. 

Diejenigen  Punkte  im  Endlichen,  in  welchen  die  Coefficienten  aufhören 
endlich  zu  sein,  und  der  Punkt  x  =  oc^  wenn  nach  Substitution  von  x  =  r^ 
in  der  Differentialgleichung  die  Coefficienten  für  /  =  0  nicht  endlich  bleiben, 
sind  die  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung. 

Es  sei  zunächst  der  charakteristische  Index  (Abb.  Bd.  75,  No.  1)  bei 
jedem  singulären  Punkte  im  Endlichen  gleich  t  und  für  x  — 1~\  /  =  0  sei 
derselbe  ^1.  Die  Anzahl  der  linearunabhängigen  regulären  Integrale,  die 
die  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  jedes  singulären  Punktes  im  End- 
lichen hat,  ist  höchstens  /»-!;  und  für  x  =  t-\  <  =  0  höchstens  /«-l,  wenn 
der  charakteristische  Inde.v  gleich  1  ist,  und  gleich  m,  wenn  derselbe  gleich 
Null  ist.  Wenn  die  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  eines  singulären 
Punktes  a  in  der  That  m-1  linearunabhängige  reguläre  Integrale  hat,  so  ge- 
nügen dieselben  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  (/w-l)'«""  Ord- 
nung mit  in  der  Umgebung  von  x  =  a  einwerlbigen  Coefficienten,  die  für  x  =  a 
in  endlicher  Ordnung  unendlich  werden  und  deren  charakteristischer  Index 
gleich  Null  ist  (Abb.  Bd.  75,  No.  5). 

Wir  wollen  nun  die  Bedingungen  dafür  aufsuchen,  dass  die  Di/frrcnlial- 
gleiclumg  (1.)  die  sämmtlicheu  Integrale  einer  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung (/«-!)'«'•  Ordnung  mit  allenthalben  einn-crthigen  Coefficienten  enthalte. 
die  im  Endlichen  keine  anderen  singulären  Punkte,  als  die  urspningliche  Di/fe- 
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renlialgicichiiiifj,  besitze  und  deren  Integrale  in  der  Umgebung  jedes  singnlären 
Punktes  regtdcir  sind. 

Es  kann  nur  eine  solche  Differentialgleichung  gehen,  da  die  m—1  re- 
gulären Integrale  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  in  der  Umgehung  eines 
singulären  Punktes  im  Endlichen  nur  einer  homogenen  linearen  Differentialglei- 
chung {ni—iy'^'^  Ordnung  geniigen,  und  die  Coefficienten  analytische  Functionen 
sind.  Alsdann  muss  der  charakteristische  Index  in  dieser  Differentialgleichung  hei 
jedem  der  singulären  Punkte  im  Endlichen  und  für  x  — 1~^,  t  =  0  gleich  Null 
sein.  Es  seien  die  singulären  Punkte  im  Endlichen  in  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung  Oi,  «2,  ••-  his  a^  und  (x  —  ai)(x-a2)...{x—a^)  =  (f{x). 
Dann  muss  die  zweite  die  Form  hahen: 

d"'-hj    ,  V^W.  t/"'~-y   ,     V^aW    t/"-^y  VJ.n-i(.x)        ^  ^ 

L^'J  (lx'"-'~^  (p(:x-)    f/x"'--"*'(f/'(a;))-Wa;"'-5"^'"""^  (r/,(x))'"-' ^  ' 

WO  t/'aix)  eine  ganze  rationale  Function,  deren  Grad  -^a^y.—i)  (vgl.  die 
Ahh.  des  Herrn  Fuchs,  Bd.  66,  S.  139).  In  dieser  Differentialgleichung  (2.) 
brauchen  nicht  alle  Punkte  Oj  bis  «^  singulär  zu  sein.  Und  enthält  die  Diffe- 
rentialgleichung (1.)  die  Integrale  einer  Differentialgleichung  der  Form  (2,), 
so  enthält  sie  die  Integrale  einer  Differentialgleichung  von  der  verlangten  Be- 
schaffenheit. 

Die  Mittel,  diese  Differentialgleichung  (2.)  vollständig  zu  bestimmen, 
sind  in  der  Abh.  Bd.  75  dieses  Journals  enthalten. 

Sind  die  m  linearunabhängigen  Integrale  einer  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  /«*«■■  Ordnung  F„Xy,  x)  =  0  mit  beliebigen  Coefficienten  p^, 

in  welcher  -~-  den  Coefficienten  Eins  hat,  auf  die  Form  gebracht: 

(3.)       2/1  =  »,,     yi^vijvzdx,     .  .  .     y,„=^'VtJdxv2..Jv,„dx 
und  bildet  man  mit  den  /«— 1   ersten  die  Differentialgleichung  (/»— l)'«''  Ordnung 

(4.)      ^^+h^+-+L-.y  =  F„._,(,,  X)  =  0, 
so  ist 

wo  c„,  eine  Constante,  erste  Integralgleichung  zu  F„Xy,x)  =  0.  Setzt  man 
(»iPj... »,„)"'  =  M,  so  ist  identisch 

(5.)       MF.^Xy,x)  -  -^{MF,„_dy,x)). 


Daher 
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(6.)       Mp,  =  Ml,  +  -±(Ml,_,) 


oder 


und 


(7.)       />.  =  4  +  ^  +  4-.-^,     (a  =  l...;«j,     /.,=  !,     /„.  =  0 


(8.)       ^^  =  P.~h,     M=eß--''>- 


dx 

Und  umgekehrt:   Ist  das  Gleichungssystem  (6.)  oder  (7.)  erfüllt,  so  wird 

(9.)       F,„_,(y,x)  =  c,„M-' 

erste  Integralgleichung  zu  FJy,x)=^0.  M  genügt  alsdann  der  Differenlial- 
gleichung,  die  man  durch  Elimination  der  Grössen  /  aus  (6.)  erhält: 

(10.)    t^-t^^....H-irP.J'  -  0. 

Wenn  nun  die  Dill'crenfialoleichiing  (1,  in  der  Umgehung  des  singulären 
Punktes  x=a,  wo  der  cliarakteristische  Index  gleich  Eins  ist,  ;«— 1  linearunai)liän- 
gige  reguläre  Integrale  hat,  so  sei  die  Differentialgleichung  (m— 1)*"  Ordnung  mit 
dem  charakteristischen  Index  gleich  Null,  der  dieselben  genügen,  die  Gleicluing 
(4.).  Der  Coefficient  /i  wird  alsdann  höchstens  in  der  ersten  Ordnung  für  x  =  a 
unendlich.    Nun  ist  aber  nach  Abh.  Bd.  75,  No.  5  der  Coefficient  von  (a;— a)~* 

in  /,  bekannt,  nämlich  (  —  (x—a))     .     Dies   war  in  Abh.  Bd.  75,  No.  5  aus 

der  Betrachtung  der  Coefficienten  der  algebraischen  Gleichung  gezogen,  welche 
die  Exponenten  der  m~\  regulären  Integrale  von  üilforentialgleichung  (1.) 
in  der  Umgebung  von  x  =  a  bestimmt;  und  es  ergab  sich  auch  aus  der  ein- 
zigen formellen  Entwickelung  der  Gestalt  &'''''^ {x  —  a)'' ^c^{x  —  a^f^  wo  c,,  von 

Null  verschieden,  die  die  Difl'erenlialgleichung  (10.)  für  tJI  =  e '*''"''*''  zulässl, 

wo  nämlich   r  —  —{—{x—a])       wurde.    Unmittelbar  kann  man  dasselbe  aus 

der  zweiten  Gleichung  (7.)  entnehmen,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die 
Coefficienten  p  den  charakteristischen  Index  gleich  Eins,  /  den  charakteristischen 
Index  gleich  Null  haben  sollen. 

Soll  daher  die  Dill'ercntialgleichung  l.}  die  Integrale  einer  DiiVoronlial- 
gleichung  der  Form  (2.)    enthalten,    so    muss    der   äciil    geltroclienc    rationale 
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Coefficient 

^  (a;— a,)...(a;-a,)       .=1/  dcp  \        ,^_^x        0=1  a;  — a, 

V    dx    A=aa  " 

werden.     Setzt  man  demnach  in  dem  Gleichungssysteme  (7.) 


0=1 


so  muss  das  Gleichungssystem  erfüllt  werden,  wenn  man  für  die  Coefficienten 
4  die  Coefficienten    aus  Differentialgleichung  (2.)    entnimmt.     Und  umgekehrt: 

Berechnet  man  bei  dem  angegebenen  Werthe  von   — -^ — aus  den  m—l  ersten 

Gleichungen  (7.)  successive  eindeutig  die  rationalen  Functionen  /,  bis  /„,_,  und 
ist  alsdann  auch  die  m*<^  Gleichung  (7.)  erfüllt,  so  ist  erstens  die  Gleichung 
(9.)  erste  Integralgleichung  zu  (1.)  und  zweitens  haben  die  Coefficienten  /„  die 
Form  der  gleichstelligen  in  der  Diderenlialgleichung  (2.). 

Denn  alsdann  ist  bei  jedem  singulären  Punkte  im  Endlichen  und  für 
X  =  t^\  /  =  0  der  charakteristische  Index  der  Coefficienten  4  gleich  Null. 
Bei  jedem  singulären  Punkte  a  im  Endlichen  Ist  nämlich  der  charakteristische 
Index  in  der  DilTerenlialgleichung 

(13.)       ^-{p,-l,)M=  0 

gleich  Eins.     Daher  wird  nach  Abb.  Bd.  75,  No.  4  der  charakteristische  Index 
der  Coefficienten  4  um  Eins   niedriger  als  der  von  /;„,  also  gleich  Null.     Es 
ist  ferner  der  Punkt  x  =  t~\  t  =  0  zu  untersuchen. 
Für  X  =  /"'  wird 

IbT"  -a-ii  f  T/Z'!      ' 

und  wenn  man  ic  =  /  '  in  F„Xy,x)  einführt  und 

(14.)    Fjy,n  =  {-irf-F:,xy,t) 

setzt,  so  wird 


(15.) 


(?»-1)...(?«-a+l)  (TO-2)...(OT-a)  ^(_iY  M  '^""'V 
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Es  werde  ebenso 

(16.)     F„uy,n  =  i-i)"-'e"'-'K,-.{y,t) 

gesetzt.     Alsdann  folgt  aus 

Mix)FJy,x)  =  -^(Mix)F,„_,(y,x)), 

(17.)        Minf-'-FUy,  t)  =  -^-(Minf-"-^-F:_,iy,  0), 

und  wenn  M(t''^).f-"'-''  durch  M'  bezeichnet  wird,  so  folgt  aus  der  Differen- 
tialgleichung (13.),  dass  M'  der  Differentialgleichung 

(18.)    if +(a^A_lii=li),r  =  0 

Genüge  leistet. 

Ist  nun  für  /  =  0  der  charakteristische  Index   der  Differentialgleichung 

F',„iy,t)  =  0  gleich  Eins,  so  muss  in  (15.)  im  Coefficienten  von  ^^^,  nämlich 

mCm  —  i)       p,       ,.     ^   ..         P,     .       1  ..1  .       , 

-^ — -~Y'^  die  Grosse -^'-   in    höherer   als    der   ersten  Ordnung    für   /  =  0 

unendlich  werden.  Demnach  ist  auch  der  charakteristische  Index  in  Diffe- 
rentialgleichung (18.;  gleich  Eins.  Und  ist  derselbe  in  Differentialgleichung 
F„Xy,t)  =  Q  gleich  Null,  so  auch  in  (18.).  Daher  muss  nach  Gleichung  (17.) 
und  Abh.  Bd.  75,  No.  4  der  charakteristische  Index  in  F,;._,(y,  t)  =  0  für  t=Q 
gleich  Null  werden.  Also  hat  die  Differentialgleichung  F„,_i(y,  a;)  =  0  bei 
jedem  singulären  Punkte  im  Endlichen  und  für  x  =  <~*,  /  =  0  den  charakte- 
ristischen Index  gleich  Null  und  demnach  die  Form  von  (2.). 

Dass  es  immer  Diff'erentialgleichungen  (1.)  giebt,  welche  die  Integrale 
einer  Differentialgleichung  der  Form  (2.)  enthalten,  ersieht  man  daraus,  dass 
man  durch  das  umgekehrte  Verfahren  welche  bilden  kann.  Gehl  man  nämlich 
von  einer  beliebigen  Differentialgleichung  (2.)  aus,  macht  diese  zur  Gleichung 

F,n-\[y,x)  =  0  und  setzt  in  (7.)  bei  — -. =p^~l^  für  pi 


(x-a,)^....(a;-aO*x'  "      •   "   ' 

wo  y^x)  eine  ganze  rationale  Function  und  yXa^  {<x=^\  ...■/)  von  Null   ver- 
schieden ist,   so    wird    (Abh.  Bd.  75,  No.  4)    der   charakteristische    Index   der 
Coefficienten  p^  bei  jedem  singulären  Punkte  a  gleich  Eins   und   für  x  =  <~', 
/  =  0,  da  der  von  F'„,_i(y,  t)  -—  0  gleich  Null  ist,  wird  derselbe  1^1. 
Die  Form  der  Coefficienten  p^  ist: 

29* 
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(19.)       \Xi{u,x)  (a=l...;;)  von  Null  verschieden; 

\P-^  =    (.-aji»:S-«ö^-         (a  =  l...«*-1), 
wo  der  Grad  der  ganzen  rationalen  Functionen  x[x)  dadurch   hestimml  wird, 
dass  für  x  =  t~\    1  =  0   der   charaklerislische  Index   der    DifFerenlialgleichung 
(1.)  ^1    sein    soll.      Da    nun    nach    Gleichung    (15.)    der    charakteristische 

Index   von   F[Xy,t)  =  0   hei   /  =  0   derselbe    ist,    wie    der   des    Systems   -^ 

(a  =  0... /«,/;„  =  1),  so  ergiebt  sich,  wenn  der  Grad  von  /t,(ir)  durch  h\  be- 
zeichnet wird: 

Ä^i+«+2(l  +  a)-(f,  +  f2  +  ---f«.+;fa)  +  m-l-a^Ä-,  +  2-(f.  +  ---  +  0  +  »*-l 
(a  =  l...m— 1),  wenn  letzterer  Werth  >m  ist;  sonst  nuiss  der  erstere  ^»« 
sein.     Also 

Äi+«^*i  +  a(jf— 1),     wenn     Ä-,  ^fi  +  ejH \-f=^, 


lund 

(20.)       , 

|Äi+a<fi  +  *2H \-^-^  +  Oi{y.-i\     wenn     Äi<f,  +  f2H [-6^ 


(a  =  l...ff«-l). 

Haben  also  die  Coefßcienten  der  Differentialgleichung  (1.)  f//e  Form, 
die  durch  (19.),  (20.)  angegeben  ist,  so  ist  die  nothwendige  vnd  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass  diese  Differenlialgleichung  die  Integrale  einer  Diffe- 
rentialgleichung der  Form  (2.)  enthalte,  die,  dass,  wenn  man  in  dem  Gleichungs- 
systeme (7.) 


rflogM 


dx  "'     0=1  x  —  a^ 

setzt,  und  aus  den  m  —  \   ersten  Gleichungen  die  Grössen  h  bis  /„,_i  successive 
eindeutig  berechnet,  die  letzte  der  Gleichungen  (7.)  von  selbst  erfüllt  sei. 

Und  alsdann  ist  Gleichung  (9.)  erste  Integralgleichung  zu  (1.)  und  giebt 
für  c,„  =  0  die  Differentialgleichung  (2.). 

Wenn  die  Diflerenlialgleichung  (1.)  in  der  Umgehung  des  Punktes 
x  =  a,  m  —  \  linearunabhi'ingige  reguläre  Integrale  hat,  die  der  Differential- 
gleichung (4.)  genügen,   so  ist  nach  Abb.  Bd.  75,  No.  5  in  4   ^^^  Coefficient 

von  {x  —  ay  bekannt,   nämlich   (^^^^{x—ayj_.     Dieser    ergiebt   sich    auch 
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unmillelbar  aus  System  (7.) 

wenn  die  Coefficienlen  p  den  cliarakterislischen  Index  ffleicli  Eins,  die  /  den- 
selben gleich   Null   haben  sollen.     Daher  ist  in  Dillerenlialgleichung  (2.) 

^210  .d^y  -{~j;-i^-<)L,,^.       \i  =  i...y.  )■ 

^     dx    /i:=«(, 

Berechnet  man  demnach  aus  (7.)  die  Grössen  l^  successive,  so  wird  man  bei 
der  jedesmal  berechneten  zusehen,  ob  sie  von  der  Form  des  gleichstelligen 
Coefficienten  in  (2.)  ist  und  ob  die  Werthe  von  ^paM  mit  den  in  21.)  an- 
gegebenen übereinstimmen.  Denn  ist  dieses  nicht  der  Fall,  so  braucht  die 
Rechnung  nicht  weiter  fortgesetzt  zu  werden,  da  alsdann  nach  dem  Vorher- 
gehenden das  Gleichungssystem  (7.)  nicht  bei  dem  oben  angegebenen  Werthe 
von  — -7^ —  erfüllbar  ist.  Immer  also  ergiebt  eine  directe  Rechnung,  ob  Dilfe- 
rentialgleichung  (1.)  die  Integrale  einer  DilTerentialgleichung  der  Form  (2.) 
enthält  und  welche  die  letztere  ist. 

2. 

Wir    wollen  jetzt   die  Untersuchungen    der   vorigen  Nummer  auf  den 
Fall  ausdehnen,  wo  der  charakteristische  Index  allgemein  gleich  ä  >  0  ist. 
Es  seien  also  die  Coefficienten  in  der  Differentialgleichung 

(!•)    id+p^-d^'^^-'-^P'-y  =  ^ 

rationale  Functionen  von  ;r.  Ferner  seien  die  singulären  Punkte  im  End- 
lichen o,  bis  a^  und  hei  allen  sei  der  charahteristische  Index  ein  und  derselbe 
gleich  h  >  0,  und  der  churakleristische  Index  fiir  x  =  t^\  1  =  0  sei  ^  //. 

Die  Differentialgleichung  (1.)  hat  in  der  Umgebung  eines  singulären 
Punktes  x  =  a  höchstens  ;«  —  /<  linearunabhängige  reguläre  Integrale,  die,  wenn 
sie  vorhanden  sind,  einer  homogenen  linearen  Dillerenlialgleichung  (/« -//)•''" 
Ordnung  mit  dem  charakteristischen  Index  gleich  Null  genügen.  Und  ebenso 
hat  für  x  =  /"',  t  =  0  die  Differentialgleichung  höchstens  so  viele  linearunab- 
hängige reguläre  Integrale,  als  die  Ordnung  weniger  dem  charalvlfrislisclieii 
Index  beträgt. 

Es  sollen  nun  im  Folgenden  die  Uedingungen  anfgesuvht  irerdcn,  diiss 
die   Di/ferenlialgleichung  (1.)    sümmtliclie  Integrale   einer   homogenen    linearen 
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Differentialgleichung  (m— A)'^""  Ordnung  mit  allenthalben  einwerthigen  Coefficienten 
enthalte,  die  keine  anderen  singulären  Punkte  im  Endlichen  besitzt,  als  die  ur- 
sprüngliche, und  deren  Integrale  sämmtlich  regulär  si7id. 

Es  kann  nur  eine  solche  Differentialgleichung  geben,  was,  wie  in  No.  1 
bewiesen  wird,  und  dieselbe  muss,  da  der  charakteristische  Index  bei  den  sin- 
gulären Punkten  gleich  Null  ist,  die  Form  haben: 

d"'-'-y      xp,(x)    d"-'-'y        v>,(a;)     d'"-*-'y  V/„.-/,W        ^    ^ 

^''■^         dx'"-'-  "*"  <f(x)    dx"'-''-'  '^  ((pQx)y   rfx"'-A-2  "^■■■"^(y(x))"*-''  »  ' 

WO  (p{x)  =  {x  —  ai){x  —  a.)...(x  —  a^),  und  y\{x}  eine  ganze  rationale  Function, 
deren  Grad  ^a(;f— 1J  ist.  In  dieser  Differentialgleichung  (2.)  brauchen  nicht 
alle  Punkte  a,  bis  a^  singulär  zu  sein.  Und  enthält  die  Differentialgleichung 
(1.)  die  Integrale  einer  Dillerentialgleichung  der  Form  (2.),  so  enthält  sie  die 
Integrale  einer  Differentialgleichung  der  verlangten  Art. 

Die  acht  gebrochenen  rationalen  Coefficienten  der  Differentialgleichung 
(2.)  sind  bestimmt,  sobald  man  bei  jedem  singulären  Punkte  a  im  Endlichen 
in  der  Entwickelung  der  Coefficienten  nach  Potenzen  von  x  —  a  die  Glieder 
mit  negativen  Exponenten  kennt.  Diese  kann  man  aber  ermitteln.  Hierzu 
dienen  folgende  allgemeinere  Untersuchungen,  denen  die  No.  1,  2  und  3  der 
Abb.  Bd.  76  dieses  Journals  zu  Grunde  liegen. 

Die  m  linearunabhängigen  Integrale  der  Differentialgleichung 

mit  beliebigen  Coefficienten  seien  auf  die  Form 

(4.)       </i  =  ."i,     yi  =  lii/fiT'.ihdx,     .   .   .     y,„  =  liii/dxiiY' /Ui-../,u~Liit„  dx 
gebracht;  und  die  Integrale  y,  bis  y,„_^  sollen  der  Differentialgleichung 

(50       ^+P\'>^^^  +  -+P':iay-F„^.^y,x)  =  0 

genügen.     Alsdann  ist  identisch 

(6.)       u-L,F,„_,iy,x)  =  ~u-LaK-.-dy,x\     (a  =  0...m-l). 

Daher  geht  die  Differentialgleichung  F„,(y,x)  =  0  durch  successive  Reduction 
mittels  der  k  aufeinander  folgenden  integrirenden  Factoren  .«"'  bis  ,"~ii+i 
über  in 
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(7.)        (  ^ 

(  — f-  c,„  u  ,„_i ,  Jdx  ,^^~l^^.l .' t,„_  hj..  • /«"i,  ,u„,  rfrr, 

wo  die  c  Conslanten  sind.  Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung-  ist  das  voll- 
ständige Integral  einer  DilTerenlialsleichung  Ä-'ß""  Ordnung: 

Reducirt  man  andererseits  die  Differentialgleichung  F,„(y,  x)  =  0  (m  —  k) mal 
mittels  der  Integrale  von  F,„_^(y,x)  =  0  durch  successive  Anwendung  der 
Subsitulionen  y  =^  uj i^iT^zdx,  z  =  uju^'udx,  etc.,  so  erhalt  man  die  Diffe- 
rentialgleichung (8.).  Die  Coefficienten  g  dieser  DifferenliaJffleicliung  sind  un- 
abhängig von  der  \Yahl  der  Integrale  von  F,„_j(y,  a;)  =  0,  welche  zur  Re- 
duclion  verwandt  worden  sind.     (Abh.  Bd.  76,  No.  2,  wenn  F,Jy,x)  auf  die 

Form  -j-^ .  „.Ji    -1 t-(—l }'"/■„,«/  gebracht  wird).     Letzteres    ersieht  man 

schon  einfach  aus  Gleichung  yl.) ,  indem  die  Reduclion  dieser  Differential- 
gleichung mittels  derjenigen  integrirenden  Facloren  weiter  forlgesetzt  werden 
kann,  die  man  aus  einem  beliebigen  Systeme  von  Integralen  der  Differential- 
gleichung F„,_^{y,  x)  —  0  unter  der  Form  (4.)  entnimmt. 

Wenn  nun  die  Differentialgleichung  F, (y,  a;)  =  0  die  Integrale  der 
Differentialgleichung  F,„_^(y,  x)  =  0  enthält  und  durch  Gleichung  (7.)  ersetzt 
ist,  so  besteht  zwischen  den  Coefficienten  p,  />'*^  und  g  folgender  Zusammen- 
hang (Abh.  Bd.  76,  Gleichungen  (10.)  und  (14.)): 

Es  werde  der  Ausdruck 

gesetzt,  so  ist 

(10.)        Pa  =  |^(l  +  ^Ä),_,5'^.      (a-1,. ../«), 
wo 

yi\—Pu       —    '?        P-l—  —P-k+l—Pm-k+\~  —  Pm     —  " 

ZU  nehmen  ist. 

Die  Grössen  g  gehen  aus  den  //  ersten  Gleichungen  dieses  Syslemes 
eindeutig  als  ganze  rationale  Functionen  der  Grössen  p  und  />'''  und  deren 
Differentialquotienten  hervor;  ebenso  die  Grössen  ju'"  aus  den  tn  —  k  ersten 
Gleichungen  als  ganze  rationale  Functionen  der  Grössen  />  und  //    und  deren 


232  Thome,  zur  Theorie  der  linearen  Differenlialgleichnngen. 

DifTerentialquotieuten.  Und  umgekehrl  (Abh.  Bd.  76,  Schluss  von  No.  2):  Be- 
stehen die  Gleichungen  (10.)  und  bildet  man  mit  den  Grossen  />'*^  und  g  die 
Gleichung  (7.)  und  dilFerenliirt  dieselbe  Ämal,  nachdem  jedesmal  vorher  durch  die 
Grösse  a,  welche  nicht  unter  dem  Integralzeichen  steht,  dividirl  worden  ist,  so 
erhält  man  eine  Differentialgleichung  der  Form  (3.),  deren  Goefficienten  p  durch 
die  Gleichungen  (10.)  gegeben  werden. 

Es  seien  jetzt  die  Goefficienten  p  von  DifTercnlialgleichung  (3.) 
F„Xy,x)  =  (i  in  der  Umgebung  eines  Punktes  x  =  a  einwerthige  analytische 
Functionen,  die  für  .t  =  «  in  endlicher  Ordnung  unendlich  werden,  und  der 
charaklcrislische  Index  gleich  h.  Wenn  dann  diese  Differentialgleichung  die 
Integrale  einer  Differentialgleichung  (m  — Ä)*'^'"  Ordnung  ?'„,_,,(«/,  a;)  =  0,  deren 
charakteristischer  Index  bei  x  =  a  gleich  Null  ist,  enthält,  so  bestehen  zwischen 
p,  p^'''  und  g  die  Gleichungen  (10.)  für  k  =  li,  und  der  charakteristische  Index 
in  der  Differentialgleichung  (8.)  für  k  =  h  ist  gleich  h  (Abh.  Bd.  76.  No.  3; 
da  der  charakteristische  Index  der  Goefficienten  p  in  (10.)  immer  gleich  der 
Summe  derer  der  Goefficienten  yj'*'  und  der  Goefficienten  g  ist).  Und  umge- 
kehrt: Kann  man  p^  den  Gleichungen  (10.)  gemäss  für  h  =  h  zerlegen,  so  dass 
die  Goefficienten  p^''^  bei  x  —  a  den  charakteristischen  Index  gleich  Null,  die 
g  denselben  gleich  h  erhalten,  so  wird  die  Differentialgleichung  (3.)  durch  (7.) 
für  k=h  ersetzt,  und  enthält  die  Integrale  der  Differentialgleichung  F,„_,Xy,x)=0, 
deren  charakteristischer  Index  bei  x  =  a  gleich  Null  ist  (Abh.  Bd.  76,  No.  3; 
vgl.  auch  No.  5  daselbst). 

Um  nun  zur  Bestimmung  der  Goefficienten  in  der  Differentialgleichung 
(2.)  zu  gelangen,  sind  bei  jedem  singulären  Punkte  a  im  Endlichen  in  der  Ent- 
wickelung  der  acht  gebrochenen  rationalen  Functionen  p*-''^  nach  Potenzen  von 
x  —  a  die  Glieder  mit  negativen  Exponenten  zu  ermitteln.  Die  Goefficienten 
j9<'''  der  Gleichung  F,„_,,(?/,  ic)  =  0,  die  die  m  —  h  linearunabhängigen  regulären 
Integrale  enthalten  soll,  werden  in  der  Umgebung  von  x  —  a  schon  dadurch 
bestimmt,  dass  man  die  formellen  Enlwickelungen  der  regulären  Integrale  von 
Differentialgleichung  (1.)  nach  Abh.  Bd.  74,  No.  8  bilden  kann.  Stall  dessen 
kann  man  aber  das  System  der  Gleichungen  (10.)  direct  behandeln. 

Es  ist  nämUch  die  Zerlegung  der  Cocfficienten  p,  die  bei  x  —  a  den 
charakteristischen  Index  gleich  Ä>0  haben,  den  Gleichungen  (10.)  für  k=h  gemäss, 
so  dass  die  Coefßcienten  p^''^  bei  x  =  a  den  charakteristischen  Index  gleich 
Null,  die  Coefßcienten  g  denselben  gleich  h  haben,  immer  formell  und  zwar 
nur  auf  eine   Weise  möglich. 
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Um  dies  zu  zeigen,  werden  die  Gleichungen  flO.)  für  k  =  h  ausführ- 
licher hingeschrieben : 


(11.) 


i/'" 


(//>((' 


dp^!:i,~ 


=  (i+-^),  +  (i+-^)._.^^ 


+• 


+;'J,:i.fl'/o 


dx    -'/,      ^  rfas 

Dieses  Gleichungssysfem  zerfällt  in  zwei  Gruppen;  zu  der  ersten  ge- 
hören die  /*  ersten  Gleichungen,  zu  der  zweiten  die  übrigen.  Wenn  nun  der 
charakteristische  Index  der  Coefficienten  p^''  {a  —  0...m  —  h,pll'^  =  \)  bei  x  =  a 
gleich  Null  sein  soll,  so  fängt  pf^  höchstens  mit  der  Potenz  (x  — a)""  an. 
Die  Ordnungszahlen,  in  denen  p^  (a  =  0...?h,/7,,  =  1)  für  x  =  a  unendlich 
werden,  seien  tt^  (wo  n^  gleich  Null,  wenn  p.,  für  o:  =  «  nicht  unendlich  wird) 
und  diejenigen,  in  denen  ^r^  (a  =  O...A,  ör„=l)  unendlich  werden,  seien  //.  und 
die  grösste  der  positiven  ganzen  Zahlen  ttu+O:  ^i+o— l,  •••  ^j  sei  durch  77^ 
bezeichnet.  Dann  folgt  aus  der  ersten  Gleichung,  dass  y^  höchstens  gleich 
n^,  aus  der  zweiten,  dass  y^  höchstens  gleich  77,  u.  s.  w.,  bis  aus  der  (A  — l)'eD, 
dass  7',,_i  höchstens  gleich  /7,_i  sein  kann.  Aus  der  ä*«"  Gleichung  orgiebt 
sich  darauf,  wenn  man  die  Differenz  .-7^  — (^/,-i+l)  durch  v  bezeichnet,  wo 
i'^l  ist,  weil  h  charakteristischer  Index  von  p^,  dass  in  g,,  die  Anfangs- 
potenz (ir  — fl)""''  ist,  und  dass  diese  und  die  r— 1  folgenden  in  den  CoefQ- 
cienten  mit  denen  in  p,,  übereinstimmen,  so  dass  y,,  =  rr,,  und 

(gr,(a;-a)>'").=„  =  (p,  (x-a)^").^=«• 
Betrachtet  man  jetzt  die  zweite  Gruppe,  so  bestimmt  die  a^«  Gleichung  durch 
das    letzte   Glied    eindeutig    in  /;•,'''   den   Coefficienten   von    {x  —  a]~%  nämlich 
(Eli±l(x  —  aY)     ,  und  die  Coefllcienlen  der  r-l   folgenden  Potenzen.    In  den 
EntWickelungen  von  g,,  und  den  Coefficienten  pi''^  (a  =  l...m-A)  kennt  man  also 
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die  V  Anfang-spotenzen.  Setzt  man  nun  die  letzteren  in  die  h—i  ersten  Glei- 
chungen der  ersten  Gruppe  ein,  so  bestimmt  man  successive  für  a  =  l...A— 1 
in  ga  den  Coefficienten  von  (x  —  a)'^^"  und  die  der  r— 1  folgenden  Potenzen 
(welche  Coefficienten  auch  theilweise  oder  alle  gleich  Null  sein  können),  so  dass 
man  auch  in  g^  (a  =  1 ..  ./t—1)  die  r  Anfangspotenzen  kennt.  Dann  liefert  die 
Ate  Gleichung  der  ersten  Gruppe  weitere  y  Potenzen  in  g,,,  so  dass  man  in  g,, 
jetzt  die  2i'  ersten  Potenzen  kennt.  In  der  zweiten  Gruppe  bestimmt  dann  die  a'^ 
Gleichung  durch  das  letzte  Glied,  wenn  man  in  der  Gleichung  für  pl''^  ii>—i...m—h) 
und  gi  bis  g^,,_i  die  r,  für  g/,  die  2j'  Anfangspotenzen  setzt,  weitere  v  Po- 
tenzen in  p[''^;  so  dass  man  in  p'J'''  die  2r  ersten  Potenzen  kennt.  Aus  den 
h—i  ersten  Gleichungen  der  ersten  Gruppe  werden  dann  successive  in  g^ 
(a=l...Ä— 1)  weitere  j' Potenzen  ermittelt,  so  dass  man  auch  bei  diesen  die 
2v  ersten  Potenzen  erhält ;  alsdann  aus  der  A'*^"  Gleichung  die  weiteren  r  Po- 
tenzen in  g,,,  so  dass  man  in  g,,  jetzt  die  dy  ersten  Potenzen  kennt,  und  dieses 
Verfahren  kann  in  eindeutiger  Weise  beliebig  fortgesetzt  werden. 

Soll  nun  die  Differentialgleichung  (1.)  die  Integrale  einer  Differential- 
gleichung der  Form  (2.)  enthalten,  die  man  zur  Gleichung  jP,„_7, («/,  a;)  =  0 
nimmt,  so  kann  man  aus  dem  Gleichungssystcm  (11.)  durch  das  eben  aus- 
einandergesetzte Verfahren  bei  jedem  singulären  Punkte  a  im  Endlichen  zu- 
nächst in  der  Enlwickelung  des  Coefficienten  p[''>  (a  =  l...A)  nach  Potenzen 
von  x  —  a  die  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  bestimmen,  die  höchstens 
bis  {x  —  a)""  ansteigen  (ist  die  oben  durch  i'  bezeichnete  Zahl  ^h,  so  erhält 
man  diese  Potenzen  unmittelbar  aus  der  zweiten  Gruppe  der  Gleichungen  (11.)). 
Addirt  man  dann  zur  Ermittelung  von  p'^''  (a  =  l...Ä)  die  bei  den  singulären 
Punkten  «i  bis  a^^  erhaltenen  Ausdrücke,  so  giebt  die  Summe,  da  p^J'^  acht  gebrochen 
ist,  diesen  Coefficienten.  Dann  liefert  die  erste  Gruppe  der  Gleichungen  (11.) 
successive  die  Grössen  gi  bis  g,,.  Hierauf  bestimmen,  wofern  ;«  —  /<>  A,  die 
{m  —  h)  —  h  ersten  Gleichungen  der  zweiten  Gruppe  (11.)  successive  eindeutig 
die  Coefficienten  p^l'^i  bis  pi'!L,,,  und  alsdann  ist  noihwendig,  dass  die  übrigen 
Gleichungen  der  zweiten  Gruppe  von  selbst  erfüllt  sind. 

Und  umgekehrt:  Man  berechne  auf  die  vorhin  angegebene  Weise  die 
Coefficienten  />'/'*  bis  pi''\  Haben  dieselben  die  Form  der  gleichstelligen 
Coefficienten  in  Differentialgleichung  (2.),  berechnet  man  dann  aus  der  ersten 
Gruppe  der  Gleichungen  (11.)  die  Coefficienten  g^  (a  =  l...Ä)  und,  wenn 
ni—h':>h,  aus  den  {m—h)—h  ersten  Gleichungen  der  zweiten  Gruppe  die 
Coefficienten  pl'li  bis  p]''^-,,,  ui^d  sind  alsdann  auch  die  übrigen  Gleichungen  (11.) 
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erfüllt.  £0  wird  die  Differcnlialgleichuiior  (1.)  durch  die  Gleichung  (7.)  ersetzt 
für  k  —  h,  und  die  Coefficienlen  p^^'^  in  ¥,:_,,  y.x)  —0  haben  alle  die  Form 
der  gleichstelligen  Coefficienlen  in  Differentialgleichung  (2.^.  Denn  alsdann 
ist  hei  jedem  singulären  Punkte  a  im  Endlichen  und  für  x  =  t~\  /  =  0  der 
charakteristische  Index  der  Coefficienlen  y;|, '  gleich  >'ull. 

Da  nämlich  die  Coefficienlen  /){''^  bis  pf^  so  bestimmt  sind,  dass  />!j" 
(a=l...A)  in  der  Entwickelung  nach  Potenzen  von  x  —  a  höchstens  mit 
(x  — ö)""  anfängt,  so  zeigen  die  oben  über  das  System  {W.)  gemachten  Be- 
trachtungen, dass  g^  (a  =  1...//— 1}  höchstens  mit  {x—ay""  anfangen  kann,  und 
dass  der  charakteristische  Index  bei  den  Coefficienlen  g^  [a  —  0...li,g„=i]  und 
dem  singulären  Punkte  a  gleich  h  sein  muss.  Da  aber  die  Coefficienlen  p^ 
denselben  charakteristischen  Index  h  haben,  so  muss  der  der  Coefficienlen  />*'* 
{a  —  0...m  —  k,pil'^  =  l]  bei  dem  singulären  Punkte  a  gleich  Null  sein  (Abb. 
Bd.  76,  No.  3).     Man  betrachte  ferner  den  Punkt  x  =  t~\  t  —  0. 

Wird  die  Differentialgleichung  (1.)  durch  Gleichung  (7.)  für  ä  =  /<  er- 
setzt, und  setzt  man  in  DilTerenlialgleichung  (8.''  s  =  F ._,.  (^,  a-\  so  hat  diese 
Differentialgleichung  dieselben  Integrale,  wie  (1.).  Führt  man  nun  die  Be- 
zeichnung 

ein,  so  wird  identisch 

(13.)       F„Xy,x)  =  n{F„Uy,^\^)- 
Setzt  man  ferner 

(14.)      F„.(y,n  =  (-l)'"P'F,;.(t/,0, 
wo  F„Xy,t)  durch  Gleichung  (15.)  in  No.  1  gegeben  isl,  und  ebenso 

,F„uy,t-')  =  {-\)-'e'-'^F:„.,xy,t\ 


so  erhält  man  aus  (13.) 

(15.)     FUy,  t)  -  r'^'-"->f;.{t''"'-"F;„_,iy,  0, 0  =  f>:  {KUy,  0, 0, 

wenn 

r''"'-'''r„{f-'"'-"v,t)  =  f,!{n,t) 
gesetzt  wird. 

Nun    ist   aber   der  charakteristische  Index    von   f.,  (?/,  t]  =  0   bei   t  —  0 
derselbe,  wie  von  f,,{s,t)  =  0  und  letzterer  ist,  wie  man  aus  Gleichung  (15.) 

in  No.  1   ersieht,    derselbe,    wie  in  dem  System  ^  (a  =  0.../i, s^o=l)-     ^Vas 
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aber  dieses  System  betrifft,  so  ist  der  charakteristische  Index  desselben  aus 
der  ersten  Gruppe  der  Gleichungen  (11.)  zu  erkennen,  wenn  man  berück- 
sichtigt, dass  die  Coefficienten  p\''^  bis  p[''^  die  Form  der  gleichstelligen  Coeffi- 

cienten  in  Gleichung  (2.)  haben  sollen,  und  daher  -^  (a  =  l.../<)  höchstens 
in  der  a'^°  Potenz  für  ^  =  0  unendlich  wird.    Bildet  man  nämlich  die  Gleichung: 

(16.)       ^  =  h(l  +  ^pi%l_^J^^,     .  =  r\     (a=l.../0 

so  wird  in  dieser  der  Ausdruck 

höchstens  in  (a  — b)*"^""  Ordnung  für  f  =  0  unendlich.  Daher  rauss  der  cha- 
rakteristische Index,  den  das  System  ^  (a  =  0...Ä,  </„  =  1)  hat,  derselbe  sein 
in  dem  System  ~  {a  =  0...h,p,)  —  \).  Dieser  ist  aber  derselbe,  wie  in  dem 
System  -^  (a  =  0...m, jOi,=  1),  da  der  des  Letzleren  der  Voraussetzung  nach 

<Ch  ist,  und  dieser  ist  derjenige  in  der  Differentialgleichung  F'„Xy,t)  =  Q 
für  t  =  0.  Also  ist  der  charakteristische  Index  in  der  Differentialgleichung 
f'j'{u^t)=^0  für  /  =  0  derselbe  wie  in  F'„(y,  t]  =  0.  Nun  besteht  nach  Glei- 
chung (15.),  die  der  Gleichung  (7.)  entspricht,  zwischen  den  Coefficienten  p' 
von  F',„{y,t)  =  0,  p^''^'  von  F'„_,Xy ,  t)  =  0  und  g"  von  f,;{u,t)=0  der  Zu- 
sammenhang, der  durch  die  Gleichungen  (10.)  für  k  =  h  ausgedrückt  wird, 
wenn  man  für  p,  />'''  und  g  die  entsprechenden  Grössen  einsetzt.  Und  daher 
muss  nach  Abb.  Bd.  76,  No.  3,  da  der  charakteristische  Index  der  Coefficienten 
p'  und  g"  derselbe  ist,  der  der  Coefficienten  y/''^   gleich  Null  sein. 

Es  ist  demnach  nachgewiesen,  dass  der  charakteristische  Index  in  der 
Differentialgleichung  F,„_,,  {y,  x)  =  0  bei  jedem  singulären  Punkte  im  Endlichen 
und  für  x  —  t~\  t~0  gleich  Null  ist,  und  dass  daher  alle  Coefficienten 
pW  (a  =  l... ?«  —  /*)  dieser  Differentialgleichung  die  Form  der  gleichstelligen 
in  Differentialgleichung  (2.)  haben. 

Dass  es  immer  solche  Di/ferentialgleicIningeH  (1.)  giebt,  welche  die  In- 
tegrale einer  Differentialgleichung  der  Form  (2.)  enthalten,  weist  man  durch 
das  umgekehrte  Verfahren  nach.  Geht  man  nämlich  von  einer  beliebigen 
Differentialgleichung  (2.)  aus,  macht  diese  zur  Gleichung  F,„_,,{y,  x)  =  0  und 
nimmt  in  Gleichung  (8.)  für  k  —  h  die  Coefficienten  g  so,    dass   sie   nur   die 
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Punkte  «1  bis  a^   zu  singiilären  Punkten  im  Endlichen  haben,    und  bei  diesen 
den  charaklerislischen  Index  überall  «bleich  h,  also 


9'.    —    7 \Z 7 ~7~i       Cfi...«^>A, 

^'  (x— aj">...(a:— a,^"x  '^     > 


(a=l...Ä-l}, 


wo  die  cü(x}  ganze  rationale  Functionen  und  tyj(ai),  ...  tü;,(«J  von  Null  ver- 
schieden, setzt  diese  Werthe  von  /j^''  und  g  in  System  (11.)  ein,  und 
bestimmt  dadurch  die  Coefficienten  p,  so  ersetzt  die  DilTerentialgleichung 
F„Xy,x)  die  Gleichung  (7.),  und  der  charakteristische  Inde.x  der  Coefficienten 
p  muss  bei  jedem  singulären  Punkte  a  im  Endlichen  nach  Abh.  Bd.  76,  No.  3 
gleich  h  werden,  und  für  x  =  r\  /  =  0,  da  der  von  F',„_,,(y,  t)  =  0  gleich 
Null  ist,  nach  dem  Vorhergehenden  ~^  h. 

Die  Form  der  Coefficienten  p  in  Differentialgleichung  (1.)  ist: 

n /^"W r-t  —  1       h—A\ 

/aCOu)  (a  =  !.../:)  von  Null  verschieden, 

wo  die  Functionen  /(x)  ganze  rationale  Functionen  sind,  deren  Grad  so  be- 
schaffen sein  muss,  dass  für  x  =  t'^  t  =  0  die  Differentialgleichung  (1.)  den 
charakteristischen  Index  ^h  hat.  Der  charakteristische  Index  in  FJi/,t)  =  0 
für  t  =  0  ist  aber  derselbe  wie  in  ~  (a  =  0. ..;«,/>„  =  1).  Daraus  ergiebt 
sich,  wenn  der  Grad  von  Xi[x)  durch  k\  bezeichnet  wird,  dass  in  der  Reihe 
der  7«+l  Zahlen 

m,     Är,  +  2a-(«,H 'rf^  —  y.[li  —  a-rl))  +  m-a,     {a=  l  ...h—\\ 

h\+2h-  (tjH hf  J  +m-k,     h\,  ,+2(/i4-a)  -  (f ,t \-f^+ya)  +m  -h-a, 

(a  =  1 .  ..m  —  h) 
die  grösste  positive  auch  unter  den  ä  +  1    ersten  sein  muss;  oder  was  dasselbe 
ist,  in  der  Reihe  der  /«+!   Zahlen 


^^^■^       I  (a=l...Ä-1),  (a  =  l...;«-Ä,\ 

muss  die  grösste  positive  auch  unter  den  A+l    ersten  sich  finden. 
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Wemi  also  die  Coeflicienten  der  Diff'erentialyleichung  (1.)  die  dnrch 
(17.),  (18.)  angegebene  Form  haben,  so  ist  die  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass  diese  Differentialgleichnng  die  Integrale  einer  Di/feren- 
tialgleichung  der  Form  (2.)  enthalte,  folgende: 

Aus  dem  Glmchmigssyslcme  (11.)  werden  durch  das  für  dieses  System 
angegebene  Verfahren  bei  jedem  singidären  Punkte  a  im  Endlichen  in  der 
Enlwickelung  des  Coefßcienten  p^''  (a  =  l...Ä)  tiach  Potenzen  von  (x  —  a)  die 
Glieder  mit  negativen  Exponenten  bestimmt,  die  höchstens  bis  {x  —  a)~''  an- 
steigen, und  die  Ausdrucke,  die  bei  den  verschiedenen  singulären  Punkten  a^ 
bis  a^  erhalten  worden  sind,  addirt,  toodurch  man  die  acht  gebrochene  Function 
K'  (ci  =  l..-/0  aufgestellt  hat.  Von  dieser  Function  ist  zunächst  noth- 
wendig,  dass  sie  die  Form,  des  gleichstelligen  Coefficienten  in  Differentialglei- 
chung  (2.)  annimmt.  Ist  dieses  der  Fall,  so  werden  aus  den  h  ersten  Glei- 
chungen des  Systems  (11.)  die  Grössen  g  successive  eindeutig  bestimmt,  und 
wofern  »w  — A>A  ist,  aus  den  {m  —  h)~h  folgenden  Gleichungen  die  übrigen 
Coefficienten  p\!'l^  bis  p\',',Li,  eindeutig.  Alsdann  ist  nothw endig  und  hinreichend, 
dass  die  übrigen  Gleichungen  des  Systems  (11.),  deren  Anzahl  die  kleinere  der 
Zahlen  h  und  tn  —  h  ist,  von  selbst  erfüllt  sind. 

Die  Differentialgleichung  (1.)  tcird  dann  ersetzt  durch  die  Di/ferential- 
gleichung  : 

fl^,u-,.  -rPi    dx--k-i  +••  -tPu.-„y  -  s, 

wo  s  das  vollständige  Integral  der  Differentialgleichung 

d''s   .        rf'-'s    ,         ,  ^ 

ist;  und  für  s  —  O   erhalt   man   aus   der  vorhergehenden   die   Differentialglei- 
chung (2.). 

Durch  die  Untersuchung  des  Systemes  (11.)  ergab  sich,  dass  der  Coeffi- 
cient  von 

«•(x-a)%.„  =  (^(a;-o)«X^^_,     (a  =  l...;«-Ä) 
sein  uiuss.     Daher  wird  in  DiiTerenlialgleichung  (2.) 

\  dx  /j--,/(, 
Hat  man  demnach   durch   das   vorhin    angegebene  Verfahren  die  Coefficienten 
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p[''^  (a=l...Ä)  und  </„  {a—l...h)  bestimml  und  bercclinet  alsdann  die  Cocfli- 
cienlen  p*''^  (a  =  A+1 .. .;«  — ä),  so  wird  man  bei  dem  jedesmal  berechneten 
zusehen,  ob  er  die  Form  des  gleichslelligen  Coefficienlen  in  Differentialglei- 
chung (2.)  erhält  und  ob  der  Werth  von  ip/yttt)  mit  dem  in  (19.)  angegebenen 
übereinstimmt.  Denn  fände  diese  Uebereinstimmung  nicht  statt,  so  würde  die 
weitere  Rechnung  überflüssig  sein,  da  alsdann  nach  dem  Vorhergehenden  das 
System  (11.)  bei  den  angegebenen  Werthen  von  />!,''*  (a  =  l...A)  nicht  er- 
füllbar wäre. 

3Ian  kann  noch  bemerken,  dass  sich  hier  aus  der  Betrachtung  des 
Systemes  (11.)  unmittelbar  ergiebt,  dass  Differentialgleichung  (1.)  die  Integrale 
nur  einer  Differentialgleichung  der  Form  (2.)  enthalten  kann,  da  die  Coeffi- 
cienlen der  letzteren,  als  acht  gebrochene  rationale  Functionen  bestimmt  sind, 
sobald  man  bei  jedem  singulären  Punkte  «  im  Endlichen  in  der  Entwickelung 
nach  Potenzen  von  x  —  a  die  Glieder  mit  negativen  Exponenten  kennt,  und 
letztere  eindeutig  aus  dem  Systeme  (11.)  hervorgehen. 

Die  hier  behandelte  Differentialgleichung  (1.)  schliesst  sich  an  die  von 
Herrn  Fuchs  (Bd.  66  dieses  Journals  S.  139)  untersuchte  an,  die  allenthalben 
einwerthige  Coefficienten  und  nur  eine  endliche  Anzahl  singulärer  Punkte  und 
bei  jedem  derselben  nur  reguläre  Integrale  hat,  so  dass  der  charakteristische 
Index  bei  jedem  gleich  Null  ist;  und  man  kann  allgemein  sagen: 

Wenn  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung 
(l"'y    ,        d"'-^y    ,         ,  » 

mit  in  der  Umgebung  von  x  —  a  einwerthigen  und  abgesehen  von  diesem 
Punkte  stetigen  Coefficienten,  deren  Coefficienten  p^=i,  /;,  bis  jö^  (A-^0) 
für  x  =  a  in  endlicher  Ordnung  unendlich  werden,  wenigstens  in  —  k  linear- 
unabhängige reguläre  Integrale  haben  soll,  so  ist  nolhwendig,  dass  alle  Coofü- 
cienten  für  x  =  a  in  endlicher  Ordnung  unendlich  werden  und  dass  der  cha- 
rakteristische Index  ^  Ä;  sei. 

Hat  diese  Differentialgleichung  allenthalben  einwerthige  Coefficienten 
und  nur  eine  endliche  Anzahl  singulärer  Punkte,  werden  in  diesen  die  Coef- 
ficienten /J,i  =  l,  p,  bis  p^  (A^O)  nur  in  endlicher  Ordnung  unendlich  und 
soll  die  Differentialgleichung  bei  jedem  singulären  Punkte  wenigstens  m-k 
linearunabhängige  reguläre  Integrale  haben,  so  müssen  alle  Coefficienten  ratio- 
nale Functionen  sein,  und  in  jedem  singulären  Punkte  der  charaklcrii^tische 
Index  <  k.    ■ 
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Wenn  7iun  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  ?«'«'"  Ordnung 
mit  rationalen  Coefficienten  bei  allen  singuluren  Punkten  im  Endlichen  einen 
und  denselben  charakteristischen  Index  /t  >  0  hat^  und  für  x  =  /"',  /  =  0  den 
charakteristischen  Index  <;/»,  und  dieselbe  die  Integrale  einer  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  (m  —  hy^''  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  und  keinen 
anderen  singulären  Punkten  im  Endlichen  enthalten  soll,  die  nur  reguläre  In~ 
tegrale  hat,  so  kann  es  nur  eine  einzige  solche  Differentialgleichung  (in  —  h)*^ 
Ordnung  geben.  Für  h  —  O  besteht  dieselbe  immer,  wo  es  die  ursprüngliclie 
ist;  für  Ä  >  0  ergiebt  eine  in  eindeutiger  Weise  zu  bewerkstelligende  Rechnung, 
die  nur  solche  Operationen,  die  bei  der  Differentiation  rationaler  Functionen  vor- 
kommen, verlangt,  ob  diese  Differentialgleichung  {jn  —  hY^'^  Ordnung  besteht  und 
welche  es  ist. 

3. 

Das  Verfahren  der  vorigen  Nummern  beruhte  auf  der  Zerlegung  der 
rationalen  Coefficienten  /;  der  Differentialgleichung: 

(1.)     ^+P.&+-+P.y  =  F„Xy,-)-o 

dem  Systeme  der  Gleichungen  (10.)  in  No.  2  gemäss  vermittelst  der  Bestimmung 
der  rationalen  Functionen  p^'-^  durch  die  Ermittelung  der  Glieder  mit  negativen 
Exponenten  in  der  Entwickelung  dieser  Functionen  bei  den  singulären  Punkten. 

3Ian  kann  dasselbe  Verfahren  auch  auf  andere  Differentialgleichungen 
als  die  bisher  betrachteten,  anwenden;  nur  hat  man  nicht  immer  ein  besonderes, 
sondern  mehrere  Systeme  von  Werthen  />*"  und  g,  bei  welchen  man  ver- 
suchen muss,  ob  man  mit  einem  derselben  den  Gleichungen  (10.)  genügen 
kann.  Namentlich  kann  man  dieses  Verfahren  auf  die  Untersuchungen  Abh. 
Bd.  76  No.  6  anwenden  und  dadurch,  wenn  die  Differentialgleicliung  (2.)  der 
vorigen  Kummer  besteht,  in  manchen  Fällen  auch  die  Differentialgleichung  (8.) 
daselbst  (für  k  —  h)  auflösen. 

Wenn  man,  wie  in  No.  1  (Gleichung  (7.))  das  Gleichungssystem  aufstellt: 

(2.)       V.  =  h-^^  +  l.-.—^.     {a=\-m\     /„=.l,     /,„  =  0, 
und  der  charakteristische  Index  der  Coefficienten  p^  bei  den  singulären  Punkten 
im  Endlichen  ^1   ist,    so  kann    man   versuchen,  — -j^ — -  =  ^i    als   rationale 
Function  so  zu  bestimmen,  dass  die  Differentialgleichung 

(3.)       ^-9.M  =  ^ 
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keine  anderen  slngulären  Punkte  im  Endlichen  iiat  als  (1.)  und  bei  jedem 
derselben  den  charaklerislischen  Index  gleich  1.  Alsdann  hat  M,  welches  der 
Differentialgleichung 

(4->      -d^ — d^B^+-+i.-irp.Jf  =  0 

genügt,  bei  jedem  singulären  Punkt  a  im  Endlichen  die  Form 

(5.)        e'^x  —  aV^lc^yx  —  aY^     ic  =  Zc_^{x—a^~\ 

Zur  Bestimmung  von  w  und  ;■  aus  Differentialgleichung  (4.)  dienen  die  Unter- 
suchungen Bd.  76  Xo.  6;  und  man  erhält  dadurch  in  jeder  etwa  vorhandenen 
Enlwickelung  von  g^ .  die  für  .r  =  a  in  endlicher  und  höherer  als  der  ersten 

Ordnung  unendlich  wird,    die  Glieder  mit  negativen  Exponenten  —^-\ — - — 

Diese  Glieder  werden  aus  je  einer  Entwickelung  bei  jedem  singulären  Punkte 
im  Endlichen  herausgenommen,  und  diese  Grössen  addirt,  wodurch  man,  hier 
versuchsweise,  den  ächten  gebrochenen  Theil  in  (7,  aufgestellt  hat. 
Setzt  man  dann  x  —  fK  so  erhält  man  (No.  1) 

(6.)       M(t-')f-'F:„(y,t)  ^  ^(^I^-^)f-^F:._,.y,h) 
und  für  M{t-')f-"--  =  31' 

Nun  kann,  wenn  g^  in  den  ganzen  rationalen  und  den  acht  gebrochenen  Theil 
zerlegt  ist,  nur  der  erslere  durch  t-  dividirl  in  Gleichung  (7.)  Glieder  er- 
geben, die  in  höherer  als  der  ersten  Ordnung  für  /  —  0  unendlich  werden. 
Um  diese  zu  bestimmen,  hat  mau,  wie  bei  den  singulären  Punkten  im  End- 
lichen aus  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung  w^cr  Ordnung  für  M', 
der  Differentialgleichung  der  integrirenden  Factoren  von  F,.  (y,  /)  =0,  die  Ent- 

wickelungen   von  — '^ —  aufzusuchen,    die   in  endlicher  und   höherer  als  der 

°  dt 

ersten  Ordnung  für  /=0  unendlich  werden.  Giebl  es  keine  solchen,  so  ist 
gf,  nur  als  acht  gebrochene  Function  möglich.  Ist  etwa  der  charakte- 
ristische Index  bei  allen  singulären  Punkten  im  Endlichen  von  Differential- 
gleichung (1.)  gleich  Eins  und  für  j  == /"',  /  =  0  grösser  als  Eins,  so  ist  der 
acht  gebrochene  Theil  in  g^  eindeutig  bestimmt. 
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Nachdem  man  auf  diese  Weise  die  rationale  Funclion  </,  =  — -^ —  auf- 
gestellt hat,  ist  zuzusehen,  ob  man  dem  Gleichungssysleme  (2.)  genügen  kann. 
Man  hat  also  aus  den  m—\  ersten  Gleichungen  dieses  Systemes  die  Grössen 
/„  successive  zu  berechnen,  und  dann  muss  die  lelzte  Gleichung  von  selbst 
erfüllt  sein.  Bei  jedem  singuliiren  Punkte  a,  wo  der  charaklerislische  Index 
in  Differentialgleichung  (3.)  gleich  Eins  ist,  wird  der  der  Coefficienten  4  um 
eine  Einheit  niedriger  als  der  von  /j^,  und  wenn  letzterer  gleich  h  war  und  die 
Ordnungszahl,  in  der  /^  für  x  =  a  unendlich  ist,  durch  A„  bezeichnet  wird,  so 
ist  nach  Gleichung  (2.) 

(8.)       \p,Xx-aY"l^,,  =  \gi{x-a)y\^„.\h_,{x-af-X^,, 

und  daher 

Ä„^A,_,-(/<-a+l)    (a  =  l...h-2),    i^„_i+a^n,-y,+a    (a=  1  ...»«-/*). 
Ferner  muss  nach  Gleichung  (2.) 

(9.)  |p;,+a(a;-or''+«U„  =  \9i{x-ay'l.^,,.\h_i+Jx-ay''-^+%„,  (a  =  1 . ..m-h) 
sein.  Für  x  —  r\  /  =  0  müssen  die  Coefficienten  /  so  beschaffen  sein,  dass, 
je  nachdem  der  charakteristische  Index  in  Differentialgleichung  (7.)  gleich  Null 
oder  Eins  ist,  der  charakteristische  Index  in  Differentialgleichung  F,'„_i(*/,  l)  —  0 
gleich  dem  in  F,'„  Uj,  /)  =  0  oder  um  Eins  kleiner  ist.  Dadurch  wird  die  Form 
der  Coefficienten  4  zum  Voraus  bestimmt,  und  man  wird  bei  dem  jedesmal  be- 
rechneten zusehen,  ob  er  diese  Form  annimmt.  Bei  der  Differentialgleichung 
F,n-iiy>x)  =  0  ist  dann  zu  ermitteln,  ob  sich  dasselbe  Verfahren  anwenden  lässt.  — 
Noch  ist  zu  erwähnen,  dass  man  mitunter  Differentialgleichungen,  die 
nicht  die  Form  der  bisher  behandelten  haben,  durch  eine  rationale  Substitution 
ersten  Grades  für  x  auf  diese  Form  bringen  kann.  Wenn  etwa  eine  Diffe- 
rentialgleichung bei  allen  singulären  Punkten  im  Endlichen,  bis  auf  einen,  den- 
selben charakteristischen  Index  /« >  0  hat,  bei  diesem  denselben  <ih,  und 
für  x  =  t~\  t  —  Q  denselben  gleich  h,  oder  letzlerer  Punkt  kein  singulärer 
ist,  so  kann  man  jenen  einen  Punkt  durch  eine  rationale  Substitution  ersten 
Grades  ins  Unendliche  verlegen  und  kommt  dadurch  auf  den  Fall  No.  2  zurück. 
Jede  rationale  Substitution  ersten  Grades  lässt  in  den  entsprechenden  Punkten 
den  charakteristischen  Index  der  Coefficienten  ungeändert,  und  wenn  der  eine 
der  beiden  entsprechenden  Punkte  kein  singulärer  ist,  so  dass  keiner  der 
Coefficienten  dort  unendlich  wird,  so  auch  der  andere  nicht. 
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Die  rationale  Substitution  ersten  Grades  für  x  hat  die  Form  ar  =  -— i4, 

yx'+o ' 
ß-dx  ' 

woraus  X  = 

yx  —  a 

Man   nehme  nun  ein  Paar  entsprechender  Punkte,    die   beide  im  End- 
lichen liegen,  x  =  a  und  x  —  a .     Dann  wird  -r-r  und   -r—  in  diesen  Punii- 

dx'  dx 

ten  nicht  unendlich  und  also  auch  nicht  Null.  In  der  Umgebung  von  x  =  a' 
hat  man  dann  die  Enhvickelung  x  —  a  =  (ar'— a') ^ Cj  (a;'— «')",  wo  c„  von  Null 
verschieden   ist.     Der   DilTerentialquotient  y-f-  nimmt  daher  die  Form  an 

wo  die  Grössen  q  rationale  Functionen  von  x   in  der  Umgebung  von  x  =  a' 

einwerthig   und  allenthalben  stetig  sind,  q^,=^-—•     Ein    Coefficicnt  p,  der  für 

X  —  a  unendlich  in  der  r''^°  Ordnung  wird,  wird  für  x'  =  a  in  derselben  Ord- 
nung unendlich.     Setzt  man 


(10.)     F„Xy,x)  =  {-^y\uy,x\ 


dx' 

SO   ist   durch   das  Vorhergehende   für  x  =  a   in   F„Xy,x)  =  0   und   .r  ^  a    in 
fm{y,x')  =  0  die  obige  Behauptung  bewiesen. 

Entspricht  dem  Punkte  x  =  r\  t  —  0  ein  endlicher  Werth  von  x'  —  a', 
und  setzt  man  nach  No.  1:  F„Xy,  x)  ^  {—\)"' C-"F'„Xy,t)-,  so  erhält  man 

(11.)     f:(2/.  i)  =  {-e  ^TUy,  X)  =  {-^Y'Uy,  X) 

und  t  =  l^-^.    Und  da  hier  dem  Punkte  /  =  0  der  Punkt  o-' =  «'  entspricht, 

ax'-\-ß 

so  kommt  man  auf  den  Fall  zurück,  wo  die  entsprechenden  Punkte    im  End- 
lichen liegen,   wofür  die  Bchauplung  bereits  bewiesen. 

Ebenso    ist  es  daher,    wenn    einem  endlichen  Werlbe   von    x -^  u  der 
\ 
Werth  a;'  =  -7-,  t' —  Q  entspricht. 

1  .  ,       I 

Entspricht    endlich    dem    Werlbe    a;  =  y,   /  =  0    der   \\qy\\\   r  =y, 

t'  —  0,  so  hat  man 


d£  J 

Uy,x')  =  (-1)"'(0"y:.(^''). 


F:xy,i)  =  {i^)""Uy,x), 
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wodurch 

(12.)     F„Ay,t)  -{-%-)"" Uy,t'), 

l  =  ^"^  j, .    Da  hier  dem  Punkte  /  =  0  der  Punkt  <'  =  0  entspricht,  so  kommt 

man  ebenfalls  auf  das  Frühere  zurück.  Demnach  findet  hei  der  rationalen 
Substitution  ersten  Grades  für  x  bei  jedem  Paare  entsprechender  Punkte  die 
oben  gemachte  Behauptung  statt. 

Berlin,  den  24.  Februar  1874. 


(Abdruck  aus  dem  „Journal  für  die  reine  und  angewandte  M.ithematik",   Bd,  78.) 
(Gedruckt  bei  Georg  Reimer  in  Berlin.) 
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Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

(Fortsetzung;  siehe  Bd.  78  dieses  Journals.) 
(Von  Herrn  L.   W.   Thomi  in  Greifswald.) 


In  der  im  B.  78  dieses  Journals  erschienenen  Abhandlung  des  Verfassers 
sind  im  Anschlüsse  an  die  in  den  Bdn.  74  bis  76  enthaltenen  Abhandlungen 
desselben,  solche  homogenen  linearen  Differentialgleichungen  mit  rationalen 
Coefficienten  untersucht  worden,  welche  die  durch  Reihenentwickelungen  an- 
gebbaren vollständigen  Integrale  einer  besonderen  Klasse  angehörender 
homogener  linearer  Differentialgleichungen  von  niediigerern  Ordnungen  mit 
rationalen  Coefficienten  enthalten,  wenn  letztere  Differentialgleichungen 
im  Endlichen  keine  anderen  singulären  Punkte,  als  solche,  die  in  den 
ursprünglichen  Differentialgleichungen  vorkommen,  besitzen.  Die  nach- 
stehende Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  ähnlichen  Untersuchungen  für  den 
allgemeineren  Fall,  dass  die  Differentialgleichungen  niedrigerer  Ordnungen 
irgend  welche  singulären  Punkte  enthalten.  Diejenigen  singulären  Punkte 
der  letzteren,  welche  den  ursprünglichen  Differentialgleichungen  fehlen,  sind 
dann  für  jene  „avsserwesentUch  singulare"  (vgl.  die  Abb.  des  Herrn  Fuchs, 
Bd.  68  dieses  Jouraals,  pag.  378)  d.  h.  singulare  Punkte,  bei  welchen  die 
Unearunabhängigen  Integrale  einwerthig  und  endlich  sind. 

1. 
Die  Differentialgleichung 

mit  rationalen  Coefficienten  besitze  im  Endlichen  die  y.  (z  >  1)  singulären 
Punkte  Oj  bis  a^.  Ausserdem  sei  der  Punkt  aj=  oo,  also  nach  Substitution 
von  x  =  t-^  in  Differentialgleichung  (1.)  der  Punkt  /  =  0  singulär.  Der 
charakteristische  Index  bei  allen  singulären  Punkten  sei  gleich  1  (vgl.  Al)li. 
Bd.  78,  No.  1).  Es  werde  untersucht,  unter  welchen  BediufjuMijen  Her  l)i//c- 
renlialgleichung  (1.)  die  Integrale  einer  Di/ferentialgleic/iuuy  jn  —  lY"'  Ordnung 

(2.)    Z^+p^'  ^^+-+P''-^y  =  '^-'J'-  -'-^  -  ** 

mit  rationalen  Coef/icienlen  und  mir  regulären  Integralen  genügen. 
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Es  kann  nur  eine  solche  Differentialgleichung  (2.)  geben,  da  (1.) 
hei  einem  singulären  Punkte  nicht  mehr  als  m  — 1  linearunabhängige  reguläre 
Integrale  haben  kann  und  m—1  linearunabhängige  Integrale  nur  einer  ho- 
mogenen linearen  Differentialgleichung  fm— 1)*^''  Ordnung  geniigen.  Besitzt 
die  Differentialgleichung  (2.)  im  Endlichen  l  (i  ^  0)  singulare  Punkte,  die 
nicht  in  Differentialgleichung  (1.)  vorkommen,  und  sind,  wenn  A  >•  0,  diese 
die  Punkte  a^,.,  bis  a^.^.),,  und  wird  {x  —  ai){x  —  ai)...{x  —  a^_y{)  =  ip{x)  ge- 
setzt, so  hat  (2.)  die  Form 

^     '         </x"'-i  "^  y(x)      dx'«-^  '^  {(p(x)Y    dx'"-'^         ''(ff(a:))"'->^         " 
WO  ipaix)  eine  ganze  rationale  Function  ist,   deren  Grad  ;^a(;f+i— 1)  ist. 
Wenn  nun  die  Differentialgleichung  (1.)   die  Integrale  von   (2.)   enthalten 
soll,  so  muss  (Abb.  Bd.  78,  No.  1  und  2)  die  Differentialgleichung  F„Xy,x)  —  Q 
sich  ersetzen  lassen  durch  das  System 

(F„,_,(y,  a?)  =  s, 
\'^  +  9'r-''s^n{s,x)  =  Q 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  es  muss  das  Gleichungssystem 

(5.)       ;,„=^n)+'^^^l+^("-)p.o,,     (a  =.!,...«*),     pf/' =  1,     /»IP  =  0 

bestehen.     Besteht   dieses  Gleichungssystem,   so  wird  Differentialgleiclmng 
(1.)  durch  das  aus  der  Gleichung  (5.)  bestimmte  System  (4.)  ersetzt. 
Der  Coefficient  p*,''  hat  die  Form 

Nun  muss  nach  Abh.  Bd.  78,  No.  1 

sein.  Die  Grössen  a^{<x—y.-\-l,  ...y.-\-l)  werden  aber  auf  folgende  Weise  bestimmt. 
Hat  man  eine  Differentialgleichung  von  der  Form  (1.),  deren 
Coefficienten  in  der  Umgebung  eines  Punktes  x  =  a,  abgesehen  von  diesem 
Punkte,  einwerthig  und  stetig  sind,  und  nicht  alle  in  diesem  Punkte  erullich 
bleiben,  und  ist  dieser  Punkt  ein  ausserwesentlich  singulärer,  so  hat  die 
Differentialgleichung  den  charakteristischen  Index  gleich  Null  und  es  muss 
(/>i(a;  — a))j.„„  eine  negative  ganze  Zahl  sein,  wie  Herr  Fuchs  gezeigt  hat 
(Bd.  68  dieses  Journals  p.  380). 
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Mau  erkennt  dieses  einfach  dui-ch  nachstehende  Betrachtungen. 
Bei   einem   nicht   sing-ulären  Punkte  x  —  a   kann   man  die  m  linear- 
unabhängigen  Integrale  unter  der  Form 

(8.)       yi  =  Ci,     y.^vjv.dx,     .  .  .     »/,„  =  »,/rfj;»2,../^„yx 

herstellen,  so  dass  v^  die  Form  Zc^{x  —  aY  hat,  wo  c„  von  Null  verschieden; 

und  umgekehrt  gehören  die  Integrale  f8.),  wo  «,  die  angegebene  Form  hat, 
zu  einem  nicht  singuläreu  I'unkte.  Bei  einem  solchen  Punkte  kann  man 
daher  aus  (8.)  ein  System  linearunabhängigcr  Integrale  unter  der  Form 

(9.)       y,  =-  (x-aY~'(p^(x).       {a=l...m) 
herleiten,  wo  (Pa{x)  nur  Potenzen  von  x~a  mit  positiven  Exponenten  ent- 
hält, (pa{a)  von  Null  verschieden  ist:  und  umgekehrt  gehört  dieses  System 
zu  einem  nicht  singulären  Punkte. 

Bei  einem  ausserwesentlich  singulären  Punkte  nehme  man  aus  h-gend 
einem  System  von  m  linearunabhängigeu  einwerthigen  und  endlichen  In- 
tegralen dasjenige  Integral  als  «,,  bei  welchem  der  Exponent  der  Anfangspotenz 

nicht  höher  ist,  als  in  einem  anderen  Integrale.  Nachdem  y  =  Vi/z  dx  ge- 
setzt ist,  nehme  man  aus  der  Reihe  der  m—1  linearunabhängigen  einwer- 
thigen und  stetigen  Grössen  z,  diejenige  welche  dieselbe  Eigenschaft  hat, 
als  Vj.  Bringt  man,  in  dieser  Weise  fortfjihrend,  die  Integrale  auf  die 
Form  (1.),  so  werden  die  Grössen  v  einwerthig  und  endlich.  Dann  kann 
man  aus  dieser  Form  ein  System  von  Integralen  herleiten 

(10-)  y^  =^  i.x-ay'(p^{x),  (a  =  l,...m), 
in  welchem  (p^{x)  nur  Potenzen  von  {x  —  d)  mit  positiven  Exponenten  ent- 
hält, ip^{a)  von  Null  verschieden  ist  und  die  Exponenten  i  von  einander 
verschiedene  Werthe  aus  der  Reihe  der  positiven  ganzen  Zahlen  incl.  Null, 
haben,  welche  nicht  mit  den  Zahlen  0  bis  m  —  \  zusammenfallen,  l'nd  um- 
gekehrt: Die  Integrale,  welche  die  in  (10.)  angegebene  Bcscliatfcnhcit  haben, 
und  sich  demnach  nicht  durch  ein  System  der  Form  (9.)  ersetzen  lassen,  ge- 
hören zu  einem  ausserwesentlich  singulären  Punkte.  Die  Exponenten  ^^ 
shid  die  m  Wurzeln  der  Gleichung: 

(11.)  r{r-l)...{r-m^-\)+{p,[x-a)\^yyr-\)...{r-m+2)^■^^^+{p.,{x-a)'%  „.  =  0. 
(Vgl.  die  Abh.  des  Herrn  Fuchs.  Bd.  68  dieses  Journals  p.  380  etc.). 
Es  ist  nun 

1* 
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m(w— 1)      ,      ,  .^ 

«,  +  •■•+  f  „,  =  »-1  +  •  ■  •  +  r,„  =  —^ — '-  -{pA^  -  «)).T=.«  • 

Da  aber 

f.  +  ---  +  f,„>0  +  l+---  +  w-l=  2         ' 

SO  niuss  (/>i(x  — a))j_„  eine  negative  ganze  Zahl  sein.    Die  übrigen  Grössen 
{Ptix  —  a)')^^^  {a  =  2...m)  müssen  ganzzalilig  sein. 

Bei  dem  Punkte   a^^a  =  i:  +  l^ ...  x  +  k)   der  Differentialgleichung  (2.) 
muss  jedes  « <»w— 1  und  die  Summe  der  von  einander  verschiedenen  e  rauss 

<  i*i^^Il^  sein.    Diese  Summe  ist  andererseits  ^^         ^ —{p\^>{x—a))^^a- 

Es  muss  also 

(12.)       0<:-{pr{x~aJ%^,,^^m-l       [a  =  y.+l,...y.  +  l) 
sein.     In  dem  Ausdrucke 

(13.)       1?-^ 
^+ix  —  aa 

ist  also  jeder  Coefficient  «„  eine  negative  ganze  Zahl,  daher 

(14.)       'n{x-a^r°'  =  <^(x) 

eine  ganze  rationale  J^unction. 

Setzt  man  nun  in  Gleichung  (6.)  x  =  t~\  so  entsteht : 

(16.)     »>!■'('-)  =  "|t:!^- 

Hieraus  ergiebt  sich,  weim  die  Grösse 

(16.)      -y.')(r>)+i,p^  =  x(0 

gesetzt  wild,   dass   entweder  ;;((/)   gleich  Null  sein  muss,   wenn   ^  =  0  ist, 
oder  dass 

(17.)     /(<)  = -"Jjr+'^i'''«.«^! 

sein  muss,  wenn  A>0  ist.     Es  muss  daher,  wenn  Gleichung  (7.)  berück- 
sichtigt und  wenn  die  Grösse 

(.8.)       i(-^  (-«.))„. -(^'-')„„  =  ' 
gesetzt   wird,    t   entweder   Null    oder   eine  positive   ganze   Zahl,    nämlich 
— -Tc!»,  der  Grad  der  ganzen  rationalen  Function  (14.)  werden. 

x  +  i 
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^  p(l)  fj-I-)  s 

Die  Grösse  \J-^ — ^J,^„  i"  (18.)  wird,  da  der  charakteristische  Index 

in  Differentialgleichung  (1.)  für  x  =  t~^,  1  =  0  gleich  1  sein  soll,  auf  die- 
selbe Weise  bestimmt,  wie  die  Grössen  cf„  [a.^  l...x). 
Es  werde 

(19.)     Fj,y,n  =  {-ey"F:.,{y,i) 

gesetzt,  wo 

1  IT'  („   t\   -    t/'"i/    ,  ■■^"|OT(m-l)...(OT-a+l)    (m-l)(w-2)...(w-a) 

'  (m-l)...(m-a+l)  (ffi-2)...(m-a)  .  1  ,.Pa(t-')H"'-''y 

(  1.2...(a--l)  /«+■  ^'^*    j  +  -"  +  '.--ij  -75S— /rfi;;;^; 

ist,  und  entsprechend 

(21.)     F,„_,  («/,  r')  =  (-  t'T'K-,  (y,  t], 

und  es  werde  der  Coefficient  von  ^rf  i»  K.  durch />i,  in  F^_i  durch  ;?J" 

bezeichnet.    Zwischen  den  Coefficienten  p„  und  p['^'  besteht  (Abh.  Bd.  78 
dieses  Journals  No.  l)das  Gleichungssystem  (entsprechend  Gleichung  (5.)): 

(22.)      p^=pOy+^P^+pi^ygi.'-'y^     (a  =  l,. ../»),    /,r  =  1,    />'!>'  =  0, 

wo  g\""''''>"  =  ■  ^'"~  ^ — •^''    /'    -* .     Es  muss  demnach  (vgl.  Gleichung  (7.)), 

da  der  charakteristische  Index  der  Coefficienten  p„  gleicli  1,  der  der  Coef- 
ficienten pi'^'  gleich  0  ist, 

(23.)       ilpl^ru  =  (fh^ 

sein.     Es  ist  imn  einerseits  nach  (21.) 

(24)     (tp^ru  =  (m-l)(m-2)-(^^i^),^.,, 

andererseits,  da  der  charakteristische  Index  der  Coefficienten  />„  gleich   1, 
nach  (20.) 

daher 

(^6.)      (^V.p)_,^,=(,-^ö),., 

£s   ist    also    zum   Bestehen    der   Di/fererttiatgleichutig    ;2.)    nothwendig .    dass 
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die  Grösse 

Null  oder  eine  posifice  ganze  Zahl  sei. 

Im  erster en  Falle  kann  Differentialgleichung  (2.)  keine  anderen  siu- 
gulären  Punkte  als  fl.)  im  Endlichen  besitzen  und  pl"  ist  durch  die  Glei- 
chungen (6.)  für  /.  =  0  und  (7.)  gegeben.  Im  letzteren  Falle  ist  die  positive 
ganze  Zahl  t  gleich  dem  Grrade  der  ganzen  rationalen  Function  <P{x)  (Glei- 
chung (14.)).  Diese  Function  wird  nun  aus  Gleichungen  (16.)  und  (17.) 
bestimmt.     Die  Grösse  —p[^^yt~^)'\n  (16.)  ist  nach  Formel  (20.) 

(28.)       -/>{"(«-')  =  -(m-l)(m-2)7  +  /-p^^''. 

Nun  ist  der  charakteristische  Index  der  Coefficienten  p„  gleich  1,  der  der 
Coefficieuten  p^'^  ist  gleich  Null.  Es  ist  daher  am  dem  Gleichungssystem 
(22.)  nach  den  Untersuchungen  in  der  Abh.  Bd.  78  dieses  Journals  No.  2, 
Gleichung  (11.)  die  formelle  Entwickelung  der  Coefficienten  p^'^'  nach  Po- 
tenzen von  t  eindeutig  bekannt.  Man  kann  demnach  in  der  Entwickelung 
von   —j»l'^ (/"'),   die  nach   (28.)   die  Form   t.i^cj°  annimmt,   beliebig   viele 

Coefficienten  ermitteln.  Aus  den  Gleichungen  (16.)  und  (17.)  (in  Verbin- 
dung mit  (7.))  erhält  mau  dann  eindeutig  die  Summen  der  gleich  hohen 
Potenzen  der  Wurzeln  der  Gleichung  *  (x)  =  0  und  man  hat 

(29.)       -2ct,a,,     -iaX,     ■  ■  ■     -iccattl 

zu  bestimmen.  Aus  diesen  Summen  werden  uach  bekannten  Regeln  der 
Algebra  die  Coefficienten  der  Gleichung  Tt«n  Gi-rades 

(30.)       'n{x-a,)-"'  =.  0(a;)  =  0 
berechnet.     Ist  das  Polynom  4>{x)  bekannt,  so  erhält  mau 

y^'-l jz =  ^ 


dx  x+i  X — a^ 

Hier  ist  (Gleichung  (12.))  zuzusehen,  ob  — a,^m— l(a=;f-f  l,...z-t-^)  ausfällt. 
Auf  diese   Weise  ist  nun 

(32.)      p[^^  =  '^'-^ 


vollständig  bestimmt. 

Setzt  man  aber  den    Werth  von  pi'',    der  die  Form  des  gleichstelligen 
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Coefßcienten  in  Differentialgleichung  (3.)  Iiai,  in  das  Gleichungssystem  (5.)  ein, 
bestimmt  aus  der  ersten  Gleichung  (5.)  ^i'""'^  aus  den  m  —  2  folgenden  successive 
/>!"  bis  />*!!,  eindenlig,  so  ist  zum  Bestehen  der  Diff'erentialgleichung  (2.)  noth- 
wendig  und  hinreichend,  dass  die  letzte  der  Gleichungen  (5.)  von  selbst  erfüllt 
sei.  Die  Differentialgleichung  (2.)  geht  alsdann  aus  (4.)  ^\„-i{y,  x)  =  s  für 
s  —  0  hervor. 

Dass  die  so  bestimmte  Differentialgleichung  Fm-\iy,x)  =  0  mir  re- 
guläre Integrale  enthält,  oder  dass  der  charakteristische  Indes  bei  jedem 
singulären  Punkte  gleich  Null  ist,  geht  aus  dem  Abb.  Ed.  78  dieses  Journals 
No.  1  bei  Gleichungen  (13.)  bis  (18.)  Gesagten  hervor  und  beruht  darauf, 
dass  bei  jedem  Punkte  im  Endlichen  und  für  x  =  t~^,  t  —  O  der  charakte- 
ristische Iudex  in  FJy,x)  =  0  gleich  der  Summe  derer  von  F,„_i(y,x)  =  0  und 
fi{s,  x)  =  0  ist,  und  dass,  weil  p|'^  die  Form  des  gleichstelligen  Coefficienten 
in  Differentialgleichung  (3.)  hat,  bei  den  smgulären  Punkten  die  Differential- 
gleichungen F„,{x,  y)  =  0  und  f,{s,  x)  =  0  den  charakteristischen  Index  über- 
einstimmend haben. 


Setzt  man 


(33.)    ^r'>  =  -^ 


so  wird 


/(j)—p\''>)dx  /lp,—  u~)dx 

(34.)       M=e^  =K  K, 


wo    M  =  2!— '1  A  eine  Constante  oder  <f>{x)  ist,  jenachdem  -r 

gleich  oder  grösser  als  Null  ist.  Die  Bedingung,  dass  nach  Einsetzen  des 
Werthes  von/?!'*  in  das  Gleichungssystem  (5.),  dieses  vollständig  erfüllt  werden 
kann,  wird  auch  dadurch  ausgedriickt.  dass  M  der  Diff'erentialgleichung 

genügt.  Man  kann  also,  nachdem  man,  wenn  t  >»  0,  das  Polynom  *(x) 
berechnet  hat.  dadurch  dass  man  den  Werth  (34.)  für  31  in  die  Differential- 
gleichung (35.  einsetzt,  die  Bedingung  für  das  Bestehen  der  Differentialglei- 
chung (2.)  prüfen,  ohne  dass  man  die  Glleichung  *(,.t)  =  0  aufznl()sen  braucht. 
Dass  es  immer  Differentialgleichungen  (1.)  giebt,  welclie  die  Integrale 
von  solchen,  wie  (2.),  enthalten,  wird  in  No.  5  gezeigt  werden.  Die  zum 
Bestehen  der  Differentialgleichung  (2.)  als  uothwendig  gefundene  Bedingung. 
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dass  die  Grösse  t  in  Gleichung  (27.)  Null  oder  eine  positive  ganze  Zahl 
sei,  ist  nicht  zugleich  auch  hinreichend,  wie  in  No.  6  nachgewiesen  wer- 
den wh'd. 

2. 

Es  werde  jetzt  die  Frage,  die  in  Ao.  /  behandelt  worden  ist,  dahin 
at)geändert,  dass  in  Di/ferentialgleichung  (1.)  der  vorigen  Nummer  der  Punkt 
X  —  r>o  Singular  oder  nicht  singulär  sein  kann  und  dass  bei  diesem  Punkte  der 
charakteristische  Index  gleich  Null  sein  soll- 

Wie  in  No.  1  kommt  es  darauf  an.  dass  die  Differentialgleichung  (1.) 
F,„(y,x)  =  0  sich  durch  das  System  (4.)  in  No.  1  ersetzen  lässt.  Die  Diffe- 
rentialgleichung (2.)  besitze  im  Endlichen  ^i^Ä^O)  singulare  Punkte,  die 
der  Differentialgleichung  (1.)  fehlen,  und  diese  seien  (^>>0}:  a^+i  bis  a^,j. 
Der  CoeÖicient  pi'  hat  die  Form 

(10     P'^'  =  ^^;±;, 


(2.)       «,  -  (^(x-aj)  (a  =  l,...z), 

ist  und 

(3.J       «.,     (a  =  ;f  +  l,  ...;f  +  Ä) 

eine  negative  ganze  Zahl  sein  muss.    Setzt  man  in  Gleichung  (1.)  x  =  t~\ 
so  entsteht 

Daraus  ergiebt  sich,  wie  in  No.  1  Gleichung  (18.},  dass 

gleich  Null  oder  eine  positive  ganze  Zahl  sein  muss.    Im  ersteren  Falle  ist 

A  =  0,  im  zweiten  A  >  0  und  t  gleich  dem  Grade  —  ^  o-<,   der  ganzen  ra-    I 
tionalen  Function  ' 

(6.^       "nix-aj-"'  =  <P{x). 

Um  die  Grösse  (^^-4 — ^),_„  z«  bestimmen,  hat  man  nach  No.  1  Gleichung  (20.) 

(7.)       (P^qO)^^^^^  (m-l)(,«-2)-(/pin=.,. 
Es  ist  also  (</>('*'),=,i  zu  ermitteln. 


Thome,  zur  Theorie  der  Ibtearen  Di/ferentiatglcichiinfjen  9 

Man  Inlde  nun  bei  den  Differentialgleichungen  (1.)  und  (2.)  der 
vorigen  Nummer  für  x  =  t~\  t  =  0  die  algebraischen  Gleichungen,  welche 
die  Exponenten  der  Integrale  bestimmen. 

Es  werde  daran  erinnert:  wenn  1)ei  einem  Punkte  a  die  Differential- 
gleichung /«ter  Ordnung  mit  dem  charakteristischen  Index  gleich  h  reguläre 
Integrale  (höchstens  m  —  h  linearunabhängige)  besitzt  und  k  derselben  auf 
die  Form 

(8.)       «,,     Cijvidx,     .  .  .     vj flxv,... I  t,(lx 

gebracht  sind,  wo  v,-=^{x-af^^)^{x),  «»  =  (^- «)' ""'—*" Va(a;),  (a  =  2,.../r), 
die  Grössen  ff  nur  Potenzen  von  x—a  mit  positiven  Exponenten  enthalten, 
if^{a)  (a  =  l,  ...Ä-)  von  Null  verschieden  ist,  dass  alsdann  die  ä  Exponenten 
ri  bis  r^  k  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung  (/«  — /i)ten  Grades 

(r(r-l)...(r-(/«-/0+l)+(^'(a;-a})    j(,-l)...(/-(,«-Ä)+2)+- 
(9.)        /  P'' 

I  •••+(^^-«)"'-")_  =  0 

sind.  (Abh.  dieses  Journal  Bd.  74  No.  6,  Bd.  75  No.  5).  Für  den  Fall 
A  =  0  hat  Herr  Fuclis  diese  Gleichung  die  „determimrende  Fundamentalglei- 
chung" bei  dem  Punkte  x  =  a  genannt.  Diese  Benennung  wird  tur  den 
Fall,  dass  ä^O  ist,  beibehalten. 

Die  determinii-eude  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung 
P'm  {y,  0  =  0  für  /  =  0  ist,  da  der  charakteristische  Index  =  0 : 

(10.)     ,-(r-l)...(r-»f+l)  +  (/;,;),=,r(r-l)...(r-;H  +  2)  +  ...  +  (r;,;j,=o  =  0, 
die  der  Differentialgleichung  F,'„_i  [y,  /)  =  0 : 

(11.)  r(r-l)...(r-7w+2)  +  (f;>n.=or(r-l)...(r-/rt+3)  +  -.-+(r->f,;U=..=0. 
Es  müssen  nun  die  m— 1  Wurzeln  von  (11.)  ebensoviele  Wurzeln  von  (10.) 
sein.  Die  Summe  der  Wurzeln  (10.)  ist  "H"'~  -)  —(^tp\),^ti]  die  Summe  der 
Wurzeln  von  (11.)   ^"'""^^^'^'"^^-(f/)!'^,^.,.     Daher 

(12.)       (//><'0.=o   =  {tp\U,-{m-l)-\-r, 
wo  r  eine  Wurzel  der  Gleichung  (10.)  ist.     ^'erbindet   man  mit  Gleichung 
(12.)  die  Gleichungen  (5.)  und  (7.),  so  ergicbt  sich,  wenn  noch  tür  [^IpW-^t 

sein  Ausdi'uck  m{m—l)  —  {J'^        ),--»  ^•"g^^'^etzt  wii'd, 
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(13.1        r  =  r+(M:^),^,-i(^(x-«j)_-(.,-l). 

Wird  (lieser  Ausdruck  für  r  in  Gleichung  (10.)  eingesetzt,  so  ist  notkwendig, 
dass  die  restdtirende  Gleichung  für  r  durch  Null  oder  eine  positive  ganze  Zahl 
erfüllt  sei. 

Es  sei  ermittelt,  ob  und  welche  ganzen  Zahlen  dieser  Art  existiren. 
Dann  ist,  wenn  t>0,  die  zu  dieser  Zahl  t  gehörige  ganze  rationale 
Function  *(a;j  (Gleichung  (6.))  zu  bestimmen.  Diese  Bestimmung  ge- 
schieht aus  Gleichung  (I.) 


(|f(^-«o))_^ 


(14.)     p^:^-i:-^ =^  =  ^^^ 

und  beruht  (vgl.  Xo.  1  Gleichung  (28.))  darauf,  dass  die  formelle  Entwicke- 
lung  der  Cocfficienten  /)J''  bei  einem  singulären  Punkte  der  Differential- 
gleichung F„,(y,  rr)  =  0,  wo  der  charakteristische  Index  =1  ist,  nach  Abh. 
Bd.  78  dieses  Journals  No.  2  Gleichung  (11.)  eindeutig  bekannt  ist.  Es 
werden  also  in  (14.)  die  Grössen  entwickelt  bei  ai  =  A,  wo  t  einen  der 
Werthe  1  bis  x  hat.     Dann  ergiebt  sich: 

Hieraus  werden  ermittelt: 

(■161        -  y     "'■  _y ^? ...     —y "°      . 

Dadurch  werden  die  Coefficionten  der  Gleichung  7*6°  Grades 


^17.)  /7;(^-;i4:^r='^^^)=o 


"bekannt  und  man  erhält,   weini  man   das  absolute  Glied  in   V{z)  durcli  B 
bezeichnet : 

(18.)      -^''-i^  K.:^)  =  '^(^)- 

Alsdann  ist 

g  dlog(D(a;)    _  "^^    «.     . 

Die  Grösse  —  o„  muss  (No.  1  Gleichung  (12.))  ^ff>— 1  ausfallen. 

Auf  diese  Weise  erhall  mau  eine  endliche  Anzahl,    höchstens  m.  Ans- 
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drücke,  von  ir eichen  einer  der    Werlh  twn  i){^>  sein  mitss,  wenn  die  Di/f'eren- 
tialgleichung  {'!.)  der  vorigen  Autnmer  bestehen  soll. 

Wird  dann  (wie  in  I\o.  1)  der  Ausdruck  von  y^l'^  in  das  Gleichungs- 
system (5.)  der  No.  1  eingesetzt,  und  werden  die  Grössen  g-l'""''  und  /?J"' 
(a  =  2,  ...  m—1)  berechnet,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  das  Glei- 
chungssystem erfüllt  ist.  Man  kann  diese  Bedingung  (wie  in  Xo.  1  angegeben) 
auch  dadurch  ausdrücken,  dass  man  aus  Grleichung  (33.)  der  No.  1  die 
Grösse  M  berechnet  und  zusieht,  ob  sie  die  Ditferentialgleichung  (35.)  da- 
selbst erfüllt. 


lu  der  Differentialgleichung 

mit  rationalen  Coefficienten  seien  die  singuläreu  Punkte  im  P^ndlicheu  Oi 
bis  a^  (;;^1),  und  der  charakteristische  Iudex  bei  diesen  und  für  x  =  t~^, 
/  =  0  sei  ein  und  derselbe  /*,  so  dass  0  <  A  ■<  m.  Zu  untersuchen  ist,  oh  die 
Differentialgleichung  (1.)  die  Integrale  einer  Differentialgleichung  [m—hy^ 
Ordnung 

(2.)     ^+P?'^^+-+P'!:l,y  =  F„._,  y, X)  =  0 

mit  rationalen  Coefficienten  und  nur  regulären  Integralen  enthält. 

Es  kaiui  nur  eine  solche  Differentialgleichung  (/«— A)*^''  Orduimg  geben 
(vgl.  No.  1),  und  diese  muss,  weim  sie  im  Endlichen  l  (A^O)  singulare 
l'unkte  besitzt,  die  in  Differentialgleichung  (2.)  nicht  vorkommen,  und  wenn 
dieselben,  falls  i>0,  «;,+,  bis  a^^;.  sind,  folgende  Form  haben: 

f^)         rf'"-'-y    .  y/.C^)  d"'~>--'y       rjj.Xx)    d"-''--v  VJ,„->,(x)       _    „ 

^^'^         dx"'-''  '^  (p(x)    dx"-'-'  "^(9)(x))-  rfa;'"-''-' "^         ^  (y  (a:))'"-'' ^  ' 

WO  (p{x)  =  {x  —  ai)ix  —  ai)...{x  —  a^+{),  Vo(^)  ciue  ganze  rationale  Function, 
deren  Grad  <  a  (;?  +  /.  —  1 )  ist. 

Soll  Differentialgleichung  F„Xy,x)  —  0  die  Integrale  von  F,„_^(y,x)  =  0 
enthalten,  so  muss  nach  Abh.  Bd.  78  dieses  Journals  No.  2  F,„{y,  x}  =  0  er- 
setzt werden  durch  das  System 

,i'\n-,Xy,x)  =  s, 

2"' 


(6.) 
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Alsdann  besteht  zwischen  den  Coefficienteu  /><,,  /;J'^  und  jr*""'*  folgendes 
Gleiehungssystem.     Es  werde  der  Ausdruck 

gesetzt,  so  ist  das  Gleichungssystem  dieses: 

1/^^=1(1+1^^-1.^^^     (a  =  l,  ...«0 

(Vgl.  Abh.  Bd.  78  dieses  Journals  Gleichungen  (10.)  und  (11.)). 

Besteht  dieses  Gleichungssystem  und  wird  mit  den  Coefficienten  p'J'^ 
und  gi"'~'''  desselben  das  System  (4.)  gebildet,  so  ersetzt  dieses  die  Diffe- 
rentialgleichung F,„  (y,  x)  —  0. 

Der  Coefficicnt  pS*'  hat  nun  die  Form 

(7.)       /?S''^  =  'z^^, 

wo 

(8.)       «a  =(^(^-«j)_,     (a=l,  ...  ;^) 

ist  (Abh.  Bd.  78  dieses  Journals  No.  2  Gleiclmng  (11.)),  und,  wenn  A>0, 
ß„(a=:;^+l)  ••• '^^^j  eine  negative  ganze  Zahl  (vgl.  No.  1),  so  dass  der 
Ausdruck 

(9.)        nix-a,)-""  =  ^{x) 
eine  ganze  rationale  Function  ist.     Setzt  man  in  (7.)  x  =  /"',  so  entsteht 

(10.)     M'"(0  =  |t:?^- 
Wird 

(11.)     -p{">(r')+2:j^  =  x{t) 

gesetzt,  so  folgt  aus  (10.),  das.s  ;f(0  entweder  Null  ist,  wenn  ^  =  0, 
oder  dass 

(12.)     x{t)  =  -T{<"+'[_T' «„«:;}, 

wenn  A  >  0.     Setzt  man  daher 

(13.)        "!(—(—««))       -(^^)       =r, 
so   rauss   T   entweder  Null  oder   eine   positive   ganze  Zahl,   der   Grad   von 
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*(x)  f<eiii.     Es  ist  min  t  zu  bestimraeii.     Man  setze 

(14.)    F,„_,xtj,n  =  {~er-''Fi_,{y,t) 

und  bezeichne  den  Coefficieuten  von   '^'^'„,',J!f   in  F'„_,Xy,t)  durch />^'>,  dann 

wird,  wenn  P^rmel  (20.)  in  No.  1  auf  die  Gleichung  (14.)  angewandt  wird, 
aus  Gleichung  (14.)  gefunden 

(15.)       (^^^^)^„  =  {m-h]{m~h-\)-{tprU. 
Man  setze  ferner 

(16.)     f\is,n  =  {-tyr;,(s,t) 

und 

(17.)     t-^^"'-'-^f;xf-'"'-'-h,,t)  =  /•;(«,  0, 

und  bezeichne  den  Coefficienten  des  (A-a)ten  Differentialquotienten  in  f;,{s,t) 
durch  sri""''^,  in  fi,'(u,  t)  durch  ^^'""''^ ". 

fl{s,t)=0 hat  (Abh.  Bd.  78  dieses  Joiii-nals  No.  2  Gleichungen  (12.)  etc.) 
für  /  =  0  denselben  charakteristischen  Index,  wie  f,,  {u,  t)  =  0.  Es  ist  (wenn 
die  Bezeichnungen  in  Formel  (19.)  etc.  in  No.  1  angewendet  werden) 

(18.)       F'Jy,t)  =  r,!{Fl,_,Xy,t\t), 
so  dass  zwischen  den  Coefficienten  />,,  jo^''''  und  ^i"'"''"  ein  dem  System  (6.) 
entsprechendes  Gleichungssystem  besteht.    Nun  soll  für  t  =  0  der  charakte- 
ristische Index  in  F:,Xy,t)  =  0  gleich  h,  in  F;„_,,(y,t)  =  0  gleich  Null  sein. 
Es  ist  daher  (Abh.  Bd.  78  dieses  Journals  No.  2,  Gleichung  (11.)): 

(19.)    (^Pin...  =  (^^L, 

Nach  Formel  (20.)  in  No.  1  Avird  aber  (da  der  charakteristische  Index  in 
FlXy,  /)  =  0  gleicli  h  ist) 

(20.)      (^L.  =  ,».-„K.-A-l,_(-?iti^),^,.       ■ 

W'ibiiuk-t  man  dieses  mit  Gleichung  (15,),  so  wird: 

(21.)     (P'^!(r:i)     =  (p^^i(L!l)    . 

Zum  IJestehen  (kr  Differenlialgleichung  (2.)  ist  also  nothwendig,  dass  die  drusse 
vnhceder  Null  oder  eine  positive  gatf^e  Zahl  ist. 
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Im  erster en  Falle  ist  ^  —  0  und  />!''  durch  Gleichuug  (7.)  liir  A  =  0 
und  Gleichung  (8.)  gegeben,  im  letzteren  Falle  ist  /  >>  0  und  t  der  Grad 
von  0(cc)  (Gleichuug  (9.))-  'i*{x)  wird  nun  aus  deu  Gleichungen  (11.)  und 
(12.)  bestimmt,  nachdem  aus  Gleichung  (14.)  fiir  pl'^  {t~^)  gesetzt  ist 

(23.)  pf\t-')  =  {m-h){m-h-l)l-e-p\'^' . 
Da  die  Gleichung  (18.)  gilt  und  der  charakteristische  Index  fiir  /  =  0  in 
F'„Xy,t)  =  0  gleich  h,  in  F,'„_,, (y, /)  =  0  gleich  Null  sein  soll,  so  ist  nach 
Abh.  Bd.  78  dieses  Journals  No.  2  Gleichung  (11.)  die  formelle  Entwicke- 
lung  der  Coefficienten  /?J''^'  nach  Potenzen  von  t  eindeutig  bekannt.  />!'''(/"*) 
(Gleichung  (23. j)  nimmt  die  Form  t^c^t"  an,  und  man  kann  eine  beliebige 

Anzahl  der  Grössen  c,  ermitteln  (vgl.  No.  1  Gleichung  (28.)).  Dadurch 
können  aus  den  Gleichungen  (11. j  und  (12.)  in  Verbindung  mit  (8.)  die 
Grössen 

(24.)       -^a.a,,     —  Z  (t^al,     .  .  .     —  Z  a^a\ 

bestimmt  werden,  und  aus  diesen  werden  die  Coefficienten  der  Gleichuug 
xteo  Grades 

0 


(25.)       n^{x- a,)-"'  =  * (x)  -=  ( 

berechnet. 

Hieraus  ergiebt  sich 

(26.)          '''f^^^  -  '£    "' 

Es   ist   zuzusehen,   ol)   der  Coefficient  —a^<;^h[m  —  h)  ausfallt   (vgl.  No.  1 
Gleichungen  (10.)  und  (12.)). 
Dadurch  ist  nun 

tollständig  bestimmt. 

Es  sind  nun  für  den  Fall  A  >  1  weiter  die  Coefficienten  /?f  *  bis  /)f  * 
zu  bestimmen,    pi''''  (b  =  2, . . .  h)  hat  die  Form 

(28.)       <'  ^     Z     ^  +  -5-^  +  ...+ 


Die  Grössen  a^'"'  bis  a^"'  (a  =  1,  ...z)  werden  durch  die  fonnelle  F^utwicke- 
lung  von  pl/"^  bei  den  singulären  Punkten  Oi  bis  a,,  die  nach  Abh.  Bd.  78 
No.  2  Gleichung  (11.)  bekaimt  ist,  erhalten.     Setzt  man  nun,  wenn  >,  >  0 
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ist.  in  (28.)  x  =  t~\  so  entsteht 

(29.)  K.(rV£|T^  +  -  +  (^|  =  ,£,lT^--,+-+(?^|- 
Die  Grösse  y9b''^('~')  ist  nach  Gleichung  (14.)  (unter  Anwendung  von  Formel 
(20.)  der  No.  1)  eine  ganze  rationale  Function  der  Grössen  p[''^'  bis  pl''^' 
und  von  Potenzen  von  /.  Die  formelle  Entwickelung  der  Grössen  p[''^' 
(a  =  l, ...  JH— A)  nach  Potenzen  von  t  ist  aber  (vgl.  das  bei  Gleichung  (23.) 
Gesagte)  bekannt;  daher  auch  die  formelle  Entwickelung  der  Grösse 
pl''\t-'),  (b  =  l,  ...m-Ä),  die  die  Form  «"J'c,/'  annimmt. 
Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  (29.)  mit 

(30.)       '~n' \l-aj)\ 

SO  erhält  man  rechts  ein  PoljTiom  mit  den  Potenzen  t  bis  i"-,  deren  Ooeffi- 
cienten  die  tU  unbekannten  Grössen  a^"^  bis  aj"^  {<x  =  y.^l^ ...  x+i.)  linear 
enthalten.  Setzt  man  dann  die  Coefficienten  der  gleich  hohen  Potenzen 
von  /  auf  beiden  Seiten  einander  gleich,  so  erhält  man  bA  lineare  Glei- 
chungen mit  ebenso  vielen  Unbekaimten.  Die  Determinante  dieses  Systems 
linearer  Gleichungen  ist  von  Null  verschieden.  Denn  sonst  müsste  es 
möglich  sein,  hl  Grössen  a,  die  nicht  alle  gleich  Null  wären,  so  zu  be- 
stimmen, dass  der  Ausdruck 

(31.)       n{i-ajfi:\^-,+r^^~^+-+'"'     ' 


>■  +  /. 
für  beliebige  Werthe  von  /  verschwände:  und  da  das  Product   77(1  — n,/)' 

nur  für  eine  endliche  Anzahl  "Werthe  von  /  verschwindet,  so  müsste 

identisch  Null  sein.  Wäre  nun  bei  einem  Werthe  a,.  der  voji  Null  ver- 
schieden,   eine    der  konstanten    «,  von  Null  verschieden,    so  würde,    wenn 

man  in  (32.)  t  = \-l'  einsetzt,  der  Ausdruck  mit  unendlich  abnehmenden 

t'  ins  Unendliche  wachsen.  Und  wäre  nur  bei  einem  Wcithe  a,  —  0  eine 
Constante  «^  von  Null  verschieden,  so  könnte  der  Ausdruck  (32.)  als  ganze 
rationale  Function  von  /  ebenfalls  niclit  identisch  verschwinden. 

Die  t>A  Grössen  «|,^"  bis  «!"'  (a=^x+l,  ...;?-[->.)  werden  also  cimleutig 
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und  endlich  erhalten,  a^^'"  (a  =  ;f+l. ...  ;?+'■)  muss  sich  ganzzahlig  ergeben 
(No.  1  Gleichung  (11.)). 

Auf  diese  Weise  werden  die  Grössen  p'J'*  (^i  =  I7  •  ■  •  '0  vollständig  be- 
slimmt.  Eis  ist  zuzusehen,  ob  sie  die  Form  der  gleichstelligen  Coefficieuten 
in  Differentialgleichung  (3.)  annehmen.  Ist  A>>0,  so  ist  dieses  der  Her- 
leitiuig  aus  Gleichung  (29.)  zufolge  immer  der  Fall. 

Wenn  man  mm  die  Grössen  p^''^  ("  =  1,  •  •  •  /<))  <^^^'  '^''^  Form  der  gleicli- 
slelligen  Coefficieuten  in  Differentialgleichung  (3.)  haben,  in  das  Gleichungs- 
system (6.)  einsetzt,  dann  aus  den  h  ersten  Gleichungen  (6.)  die  Grössen 
^(m-/,)  ((1  =  1,  ...A),  ferner,  wenn  m  —  h^h  ist,  aus  den  (m  —  h)  —  h  folgenden 
Qleichungen  die  Grössen  p[+i  bis  p\','Xh  successive  eindeutig  bestimmt,  so  ist  zum 
Bestehen  der  Differentialgleichung  (2.)  nolhwendig  und  hinreichend ,  dass  die 
•übrigen  Gleichungen  (6.),  deren  Anzahl  die  kleinere  der  Zahlen  h  und  m  —  h 
ist,  von  selbst  erfüllt  sind.  Die  Differentialgleichung  (2.)  geht  dann  aus  (4.) 
F,„_/,  {y,  x)  =  s  für  s  —  0  hervor. 

Dass  die  so  bestimmte  Differentialgleichung  F,„_,,  (y,  x)  —  0  nur  re- 
guläre Integrale  hat,  oder  dass  der  charakteristische  Index  bei  jedem  sin- 
gulären  Punkte  gleich  Null  ist,  kommt  daher,  dass  bei  jedem  Punkte  im 
Endlichen  und  für  x  =  f^  t  =  0  der  charakteristische  Index  in  F,Xy,x)  =  0 
gleich  der  Summe  derer  von  F„^_,,{y,x)  =^Q  und  f,,{s,x)~Q  ist  und  dass, 
weil  die  Grössen  p***  (a  =  l,  .../*)  die  Form  der  gleichstelligen  Coefficieuten 
in  Differentialgleichung  (3.)  haben,  bei  den  singiüären  Punkten  «i  bis  a^+;, 
und  X  =  t~^,  /  =  0 ,  F,„  (y,  x)  =  0  und  f,  (s,  x)  =  0  den  charakteristischen 
Iudex  übereinstimmend  haben.  Was  nämlich  das  Letztere  angeht,  so  er- 
giebt  sich  aus  dem  Gleichungssysteme  (^6.),  wenn  bei  einem  singulären 
Punkte  x  —  a  der  charakteristische  Iudex  des  Systems  /?*''^  (a=0,...h,p^!'^—l) 
gleich  Null  und  in  F„Xy,x')  =  0  derselbe  ^A  ist,  dass  F„Xy,x)  =  Q  und 
f^  {s,  x)  =  0  denselben  charakteristischen  Index  haben  müssen.  Ebenso, 
wenn  der  charakteristische  Index  des  Systemes  p^''*'  (a  =  0,  .../«,/?'/'=  1) 
für  t  =  0  gleich  Null  und  in  F„Xy,t)  =  0  derselbe  ^h  ist,  so  müssen 
F;,Xy,t)  =  0  und  f;;{u,t)  =  0  (Gleichung  (18.))  und  daher  auch  f;Xs,t)  =  0 
denselben  übereinstimmend  haben. 

Dass  es  immer  Differentialgleichungen  (1.)  giebt,  welche  die  In- 
tegrale von  solchen  wie  (2.)  enthalten,  wird  in  No.  5  gezeigt  werden.  Die 
Bedingung  für  die  Grösse  t  in  Gleichung  (22.),  welche  zum  Bestehen  der 


Thome,  zur  Theorie  der  linearen  Differenlialgkichungen.  17 

Differentialgleichung-  (2.)  als  nothwendig  gefunden  war,   ist   niclit   zugleich 
liinreichend;  dieses  wird  in  Nu.  6  gezeigt  werden. 

4 

Es  soll  jetzt  der  charakteristische  Index  in  der  Differentialgleichung 
(1.)  F„Xy,  x)  —  0  der  vorigen  Nummer  für  x  =  t~',  t  =  0  gleich  c  <Z  h  ange- 
nommen und  dann  die  Frage,  die  dort  gestellt  worden  ist,   untersucht  werden. 

Zu  ermitteln  ist,  ob  sich  die  Differentialgleichung  F,„  {y,  x)  =  0  durch 
das  System  (4.)  der  vorigen  Nummer  ersetzen  lässt. 

Der  Coefficient  />!*'  hat  die  Form 

(10      K"  =  t:^> 


(2.)       «,  =  (P^(ar-«j)  i.y  =  l,...y.) 

und  wemi  >t  >  0,  «^  {a  —  x+1, ...  x-rk)  ebie  negative  ganze  Zahl  sein  muss. 
Wird  in  (1.)  x  —  t~^  eingesetzt,  so  erhält  man 

(3-)    p^'in-'Mj^- 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass 

entweder  Null  sein  muss,  wenn  /.  =  0,  oder,  wenn  A  >  0,  eine  positive  ganze 

x^-l. 

Zahl,  der  Grrad  —2^a^  der  ganzen  rationalen  Function 

x+i. 

(5.)       nix-a^]-"'^  =  4>{x). 
Es  ist  nun 

(6.)       (?^^),  „  =  {m-h)(m-k-l)~{tprU,. 

Um  (//>{'''),.  ip  zu  ermitteln,  wird,  da  der  ciiarakteristische  Index  in  FJy,li  —  0 
für  /  =  0  kleiner  als  h  ist,  ein  ahnliches  Verfahren,  wie  in  No.  2  an- 
gewandt. Die  determinireude  Fiiudaraentalgleichung  zu  F,„[y,t)  =  0  tür 
/  =  0  ist: 

(7.)  r{r-V...{r-{m-c'+l)+(-'^)  r(r-l\..(r-(«*-c)-f-2)+-+(  ^ r"'),.^,  =0' 
die  determinireude  Fundamentalgleichung  zu  F',„_;,{y,  t)  =  0  ist: 
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Die  tn  —  h  Wurzeln   von   Gleichung  (8.)    raiissen    ebenso  viele  Wurzeln  von 
Gleichung  (7.)  sein.     Die  Summe  der  Wurzeln  von  (7.)  ist 

(m  — c)(m  — c  — 1)      /'P,'.+i\ 
die  Summe  der  Wurzeln  von  (8.j  ist 

Demnach  wird 


wo  (>  die  Summe  von  h  —  c  Wurzeln  der  Gleichung  (7.)  ist.  Da  der  cha- 
rakteristische Index  in  F,'„(^,  /)  =  0  gleich  c  sein  soll,  so  wird  durch  Formel 
(20.)  in  No.  1 

Verbindet  man  nun  die  Gleichungen  (4.),  (6.),  (9.)  und  (10.)  mit  einander, 
so  entsteht: 

(^^\  n-r^-(V^+''^''~'^^         %'fP"+'f^    r,^^  Cm-c)(_m-c-i)   ,  (»«-A)(m -fe-l) 

[11.)  (j-,T-\-^^^^^^_^yj^^-^^^-j^^{x-aJl^^^^         -~2  +  2^       -' 

Bildet  man  mm  nach  bekannten  Regeln  der  Algebra  aus  Gleichung  (7.)  die 
Gleichung,  welche  die  sümmtlichen  Summen  von  je  h—c  der  m—c  Wurzeln  der 
Gleichung  (7.)  zu  Wurzeln  hat,  deren  Grad  ^Pi-c)(,n-c-\)..^{m-c-ih-c)^i) 

ist,  und  setzt  den  Ausdruck  (11.)  von  (j  ein,  so  muss  diese  Gleichung  für  r 
durch  Null  oder  eine  positive  ganze  Zahl  erfüllt  werden. 

J]s  sei  ermittelt,  ob  und  welche  Werthe  t  dieser  Art  es  giebt.  Dann 
ist,  wenn  t  >>  0,  die  zu  dieser  Zahl  r  gehörende  Function  <t>  {x)  (Gleichung 
(5.))  zu  bestimmen.  Dazu  werden  die  Grössen  in  Gleichung  (1.)  entwickelt 
bei  einem  der  singulären  l'unkte  a,  bis  a^,  dem  Punkte  A,  da  die  formelle 
ICntwickelung  von  /?!,'''  nach  Potenzen  von  x  —  A  bekannt  ist  (vgl.  No.  2), 
und  man  erhält: 

(12.)       Pi">-i,-^  =  -Z  \-ra^-^f:^\ . 
Aus  dieser  Gleichung  leitet  man  dann  durch  das  in  No.  2  Gleichungen  (14) 
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bis  (18.)  angegebene  Verfalireu  ^P{x)  lier.     Alsdann  wird 

'13.)  dlog<li(x-)    ^  "^^^ 

^  dx  x+\  x—Ot 

Die  Grösse  — «,  muss  "S^  h  (m  —  h)  ausfallen.     Auf  diese  Weise  erhält  man 

eine  endliche  Anzahl,  höchstens  ^ ~ .  „"  ,i 'i~     ~ '^-'  + . ^     ^ug. 

'  1 .  ^ . . .  C«  —  c)  ' 

drücke,  unter  welchen  einer  p[''^  sebi  muss,   wenn  die  Differentialgleichung 

(2.)  der  vorigen  Nummer  bestehen  soll. 

Man  hat  nun,  wenn  man  einen  dieser  Ausdrücke  herausnimmt,  dazu 

die  Grössen  pl'''>  (b  =  2, . . .  h)  zu  bestimmen.     Es  ist 

Nun  ist  die  Entwickeluug  von  pj'*  nach  Potenzen  von  x—A  bekannt,  und  es 
sind  die  Grössen  a^"^  bis  af*^  (a  =  !,...;;)  bekannt,  vgl.  No.  3  Gleichung 
(28.).    Aus  (14.)  ergiebt  sich 

Multiplicirt  man  (15.)  mit 

so  erhält  man  rechts  ein  l'olynom  mit  den  Potenzen  (a;  —  ^)"  bis  (a;  — ^j""', 
deren  Coefficienten  die  hi  uubekauntcu  «  linear  enthalten.  Mau  findet  durch 
Gleichsetzung  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  x~A  aus  Glei- 
chung (15.)  bA  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  hk  Unbekannten. 
Die  Determinante  dieses  Gleichungssystcms  ist  von  Null  verschieden,  was 
wie  in  No.  3  Gleichung  (30.)  etc.  bewiesen  wird.  Man  erhält  also  die  ge- 
suchten Grössen  c.  eindeutig  und  endlich. 

Man  erhall  auf  diese   Weise  eine  endliche  Anzahl,  höchstens 

(jm  —  c)(m  —  c—i)...(m  —  c  —  (k  —  c)  -\-i) 
r.2...CÄ  — c) 

Sysleme  von  Ausdrücken,  unter  welchen  sich  das  (jesnchic  für  p[''^  (a  — 1,... A) 
heßnden  muss,  wenn  die  Differentialffleichmig  (2.)  der  vorigen  Nummer  besteht. 
Es  ist  zuzusehen,  oh  die  Grössen  p'^''  (a  =  l,  .../<)  die  Form  der  ijlcich- 
stelligen  Coefficienten  in  ni/fcrcntialglcicliung  (3.1  der  vorigen  .\ummer  an- 
nehmen. Ist  dieses  der  Fall,  so  werden  aus  dem  Gleichungssystem  ((i.)  der 
vorigen  Nummer    die  Grossen  .vl'"""''^    (a=  !,.../<)  und  /»i/',',   bis  p^'lL.  successicc 

3* 
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eindeutig  bestimmt.  Alsdann  ist  zum  Bestehen  der  Differentialgleichung  (2.)  der 
vorigen  Nummer  nothwendig  und  hinreichend,  dass  sümmtliche  Gleichungen 
dieses  Systems  erfüllt  sind;  und  die  auf  diese  Weise  erhaltene  Differential- 
gleichung F,„_,,(j/,  .t)  =  0  daselbst  ist  die  gesuchte.     (Vg;l.  No.  3). 

5- 
Das  Verfahren,  welehes  in  den  vorigen  Nummern  entwickelt  worden 
ist,  lässt  sich  nun  allgemein  auf  eine  Differentialglei(^hung 

anwenden,  deren  Coefficienten  rational  sind  und  die  bei  den  singiilären 
Punkten  beliebige  charakteristische  Indices  hat,  wenn  der  grösste  derselben 
h  die  Bedingung  0<:  h<im  erfüllt.  Alsdann  kann  (vgl.  No.  1)  nur  eine 
Differentialgleichung  (m  — /t)*^''  Ordnung 

(2.)      ^+;>S*>£3+-+Ä«/  =  P.->Xy,  x)  =  0 

bestehen,  deren  Coefficienten  rational  und  deren  Integrale  sämmtlich  regulär 
und  unter  den  Integralen  von  Differentialgleichung  (1.)  enthalten  sind.  Das 
Verfahren  der  vorigen  Nummern  ergiebt  nun,  ob  diese  Differentialgleichung  (2.) 
besteht  und  welche  es  ist. 

Die  Differentialgleichung  (1.^  besitze  im  Kndlichen  x  {-^^i))  sin- 
gulare Punkte,  die,  wenn  ^  >  0 ,  Oi  hm  a^  seien.  Weiui  die  Differential- 
gleichung (2.)  im  Endlichen  /.  (^^0)  singulare  Punkte  besitzt,  die  in  (l.j 
fehlen,  so  seien  diese,  wenn  Ä  >  0,  a^+,  bis  «x+z.  Die  Dift'erentialgleichung 
(2.)  muss  dann  die  Form  (3.)  in  No.  3  haben;  wenn  x+'f.  —  0^  so  wird  der 
Coefficient  p^J"^  (a  =  l, ...  m— A)  gleich  Null. 

Besteht  die  Differentialgleichung  (2.),  so  muss  F„Xy,x)  =  0  sich  durch 
das  System  (4.)  in  No.  3  ersetzen  lassen.  Wenn  nun  x4-A>0  ist,  so  hat 
der  Coefficient  p\'''  die  Form 

Es  ist  zunächst,  wenn  y  >  0,  a«  =  (p5*'(a;  — oJ)^„  {a  =  l,  •••  >f)  zu  bestimmen. 
Bei  einem   solchen  Punkte   a„,   wo   der   charakteristische  Index  =h,   wird 

Ist  bei  a„  der  (rharakteristische  Index  =  c<Z  h,   so   ist  die  determin 
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nirende  Fundamentalgleichung  zu  DifiFerenrialgleichuug  (1.) 

ir>-l....(/--:>-cHl)+(^^(^-a/;)       r[r-l)...(r-(m-Cj-r2)+- 

die  determinirende  Fundamentalgleichung  zu  Differentialgleichung  (2.)  ist 
lrr-l\..(r-'/rt-Ä)+l)+(;,W(ar-o„.^),^„__r(r-l}...(r-:m-A)+2)  +  --- 

^^■^  /  •°-r(p«.(x-ö.)"-"U^  =  0. 

Es  ergiebt  sich  (vgl.  Xo.  4  Gleichung  ;9.;),  dass 

,ß  ,    /    (Aw            \               CP^+i'              \            (m — c)(fn— c— 1)      (m— Ajr»»— A— 1)  , 
: b. ,    ( p{'''  r.r  -  a J,L-  -„,  =  (,^  la;  -  a,  ^)^^-  ~ '-^ -'^  +  ^ ~ +  (f 

sein  muss,  wo  (j  die  Summe  von  h~c  Wurzeln  der  Gleichung  (4.)  ist. 
Hat  man  die  Gleichung  (4.)  aufgelöst,  so  erhält  man  höchstens 

(ot  — c)(m  — c— i)...(iw  —  c  —  (A — c)+l) 
i.2...(;A  — c) 

Werthe  für  (j,  und  dann  aus  (6.)  die  möglichen  Werthe  von  {p[''Xx—a^'))^^„  . 

Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  eine  endliche  Anzahl  von  Ausdi'ücken.  unter 

denen  einer  ^  — '—   sein  muss.     Der  weiteren  Rechnung  ist  jeder  dieser 

Ausdrücke  zu  Gninde  zu  legen.     Setzt  man  in  (3.)  x  =  f~\  so  ergiebt  sich 

Nun  muss  a,  (a  =  ;f t-1.  ...  >f +  '•)  eine  negative  ganze  Zahl  sein.  Also 
muss,  wenn 

(8.)       f«,-(^-^0,=o=- 

gesetzt  wird,  wenn  z>0  ist.  und  —{J^^ — ^j_^=t,  wenn  x=:0.  die  Grösse 
T  entweder  Null  sein,   wenn  /.  =  0,    oder,    wenn  /.  ;>.U,    eine  positive  ganze 

Zahl,  der  Grad  —2^a^  der  ganzen  rationalen  P'unction 

(9.)         n{x  —  a,~"'  =  4>{x). 

Die  Ermittelung  von  t  geschieht  genau  wie  in  Xo.  3.  bezüglich  4.  Für  r>0 
ist  dann  die  dazu  gehörige  Function  4>  (x)  zu  bestimmen.  Dies  geschieht  aus 
Gleichung  (3.}  durch  Entwickelung  der  Grössen  bei  einem  solchen  siugulären 
Punkte    von    Differentialgleichung  (1.),   bei   welchem    der   charakteristische 
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Index  =  k,  nach  der  Methode  von  No.  3  und  4.  Nach  Ermittelung  der 
möglichen  Werthe  von  />!''  werden  die  Grössen  /jj''  (b  =  2,  .../t)  nach  dem 
Verfahren  No.  3  Gleichung-  (29.),  No.  4  Gleichung  (15.)  bestimmt;  dabei 
werden  nach  der  dort  zur  Bestimmung  der  Constanten  ß^""'  (n=y+l,...x+).)  an- 
gewandten Methode  hier  gleichzeitig  die  gesammten  Coustanten  aJ,'"*(a=l,...z+A) 
bestimmt. 

Auf  diese  Weise  erholt  man  eine  endliche  Anzahl  Systeme  von  Aus- 
drücken, unter  welchen  sich  das  der  Dilferentialgleichimg  (2.)  angehörige 
System  p['''  (a  =  l,  ...A)  befinden  muss,  wenn  dieselbe  existirt. 

Wenn  nun  die  Grössen  pj,''  (a  =  l,  ...A)  die  Form  der  gleichstelligen 
Coefßcienten  in  Differentialgleichung  (3.)  der  No.  3  annehmen,  alsdann  aus 
dem  Gleichungssystem  (6.)  der  No.  3  g^"''''  (a  =  l,  ...A)  und  p),*',  bis  pll',Li, 
successive  eindeutig  berechnet  werden,  so  ist  zum  Bestehen  der  Differentialglei- 
chung (2.)  der  vorliegenden  Nummer  nothwendig  und  hinreichend,  dass  sämmt- 
liche  Gleichungen  des  Systems  (6.)  der  No.  3  erfüllt  sind:  und  die  Differential- 
gleichung F,„_i,  (tj,  a;)  —  0  daselbst  ist  die  gesuchte.  — 

Es  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  es  immer  Differentialgleichungen  (1.) 
giebt,  welche  solche,  wie  (2.),  enthalten.  Wenn  (l.j  im  Endlichen  x  {x^^  0) 
singulare  Punkte  besitzen  soll ,  so  seien  diese  für  ;;  >  0 ,  a,  bis  a^  und 
wenn  (2.)  Ä  (i^O)  singulare  Punkte  im  Endlichen  haben  soll,  die  in 
(1.)  fehlen,  so  seien  dieselben,  wenn  ^  >  0,  a,^,  bis  a^y-,. 

Es  werde  zuerst  der  Fall  A  =  1  behandelt. 

Mau  bilde  eine  Differentialgleichung  (m  — 2/'^'"  Ordnung  F,„_j{y,x)  =  0 
mit  rationalen  Coefficienten,  die  zu  singulären  Punkten  im  Endlichen  Punkte 
aus  der  Reihe  «i  bis  a^  und  nur  reguläre  Integrale  besitzt.  Eine  solche  er- 
hält man  aus  Differentialgleichung  (3.)  in  No.  3,  wenn  statt  der  Punkte  a, 
bis  a,+i  dort  nur  die  betieffenden  aus  der  Reihe  Oi  bis  a„  vorkommen. 
Sollen  diese  Punkte  wesentlich  singulär  sein,  so  genügt  hierzu,  dass  die 
Coefficienten  in  den  determinirenden  Fundamentalgleichungen  nicht  alle 
ganzzahlig   ausfallen.     Wenn  Differentialgleichung  (2.)   keinen   der  Punkte 

Ol  bis  a^  zu  singulären  haben  soll,  so  gehe  man  von  F,„_,  =  j-;;::!  —  0  aus. 
Nun  bilde  man  aus  dem  System 

(10.)        F,„^2[y,x)  =  (x-o^+,)...(x-a^+0  =  ,a„._i,      ^^— +  9."."-i  =  ^ 

die  Differentialgleichung  F,„_ ^  (y?  J^)  —    T'^  +  q Fm^2  —  0-     Sind  die  Integrale 
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von  F,„_2  =  0  in  dem  (m— 2) fachen  Integrale  1/ =  ^,/rfx/f7',u.... /u-i3U,„_5 dar 

enthalten,  so  sind  die  von  F,„_,=0  durch  (las  (OT-l)fachej^=;a,/^dxu7\uj...At-,'.2,«„,.,rfx 
gegeben  (Abh.  Bd.  78  dieses  Journals  No.  2).  Bei  x  =  a^+,  (a— 1,  ...i) 
erhält  //^  (6  =  1,  ...m  — 2)  die  Form  ^cjx~a^..„)\  wo  c„  von  Null  ver- 
schieden. Daher  hat  F„,_o  =  0  die  Integrale  yt  =  {x—a^^af~^(fi(x)  (6= !....»«— 2) 
und  F„,_,  =  0  ausser  diesen  noch  das  Integral  y,„_i  =  (a;  — «;,,„)'""' y,„_,(ir}, 
wo  die  Grössen  cp  nur  Potenzen  von  x  —  a^^^  mit  positiven  Exponenten  ent- 
halten und  für  x  =  a^^„  von  Null  verschieden  sind.  Der  Punkt  a^  ^„  ist 
daher  in  F„,_,  =  0  ausserwesentlich  singulär  (No.  1  Gleichung  (10.)).  Der 
charakteristische  Index  in  F„._,  =  0  ist  überall  gleich  Null.  ]\Ian  bilde  jetzt 
aus  dem  System 

(11.)       F„._.(y,  x)  -  ,»,„,     ^  +  ^',"-')»,„  =  f,iu„„  x)  =  0 

die  Differentialgleichung  F„,(y,a;)  =  /'i(F„,_i,a;)  =  0.  deren  Integrale  in  dem 
ff«  fachen  Integrale 

(12.)       y  =  ,«,/rfin«r\"----/<^^,"™-2,"»,-i/."I-i."«y^ 

enthalten  sind.  Damit  nun  F„,  =  0  bei  a^^^^  nur  reguläre  Integrale  habe, 
muss  aus  (12.)  das  Integral  ^„,  =  (^  —  «^.^"''^„.(x),  wo  9),„(x)  nur  Potenzen 
von  X— a^+j  mit  positiven  Exponenten  enthält,  und  für  x  =  «,+„  nicht  ver- 
schwindet, hervorgehen.     Es  wird  daher  «„,  so  bestimmt,   dass  ,u~ii,«,„  bei 

^='0^_^_^  die  Entwickelung  c^5(x  — a;,+J~"  +  ^C((x  — a,^.,)'  hat.  Es  werde 
,"«ii."m=«  nnd  2  =  «,«-iM  gesetzt.    Alsdann  ist  für  n  die  Differentialgleichung 

(13.)       -r-  +  y .,    -7 ^r-w  =  ^ 

anzusetzen,  wo  tü(x)  eine  näher  zu  bestimmende  ganze  rationale  Function. 
Aus  (13.)  ergiebt  sich  für  z  die  Differentialgleichung 

(14.^        f  +t2~^«.->  +  7 ^ sr-U  =  0. 

^       '         dx       (      dx      "  (x  —  o, )'•... (ar  —  Ox)'i« ) 

Entwickelt  man  aus  dieser  Differentialgleichung  2  bei  0,+^.  so  ergiebt  sich 
als  Bedingung  dafür,  dass  die  Potenz  (x  — a)~'  nicht  vorkommt,  die  dass 

(15.)        a,(«,,J   =  -2!^^^^L^^/«..-«:)''...(«..-«J- 
sein  muss.     Um  dieser  Bedingung  entsprechend  w(x)  z«  bilden,  setze  man 
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Q(x)='x  —  a.^.i)...(x  —  a^,,_i}(x—bi]...(x—h^].  wo  die  Grösst-n  h  unter  sich 
und  von  a,^,  verschieden,  alsdann,  wenn  q''x}  =  ^ —  ist. 

wo  ui(a^^^)  den  aus  (15.)  vorgeschriebenen  Werth  hat.  Die  Differential- 
gleichung- fiir  ,«,„  ist  jetzt: 

._  d/x,,,    ,   jrflog  ,  u(x) )         _   ^ 

Eine  der  Grössen  w(b^)  kann  man  .so  wählen,  dass  uj(a^)  (a  =  l. ...  x)  von 
Null  verschieden  ist  und  dass  bei  einem  Punkte  «(, .  wo  7/6  =  1,  der  nicht 
schon  in  F„,_,  =  0  wesentlich  singulär,  der  zu  ,«,„  gehörige  Exponent,  welcher 
durch  die  Gleichung:  r+{g["'~^'(x~ai))^  „^  =  0  gegeben  ist.  von  einer  ganzen 
Zahl  verschieden  wird.  Zugleich  kann  man  den  (irad  \on  u)(.t)  gleich 
l-\-v—l  machen.  F„,  =  0  hat  dann  als  singulare  Punkte  im  Endlichen  die 
Punkte  «1  bis  a,.  Der  charakteristische  Index  in  F,„  =  0  bei  einem  dieser 
Punkte  ist  gleich  1,  wenn  ?/ >  1  ist,  sonst  gleich  Null.  Der  charakte- 
ristische Index  in  F„.  =  0  fiir  x  —  t~^,  t  —  Q  ist  gleich  dem  charakteristischen 

Index  des  Systems  ~p^r  «V"'  ''— 1,  ^i  =  0,  1)  und  wird,  wenn  der  Grad  des 

Zählers  in  g["'^^  durch  k  bezeichnet  wird,  gleich  dem  Zeiger  0  oder  1,  bei 
welchem  zuerst  die  grösste  positive  der  beiden  Zahlen  1.  A-— (?;i+->;;,-|-^)+2 
auftritt.  Wenn  der  charakteristische  Iudex  für  diesen  Punkt  gleich  1  werden 
soll,  so  kann  dieses  dadur(;h,  dass  v  Iiiureichend  gross  genommen  wird,  er- 
reicht werden.  Wenn  für  x  —  l~\  l  =  0  der  charakteristische  Index  gleich 
0  werden  soll,  und  daher  bei  einem  der  Punkte  a,,  (b  =  l,  ...;r)  gleich  1,  so 

kann    man    Tjf,    so    gross    nehmen,    dass   t.—l+ij^-\ [-'?x  >  2^-+i'  — 1   ist. 

Soll  Difterentialgleichung  (1.)  keinen  singulären  Punkt  im  Endlichen  ent- 
halten, so  sind  die  r;  in  fl3.)  gleich  Null  zu  setzen.  Wenn  Differential- 
glei('hung  (2.)  im  Endlichen  keine  neuen  singulären  Punkte  haben  soll,  so 
bildet  man  F,„  =  0  aus  dem  Systeme  (11.),  worin  F,„_,  — 0  so  beschaffen 
ist  wie  F,„_.,  =  0  und  //„,  wie  n  in  Gleichung  (13.). 

Die  Bildung  von  Differentialgleichungen  (1.)  für  den  Fall  /r>  1 
kann  sofort  auf  das  Vorhergehende  zurückgeführt  w^erden,  indem  man  zunächst 
eine  Differentialgleichung  >«-/»-hl)'''''  Ordnung  F,,  ,,,.,  =  Ü  "i'<^  f^^'"  grössten 
charakteristischen  Index  1   bildet,   die    eine   Differentialgleichung   [m—hf"^ 
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Ordnung  F,,^,,  =  0  mit  nur  regulären  Integralen  enthält,  alsdann  aus  dem 
Systeme 

(18.)  F_„^,  =  S,       ^^+g\-"-'-^'^^  +  ...+gtT'^^^s=n_,{s,x)  =  0 

die  Differentialgleichung  F,„  =  /■,,_! (F„._,,+,,x)  =  0  herstellt,    wo  g^  die  P^)rm 

^^^       ^  hat,  /,a{x)  eine  ganze   rationale  Fun('tion  ist,    deren 

(x— a,)  '   ...(x  —  a^')  " 

Grad  und  Constanten  nach  dem  vorher  Gesagten  zu  wählen  sind. 

6. 
Es  war  in  den  Nummern  1  und  3  gezeigt  worden,  dass  zum  Bestehen 
der  Differentialgleichungen  (2.)  daselbst  nothwendig  war,  dass  die  Grösse 

Null  oder  eine  positive  ganze  Zahl  sei. 

Diese  Bedingung,  allein  genommen ,  ist  nicht  auch  hinreichend  fiir  das 
Bestehen  jener  Di/ferenfialgleichungen  (2.\  Man  kann  eine  1  )itVereiitialgleichung 
FJy,x)=0  bilden,  die  bei  allen  shigulären  Punkten  im  Endlichen  und  für  x—t'\ 
/  =  0  einen  und  denselben  charakteristischen  Index  h  hat,  so  dass  0  <  ä  <C  m, 
bei  welcher  die  Grösse  t  Null  oder  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  ist, 
ohne  dass  die  Differentialgleichung  die  Integrale  einer  Diffcrejitialglcichung 
(m  — ä;'^""  Ordnung  F,„^,,{y,x)  =  0  mit  nur  regulären  Integralen  enthält. 

Um  dies  zu  untersuchen,  werde  ermittelt,  wie  sich  die  Grösse  t 
ändert,  wenn  man  dieselbe  l)ei  der  Differentialgleichung 

(2-)    £3+/''''£3+-+/'^-'^ = ^'-^2'' ^) = ^ 

bildet,  die  bei  allen  siugulären  Punkten  «,  bis  a„  im  Endlichen  und  tür 
x^f,  t  =  0  denselben  charakteristischen  Index  A—1  (so  dass  0<A— 1<;«-1) 
hat,  und  wenn  man  r  bei  der  aus  dem  Systeme 

(3.)        F,„_,{y,x)=s,      j^+g\"'-'^s  =  f,{s,x]=^i) 

zusammengesetzten  Differentialgleichung  /■i(F,„_„a;)=F„.(j/,x)=0  darstellt  unter 
der  Bedingung,  dass  der  charakteristische  Index  in  fi{s,x)  bei  den  Punkten 
a,  bis  a.  und  x  =  t-',  t  =  0  derselbe  ist.  Zwischen  den  Coefficienten  besteht 
(No.  1,  Gleichung  (5.))  das  Gleichungssystem 

Journal  für  Mathematik  Bd.  LXXXI.  Heft  1.  4: 
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(4.)       /'c=pr+^--+^f"'->i:2„     {a^h...m\     p,V>  =  l,    p^P  =  0. 
Nun  ist  in  (2.)  die  Grösse  t 

Nimmt  man  den  charakteristischen  Index  in  /",  (s,a;)  =  0  gleich  1,  so  wird 
derselbe  in  F,Jy,x)  =  0  gleich  k  Bei  dieser  Differentialgleichung  ist  dann 
die  Grösse  t,  die  durch  Gleichung  (1.)  gegeben,  zu  bestimmen.    Es  wird 

Pi,+i  "  "'^'  '     dx 


piO^  +  ^+P«?!-'^ 


da; 


tp 


(6.) 
Nun  ist 

wo  p,  bis  y^  positive  ganze  Zahlen  grösser  als  1,  ^  eine  ganze  rationale 
Function,  die  für  a,  bis  a^  nicht  verschwindet,  und  </,'"'^"  unächt  gebrochen 
ist.     Ferner  ist 


(8.) 


(x  —  o,  )*"...  (a;  —  O;,)* 


(a;  —  a,  )*■+' . . .  (a;—  a,)^* +' ' 
Xi'+iC'^} 


wo   die  Functionen  /  ganze  rationale  Functionen  sind,  Xi.-i{"a)  (a=l, ...;«) 
nicht  verschwindet,   «,  bis  f^>-A— 1.     Der  Grad   von  x^   sei   A«,   dann  ist 

Ä/,-i>«i  + •••  +  *.-(*-!),  k,^k„_,  +  x-h  &,,+.^*^i  +  2(z-l). 
Es  ergiebt  sich  nun  aus  (6.) 

Daher  bleibt  die  Grösse  r  von  ^,„_i(y,a;)  =0  zu  F„,{y,x)  —  0  ungeändert. 

Nimmt  man  ferner  den  charakteristischen  Index  in  /i  {s,  x)  —  0  gleich 
Null,  so  ist  derselbe  in  F„,(y,x)  =  0  gleich  h  —  1.  Es  wird  dann  bei  dieser 
Differentialgleichung  die  Grösse  t 

(lo-)  '  -  :i:(^'-°-)L..-(Ä^)«- 

Es  wild 
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^P)  J^     ^»-1  _L  „(I)    „('"-1) 
(11.) 


und  es  ist 


dx 

(12.) 


(1)       ,     "f/,_2     ,        (I)       {tu— I) 


Cx  —  a, ) . . .  (a;  —  O;;)  ' 

WO   ■ifJ  eine   ganze   rationale  Function   und  5^{"'~"  acht   gebrochen  ist.     Üie 
Ausdrücke  von  pl2i  und  pf'^  sind  bei  (8.)  angegeben.    />JL*2  hat  die  Form 


der  Grad  k,,_^^k^_^  —  2y..     Aus  (11.)  ergiebt  sich 

(14.)       {^(x-aS)^_^    =  (|,V(^-«a))^_,+(^r"(a.-«JU.,-^.. 

daher  wird 

In  diesem  Falle  vermindert  sich  also  die  Grösse  r  von  F„._,  (y,  x]  ^0  zu 
F,„fy,ar)  =  0  um  den  Grad  von  /,,  ■,.  nämlich  A-a...  Der  Coefficient  /?^_,  hat 
die  Form 

(17.)  "(^^ 


(x  — «,)«•...  (X  —  Ox)*«' 

wo  CO  (x)  eine  ganze  rationale  Function,  die  für  a,  bis  a„  nicht  verschwindet, 
und  der  Grad  von  co(j;)  dem  von  /,,_,  (x)  gleich  ist,  ä-,,_,. 

Es  wml  nun  weiter,  um  eine  solche  Differentialgleichung,  wie  im 
Anfang  dieser  Nummer  angegeben  ist,  zu  bilden,  folgender  Satz  angewaiuit. 
der  eine  Verallgemeinerung  von  Sätzen  Abb.  Bd.  75  No.  4  und  Bd.  76 
No.  3  ist: 

Wenn  die  Differentialgleichung  F,„{y,x)  —  0  aus  dem  Systeme 
F„,_^{tj,x)  =  s,  fjs,x)  =  0  No.  3  Gleichung  (4.)  entsteht,  und  die  Uoeffi- 
cienten  p,,  pj*'  und  ^i'""'''  in  der  Umgebung  des  Punktes  j-  =  rt  einwerthige 
analytische  Functionen  sind,  die  für  x  =  a  nur  in  cndlicbor  Ordnung  un- 
endlich werden,  so  ist  die  Anzahl  der  linearunabhängigen  regulären  Integrale. 

4* 
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von  F,Jy,x)  =  0  höchstens  gleicli  der  Gesammtanzahl  der  regulären  In- 
tegrale von  F„,_a(?/,cc)  =  0  und  f,Xs,x)  =  0.  Denn  besitzt  F,„{y,x)  =  0  ausser 
den  regulären  Integralen  von  F,„_i,{y,x)  =  0  noch  v  von  diesen  und  unter 
einander  linearunabhängige,  und  werden  dieselben  in  F,„  [y,  x)  —  s  eingesetzt, 
so  erhält  man  s,  bis  s,,  von  der  Form  der  regulären  Integrale  imd  linear- 
unabhängig, diese  Grössen  genügen  dann  der  Gleichung  f,,  {s,  x)  =  0. 

Man  braucht  jetzt  nur  eine  Diiferentialgleichung  zweiter  Ordnung 
zu  bilden,  welche  bei  den  singulären  Punkten  «i  bis  a^  und  für  x  =  t''^, 
t  =  0  den  charakteristischen  Index  1 ,  und  bei  einem  der  Punkte  Oj  bis  a^ 
kein  reguläres  Integral  hat,  bei  welcher  die  Grösse  r  (die  durch  t,  be- 
zeichnet werde)  NuU  oder  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  und  unabhängig 
von  Ä,  wird.  Dann  hat  man,  von  dieser  ausgehend,  den  Zusammenhang 
der  Diiferentialgleichungen  (2.)  und  (3.),  wo  g^  die  Form  (12.)  hat,  (?h-A— l)mal 
anzuwenden  und  erhält  eine  Differentialgleichung  von  der  (/«— (/«— 1))*«° 
Ordnung,  mit  dem  charakteristischen  Index  1,  deren  t  =  t2— (/«—/«— 1)A,  wird, 
also  Null  oder  einer  beliebigen  positiven  ganzen  Zahl  glei<;h  gemacht  werden 
kann.  Wendet  man,  von  letzterer  Differentialgleichung  ausgehend,  nun  den 
Zusammenhang  von  (2.)  und  (3.)  noch  (A— l)mal  an,  während  ^i  die  Form 
(7.)  hat,  so  erhält  man  eine  Differentialgleichung  »«*«''  Ordnung  mit  dem  cha- 
rakteristischen Index  h,  wo  0<;A<;m,  deren  t  den  vorhin  angegebenen 
Werth  hat,  also  Null  oder  eine  beliebig  vorgeschriebene  positive  ganze  Zahl 
sein  kann,  und  welche,  nach  dem  oben  angegebenen  Satze,  in  Verbindung 
mit  dem  Satze  Bd.  7.5  dieses  Journals  No.  1.  IL,  wenigstens  bei  einem  der 
Punkte  a,  bis  «^  nicht  m  —  h  reguläre  Integrale  hat,  die  also  nicht  die  In- 
tegrale einer  Differentialgleichung,  wie  (2.)  in  No.  3  ist,  enthalten  kann. 

Es  bleibt  also  übrig,  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit 


an  nehme 

(18.) 

dx  ^P' 

(19.) 

ds    , 

-  0 


und  setze  aus  diesen  die  Differentialgleichung 

zusammen.     Ist   das   Integral   von   (18.)   fürs  =  0,   f/  =  ^i,    das   von    (19.) 
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s  =  ,w3,  so  ist  (Abh.  Bd.  78  dieses  Journals  No.  2)  das  IntegTal  von  (20.) 
y  —  ju^/u~\ii,dx.     Die  Coefficienten  erfüllen  das  Gleichungssystem 

^''•^  L  -  ^^+.-. 

[P-   ~      dx   ^P'    ^'• 
Es  werde  nun 

( 22.)       «,  =  e'"'  {x-a,y\ . .  {x-a,y-,     ,u,  =  e«-.,+-+...-H<.,  (^x-a,)'". . .  (.x-a,)''' 

"ii  "a 

genommen,  wo  w„  =  .Zc^a;",  «  >  1,  »/'(,(a  =  l,  2, ... ;;)  von  der  Form  .Zc.^a;"'' 

ist;  der  charakteristische  Index  in  (20.)  wird  dann  hei  den  Punkten  a,  bis 
a^  und  X  =  t~\  t  =  0  gleich  1.  Wird  es  nun  so  eingerichtet,  dass  in  der 
Entwickelung  von  «r\"2  nach  Potenzen  von  ic  — a,  das  Glied  (x—öi)"' vor- 
kommt, so  dass   /uz\ihdx  den  log(a;— a,)  enthält,  so  kommt  heia,  in  (20.) 

kein  reguläres  Integral  vor  (vgl.  Abh.  Bd.  7ö  dieses  Journals  No.  7).  Die 
Grösse  t  wird 


Es  ist 


Man  hat  ferner 


(24.) 


,(1) 


(25.) 


p\'  = 


w,  (x) 


{x  —  a,)'''+i(a;  — Oj)...(a;— a») 


I  ^  «"»(ic) 

^'  (a:-a,)(x  — aj''--+'...(a;  — o,)"x+'  ' 


wo  tu,(ar)  und  cyj(a;)  ganze  rationale  Functionen,  w,  (a,)  und  o>.(«J  (a=2,...z) 
von  Null  verschieden.  Der  Grad  von  w,(x)  ist  kleiner  als  «i+^,  der  Grad 
von  W2{x)  ist  gleich  w,,— 1+k,H h«x  +  'f-     l^s  wird 

rofi  N        „    _    t^.  (a^)  (x — o J"^ . . .  (x  -  ax)"«  +  <".  (ic)  (a; — a.  )"■  . 
L^D.j        p,   -     -     (x-a,)".+'(a;-a.)".+'...(x  — 00""+'         ' 

der  Zähler  von  j»,  verschwindet  nicht  für  x  =  a^  {a  =  l^...x)  und  der  Grad 

desselben  ki—  ^n^  +  x—l.     Man  erhält  nun 
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{^{x-a,)\^^^  =  -(«i  +  l)  +  (^,(.r-o,))...,,, 
(27.)       \{^ix-a:)\^^^   =  >l"(x-aj)_,,,.     (a  =  2....A 


Daher  wird 

(28.)       7  =  - (w.  +  1)  +  (5-, (a; - a.)),^.„,+  «.  -  -  («,  +  1) -  (?;,-*,). 
Giebt  man  nun  den  n  bestimmte  AVerthe  und  dadurch   auch   dem  &,  einen 
bestimmten  Werth,  so  kann  mau  dem  »ji  — *i  einen  solchen  negativen  gauz- 
zahligen  Werth  geben,  dass  t  gleich  Null  oder  irgend  eme  positive  ganze 
Zahl  wird. 

Wenn  dann  in  der  Kntwickelung  von  6"'"'+"''+"'=+  +"«(0;— o,)'''"*' =  m 
die  Potenz  {x—a^~^  bereits  vorkommt,  so  kann  man  t2=-=t,=  rii=-=ri^=Q 
setzen.  Sonst  kann  man  für  den  Fall  y  >  1.  da  u  unendlich  viele  Potenzen 
von  a:  —  «1  mit  negativen  Exponenten  enthält,  weil  ."^  in  höherer  als  der 
ersten  Ordnung  tiir  x  =  Oi  unendlich  ist ,  * j  —  •  •  •  =  «^  =  j^j  =  •  ■•  =  r/^  =  0 
setzen  und  »;,  —  *, -(-1  gleich  dem  uiedrig.sten  positiven  Exponenten  von 
(ic  — a,)~'  in  u,  worauf  M(rE—ai—(öa-a, ))'""''  das  Glied  (x  —  a,)~'  enthält.  Für 
den  Fall  x  —  \,  setze  man  %D„  =  x—a^,  —«7i  =  (x— «,)"',  so  enthält  e^^~"''~  .e""""' 
in  der  Elntwickelung  sämratliche  ganze  Zahlen  als  Exponenten,  also  ?/  die 
Potenz  (x  — a,)~'. 

7. 
Die  Methoden,  die  in  den  vorhergehenden  Nummern  zur  Zerlegung 
von  Diiferentialgleichungen  gebraucht  worden   sind,    kann   man   anwenden, 
um  zu  untersuchen,  ob  eine  Differentialgleichung 

mit  rationalen  Coefficienten  und  beliebigen  charakterislisclien  Indices  sich  er- 
setzen lässt  durch  das  System 

(2.)     ^+P^^^+-'+Pi:i.y  =  s, 
(3.)     ^+9'r-'^s  =  o. 

so  dass  g{"'~''  rational  wird.     Zwischen  den  Coefficienten  p,^  p['^  und  g\"'''^ 


I 
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müssen  dann  die  Gleichungen  (5.)  Xo.  1  bestehen.  Diese  Zerlegung,  wieder- 
holt angewandt,  kann  iu  manchen  Fällen  zur  Auflösung  der  Differential- 
gleichung fiXs,  x)  =  0  (4.)  in  No.  3  dienen  (vgl.  Abh.  Bd.  78  dieses  Journals 
No.  3).     Wird  s  —  M'^  gesetzt,  so  entsteht  aus  (3.) 

(4.)       f-gO-^^M^O, 

und  M  genügt  der  Differentialgleichung 

,.  ,         d"'M      d"'~*p,  iüf  ,        ,  ,    ^N„,      ,,        f. 

(Vgl.  No.  1  Gleichung  (35.)). 

Die  singulären  Punkte  von  (1.)  und  daher  auch  von  (5.)  im  Endlichen 
seien  a^  bis  a,.  Bei  einem  Punkte  a,  wo  der  charakteristische  Index  in  (1.) 
und  daher  in  (5.)  gleich  m,  mnss  der  charakteristische  Index  in  (4.)  gleich  1 

sein,  also  — ß^   in   endlicher,   aber  höherer    als  der  ersten  Ordnung,   für 
ax 

T  =  a  unendlich  werden.  Die  möglichen  Ausdrücke  der  t'ormellen  Ent- 
wickelung  dieser  Grösse  bei  x  = «  werden  aus  Differentialgleichung  (5.) 
nach  Abh.  Bd.  76  dieses  Journals  Xo.  6  ermittelt,  imd  es  werden  die  Po- 
tenzen mit  negativen  Exponenten  als  ein  Theil  von  /,"'"''  herausgenommen. 
Bei  einem  Punkte  a,  wo  der  charakteristische  Index  in  (1.)  und  (5.)  kleiner 
als  m  ist,  hat  man  eben  solche  Entwickelungen  zu  ermitteln,  wenn  der  cha- 
rakteristische Index  in  (4.)  gleich  Eins  sein  soll.    Soll  derselbe  aber  gleich 

et 

^vlW  sein,  so  muss  die  Entwickelung  von  —g["'~'^  bei  o  beginnen  mit  ^-_^ 
und  —  ß  muss  (vgl.  No.  2)  Wurzel  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
von  (5.)  bei  x  =  a  sein.  Durch  Zusammenstellung  eriiält  man  eine  endliche 
Anzald  von  Ausdrücken,  unter  welchen,  wenn  (4.)  besteht,  derjenige  acht  ge- 
brochene Theil  G,  von  —g{"'~"  sich  findet,  der  nur  tür  x  =  a,  bis  a,  unendlich 
wird.  Es  möge  ferner  (4.)  im  Endlichen  noch  die  singulären  Punkte  w,,, 
bis  a,j  j  besitzen,  die  (1.)  und  (5.)  fehlen,  dann  nimmt  —g{"'^'^  die  Form  an 

(6.)       -g<r-  =  G.-f-;|^-|-G., 

wo  «,  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  G.  die  Form  ^c^x',  «  >  0.  hat.  Wird 
nun  in  (6.)  x  =  r'  eingesetzt,  so  entsteht 

(7.)      -ff!"-"(r')  -  ^-'•:('-')+XT=i7  +  ^=^'"'''- 
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Wird  hl  (4.)  x  —  /"'  gesetzt,  so  erliält  mau 

(8.)    f^in^M^,. 

Nachdem  in  (5.)  x  —  t"^  eingesetzt  ist,  leitet  man  aus  dieser  Differeutial- 
gleicbung  nach  Abh.  Bd.  76  dieses  Journals  Xo.  6   die   möglichen   Werthe 

von — — ^'"""^ .        her;   wo    t   entweder    gleich  Null    werden 

;;  +  / 

muss    oder   eine    positive    ganze   Zahl ,    der   Grad   —  Z «;'   der   ganzen  ra- 

x+'l. 

tionalen  Function    TI  (x  —  a^^"" —'P{x).      Ist    r>.0,    so    bleibt    noch    die 

Function  *(a;)  zu  bestimmen.  Dies  geschieht  nach  der  früheren  Methode 
(vgl.  No.  1  u.  2)  durch  J^ntwickelung  der  Grossen  in  Gleichung  (6.)  bei 
einem  solchen  Punkte  «i  bis  a^  oder  x  =  t~\  /  =  0,  bei  welchem  die  formelle 
Entwickelung  von  —  g'i'""''  aus  Differentialgleichung  (5.)  bekannt  ist.    Wird 

bei  einem  solchen  Punkte  — ^^ — ,  bezüglich  — ~ —  in  endlicher,  aber  höherer 

als  der  ersten  Ordnung  unendlich,  so  gehört  zu  dem  Theile  euier  Ent- 
wickelung, welcher  die  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  enthält,  im 
Allgemeinen  eindeutig  der  Theil,  welcher  die  Potenzen  mit  positiven  Ex- 
ponenten umfasst  (Abh.  Bd.  76  dieses  Journals  No.  6).  Man  erhält  allge- 
mein genommen  auf  diese  Weise  eine  endliche  Anzahl  von  Ausdrücken,  die 
die  möglichen  Werthe  von  ^l'"  ''  enthalten.  Es  ist  dann  zuzusehen,  ob  das 
Gleichungssystem  (5.)  in  No.  1  erfüllt  wird,  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, ob  der  Werth  M  aus  (4.)  der  Gleichung  (5.)  Genüge  leistet. 

Greifswald,  16.  April  1875. 


(Abdruck  aus  dem  „Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik"  Ud.  81.) 
Druck  von  Georg  Reimer  in   Berlin. 
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Zui-  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

(Fortsetzung;  siehe  li.l.  81   dieses  Journals.) 

(Von  Herrn  L.  IV.  Thome  in  Greifswald.) 


lii  der  uachstehenden  Abliandlnng-  werden  die  Untersuchungen  über 
homogene  lineare  Differentialgleiclmngen  mit  rationalen  Coefficienten,  die 
der  Verfasser  in  den  Bdu.  78  und  81  dieses  Journals  anschliessend  an  seine 
früheren  Abhandlungen  über  lineare  Ditferentialgleichungen  Bd.  74,  75  und 
76  dieses  Journals  angestellt  hat.  weiter  fortgesetzt. 

1. 

Die  homogene  lineare  Differentialgleichung  /«ter  Ordnung 

enthalte  rationale  Coefficienten  und  der  grösste  charakteristische  Index  h  in 
der  Differentialgleichung  erfülle  die  Bedingung  0  •<  A  <  m.  Es  ist  in 
Abh.  Bd.  81  No.  5  gezeigt  worden,  wie  sich  ermitteln  lässt,  ob  diese  Diffe- 
rentialgleichung unter  der  Form 

(2.) 

1      d''s  d''~'.s 

dargestellt  werden  kann,  wo  die  Coefficienten  p*-''^  uiul  g  rational  sind  imd 
in  der  Differentialgleichung  F„._,,  =  0  der  charakteristische  Index  bei  allen 
Punkten  gleich  Null  ist,  und  welches  diese  Darstelhiiig  ist. 

In  f,.{s,x)  sei  h  =  l.  Die  rationale  Function  «/,  werde  in  l'artial- 
brüche  zerlegt  und  es  sei  G,  die  Summe  derjenigen  Glieder  von  y,.  die  tllr 
Funkte    x  im  Endlichen    in    der  ersten  Ordnung   unendlich    werden.     Wird 

j  (0,  -  g{)  dx  =  W  gesetzt,  so  ist  I-Feine  rationale  Function  und  //,  —  (?,='-  -^^ — 
Dann  wird 

(8.)       A  {s,  X)  =  e  "•  i  ''"^ j^  +  C,  e-  "  s|  =  e "  f,  {e' "  s,  .r), 
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und  es  hat  die  Differentialgleichung 

(4.)       I{lx)  =  ^+Gj=0 

hei  allen  Punkten  den  charakteristischen  Index  gleich  Null. 

Es  soll  jetzt  ein  dem  Ausdrucke  (3.)  entsprechender  für  die  Ordnung 
m  gebildet  werden.  Man  nehme  ejuen  Ausdruck  von  der  Form  F,„  {y,  x) 
in  (1.)  mit  rationalen  Coefficienten  F„Xy,x\  so  dass  in  der  Differentialglei- 
chuno- Fjlj,x)  =  0  bei  allen  Punkten  der  charakteristische  Index  gleich 
Null  ist.  Wenn  F^,.  =  0  im  Endlichen  x  {x'^V)  singulare  Punkte  a,  bis  a^ 
besitzt  und  <p(x)  =  (.i;-a,)(a; -«,)... (a:-aj  ist,  so  hat  F,„  die  Fom 
^_  rf-y       t/;,(x)    d"-hj  xp,(T)     d"'-'y     ,  ..    ,  jM^« 

WO  V'a(^)  eine  ganze  rationale  Function,  deren  Grad  ^a{y.-l)  ist.  Und 
wenn  F„.  =  0  im  Endlichen  keinen  singulären  Punkt  besitzt,  so  ist  F„.  =■  -^  • 
Die  Differentialgleichung  F„Xy,x)^0  hat  nur  reguläre  Integrale,  weshalb 
der  Ausdruck  F„,  im  Folgenden  ein  regulärer  Di/fereiüialamdntck  heissen 
soll.  Es  werde  mm  der  Amdruck  coF„xw-'y,x)  gebildet,  wo  co  eine  solche 
analytische  Function  sein  soll,  dass  a)F,„(cü-'y,  a:)  ßr  jede  beliebige  Function 
y  einem  und  demselben  Ausdrucke  der  Form  FJy,x)  in  (1.)  mit  rationalen 
Coefficienten  gleich  wird.  Die  Coefficienten  der  gleich  hohen  Differential- 
quotienten in  beiden  Ausdrücken  müssen  alsdann  übereinstimmen.  Werden 
die  Coefficienten  von  F„  (y,  x)  durch  p,  bezeichnet,  so  erhält  man 

Ist  die  Summe  derjenigen  Glieder  der  in  Partialbrüche  zerlegten  rationalen 
Function  —Gi-PiX  die  für  Punkte  x  im  Endlichen  in  der  ersten  Ordnung 
—         1.1      d\ogco         dlogii       -ß  ,    , 

unendlich  werden,  gleich  F,  und  wu-d  ^^  ""~rf:^+  '  §^^^™'  ^*^  ^^' 
hält  man  co  =  £2H,  wo  12  =  e"  und  FKeine  rationale  Function  ist,  H=e' '"'■'% 
ein  Product  der  Form  n{x-  «)'".  Nun  ist  HF,, (//-' y,  x)  =  G„,  (y,  x)  selbst  ein  re- 
gulärer Differentialausdruck,  da  G,„  =  0  rationale  Coefficienten  und  nur  reguläre 
Integrale  hat  (Abh.  Bd. 75  No.l,I),  und  es  wird  (aFJw-'y,x)  =  e'''GJ^e-''y,x). 
In  der  in  Partialbrüche  zerlegten  rationalen  Function  W  kann,  wenn  das  con- 
stante  Glied  von  Null  verschieden  ist,  statt  dessen  Null  gesetzt  werden,  ohne  dass 
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der  "Wertli  des  Ausdruckes  e"  G,„(e~"y,  x)  geändert  wird.  Wenn  ir  eine 
beliebige  rationale  Function  und  G,„  ein  beliebiger  regulärer  Dittcreutial- 
ausdruck  ist,  so  wird  e"G,„(e  "^,  x)  gleich  einem  Ausdrucke  der  Form 
F,„iy,x)  in  (1.)  mit  rationalen  Coefficienten. 

Ein  Differeiifialaiisdnick  von  der  Form  F„Xy,x)  in  (1.)  mit  rationalen 
Coefficienten,  der  ftir  jede  beliebige  Function  y  einem  vnd  demselben  Ausdrucke 
der  Form  e"  'Pie~"'y,x)  gleich  ist,  wo  4>{y,x)  ein  regulärer  Diff'erentialaus- 
druck,  W  eine  rationale  Function,  die  in  Partialbräche  zerlegt,  zum  constanten 
Gliede  Null  hat,  ist  nur  einem  Ausdrucke  dieser  Form  gleich.     Die  Ordnung 

des  regulären  Ausdrucks  *  muss  gleich  m  sein,  und  man  erhält  Pi  =  —  m  --. h  P\ . 

wo  P,  die  Summe  derjenigen  Glieder  der  in  Partialbrüche  zerlegten  ratio- 
nalen Function  pi  ist,  die  ftir  Punkte  x  im  Endlichen  in  der  ersten  Ordnung 
unendlich  werden.  Demnach  ist  IV  aus  der  Gleichung  /{Pi—pi)dx  —  mW 
und  der  Bedingung,  dass  die  hi  Partialbrüche  zerlegte  rationale  Function 
W  zum  constanten  Gliede  Null  hat.  vollständig  bestimmt.  Und  dann  erhält 
man  den  regulären  Ausdruck  'f'iy,  x)  =  e~"F,„(e"y,  x).  Shul  zwei  von  den 
Variablen  x  und  y  abhängende  Diiferentialausdilicke,  welche  y  und  seine  Diffe- 
rentialquotienten nach  X  nur  in  der  ersten  Potenz  und  nicht  mit  einander  multipli- 
cirt  enthalten,  ftir  jede  Function  y  einander  gleich,  so  werde  von  dem  einen 
Ausdruck  gesagt,  dass  er  sich  durch  den  andern  darstellen  lässt.  Ein  Ausdruck 
von  der  Form  F,„{y,x)  in  (1.)  mit  rationalen  Coefficienten,  der  sich  unter 
der  oben  angegebenen  Form  e "  *  (e~ "  j/,  a;)  darstellen  lässt,  werde  ehi  nor- 
maler Differeiitialausdruck  genannt.  Der  Factor  e"  =  i2  heisse  der  defer- 
minirende  Factor  in  dem  normalen  Ausdrucke.  'f>{y,  x)  =  F„Xy ,  x)  ist  der 
reguläre  Differentialausdruck  in  dem  normalen.  Ein  regulärer  Ausdruck  ist 
dann  selbst  ein  normaler  mit  dem  determinireiulen  Factor  1. 

Es  sei  nun  ein  Differentialausdruck  der  Form  F„xy,  x)  in  i,l.)  mit 
rationalen  Coefficienten  zerlegt  in 

'6. )       fa  iy,  x)  =  yi.     F,„^,^  (;/, ,  x). 
wo  f^   ein  normaler  Dift'erentialausdruck  a,,'«""  Ordnung,  F,„  ^   ein  Ausdruck 
der  Form  des  Ausdnickes  F,„  in  (1.)  (/«  — aiV*^""  (h-dnung  mit  rationalen  Coef- 
ficienten ist.     Dann  sei  wiederum  F,„_a(y,,.T)  zerlegt  in 

(7.)     f..{y,,-r)  =  y2.    P,..-..-.Xy^'Xh 

wo /;  ein  normaler  Differentialausdruck  n,'^"'"  Ordnung,  F,„^j^_a,  ein  Ausdruck 
der  Form   des  Ausdruckes  F,„   in   {i.)  (m-an  —  üiV"^"- Ordnung  mit  rationalen 

12* 
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Coefficienteii  ist,  und  also  endlich  F,„  {y,  x)  dargestellt  durch 

(8-)     faAy^^)  =  yi:    fa.iyi,x)  =  yo,    .  .  .    f,,{y,,x)  =  s,    f„,_,^_..,_,^(s, x), 

wo  fa^  ik  =  0... l)  ein  normaler  Diflferentialausdruck  a^^^^  Ordnung,  F,„_a _  _„ 

ein  Ausdruck  der  Form  des  Ausdnickes  F,„  in  (1.)  {m  —  a,,- a,)*«""  Ordnung 

mit  rationalen  Coefficienten  ist,  und  entweder  m  —  a,, fii  =  0,  oder,  wenn 

diese  Zahl  grösser  als  Null  ist,  F,„_a,_..._„^  nicht  unter  einer  Form,  die  wie 
(6.)  beschaffen  ist,  dargestellt  werden  kann. 

Ein  Differentialausdruck  der  Form 
(9.)  /a,  (y,  x)  =  y,,  /■,,  (yi,x)  =  y,,  ...  /;^_,  (y,_,  ,x)=y,,  f,^  {y„  x\ 
worin  f^^  (/f  =  0.../)  ein  Ausdruck  der  Form  F^(y,x)  in  (1.)  a^^er  Ordnung 
ist,  heisse  ein  System  homogener  linearer  Di/ferentialausdrücke ,  demnach, 
wenn  /j^  (Ä  =  0...Z)  ein  normaler  Differcntialausdruck  ist,  heisse  der 
Ausdruck  (9.)  ein  System  normaler  Diff'erentialansdriicke;  die  Ausdriicke 
f^^  (k  =  0.,.F)  heissen  die  Bestandtheile  des  Systems.  Die  Anzahl  der  Be- 
standtheile  kann  ^  1  sein. 

Im  Folgenden  werden  nun  allgemeine  Methoden  entwickelt,  um  bei 
einem  Differentialausdrucke  F,„{y,x)  der  Form  in  (1.)  mit  rationalen  Coef- 
ficienten zu  untersuchen,  ob  sich  derselbe  iinter  der  Form  (8.)  darstellen 
lässt,  und  welche  diese  Darstellungen  sind.  Es  werden  dann  die  ver- 
schiedenen derartigen  Darstellungen  des  Ausdruckes  mit  einander  verglichen 
und  die  Integrale  der  Differentialgleichung  F„,  =  0,  wo  F„,  unter  der  Form 
(8.)  vorausgesetzt  ist,  untersucht. 

2. 

Der  weiteren  Untersuchung  über  die  vorhin  bezeichneten  Differen- 
tialgleichungen werden  folgende  allgemeine  Betrachtungen  über  lineare 
Differentialgleichungen  vorausgeschickt. 

I.     Die  beiden  Differentialgleichungen 

(!•)       Sr+P^l^  +  -+P"'y  =  *"'^y'  ^)  =  0, 

haben  beliebige  stetige  und  differentiirbare  Coefficienten.  Die  Integrale 
der  beiden  Differentialgleichungen  seien  von  einander  linearunabhängig. 
Diese  Integrale  sollen  in  einer  homogenen  linearen  Di ff'erentialgleichnng  {m-\-n)"^'' 
Ordnung  F^+„{y,  x)  =  0  vereinigt  werden.     Setzt  mau  in  'P„,{y,x)  =  s  für  y 


Thome.  zur  Theorie  der  Uriearen  Di/fererilialgleichuiigeti.  93 

die  n  lineanuiabliäiigigen  Integrale  von  (2.),  so  eiliält  man  s,  bis  $„  von  Null 
verschieden  und  unter  einander  linearunabliängig.  (Vgl.  Abb.  Bd.  8ö  No.  2,  Gl.  2.) 
Diese  GriJssen  erfüllen  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  w'erOi-dnmig 
U',(s,  .t)  =  0,  welche  aufzusuchen  ist.  Alsdann  stellt  die  aus  dem  System 
't'.Jy,  x)  =  s,  V'„(*,  x)  =  0  hervorgehende  Differentialgleichung  F,„^„{y,  x)  =  0 
die  gesuchte  dar;  der  Goefficient  der  höchsten  Ableitung  in  derselben  wird  gleich 
1  gesetzt.  Wenn  nun  in  'P„.{y,  x)  =  s  die  Differentialquotienten  von  höherer, 
als  der  («— 1)^^"  Ordnung  vermittelst  der  Differentialgleichung  (2.)  durch 
solche  der  (»— 1)*«"  Ordnung  und  niedrigerer  Ordimngen  ausgedrückt  werden, 
so  gehe  *„.  (y,  x)  =  s  über  in 

(3.)     Q^^+Q^-^+-+Qny  =  s, 

wo  die  Grössen  Q  nicht  alle  gleich  Nitll  sein  können.  Differentiirt  man 
die  Differentialgleichung  (3.)  successive  n  mal  und  reducirt  nach  jeder 
Differentiation  die  Ordnung  mittels  der  Differentialgleichung  (2.),  so  erhalte  man 

(4-)       Q^"~^  +  Q^''^r  +  -+Qi'^y=^     (a  =  l...«). 
Aus  dem  System  der  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  geht  durch  Elimination  der 
Grössen  y  bis  ^  „J(    die  Differentialgleichung  hervor: 


(5.) 


welcher  die  Grössen  s,  bis  s„  genügen  müssen.  Der  Coefficient  von  -t_v  i" 
Gleichung  (5.)  ist  nicht  identisch  Null.  Es  werde  dieser  Coefficient,  die 
Determinante -2"+ (>i()V^..()i""'\  durch!)  bezeichnet.  Wäre  nun  D  =  0.  so 
könnte  man  die  Grössen  y  bis     .^_^     aus   den  n   ersten  Gleichungen  (3.) 

und  (4.)  eliminiren  und  erhielte 

„  -  dD       cf-'s     ,       dD        d'-^s     ,         ,    cD  „       ,  .         . 

^6-)    -^^^-d^+^^ir^-d^+-+'e(j:'=''  ^«  =  i-«^- 

In  dieser  Differentialgleichung  müssten  sämmtliche  Coefficioiten  gleich 
Null  sein,  da  derselben  die  «  linearunabhängigen  Grössen  s,  bis  s,  genügen 
^nirden  (Vgl.  Abh.  Bd.  lö  No.  2,  Gl.  2).     Es  wäre  also 


Q. 
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Hieraus  wiiide  sich  weiter  ergeben,  dass  man  aus  den  w— 1  ersten  Glei- 
chungen  (3.)  und  (4.)  die  Grössen  y  bis  .  „_p  eliminiren  könnte,  und 
man  würde  durch  gleiche  Betrachtungen,  wie  die  bei  Differentialgleichung 
(6.)  angewandten,  finden,  dass 

sein  müsste.     In  dieser  Weise  weiter  schliessend  würde  man  folgern,  dass 

alle  Grössen  Q    in  Differentialgleichung  (3.)  Null  sein  müssten,   was  nicht 

d"s 

der  Fall  ist.  Der  Coefficient  von  -j-~  in  Differentialgleichung  (5.)  ist  also 
nicht  identisch  Null .  und  dividirt  man  die  Gleichung  durch  diesen  Coeffi- 
cienten,  so  erhält  man  die  gesuchte  Differentialgleichung  if'„{s,x)  =  0. 

Sind  die  Coefficienten  p  und  q  rational,  so  werden  die  Cocfficienten 
in  Differentialgleichung  (5.)  und  demnach  auch  in  F,,,^,  =  0  rational. 

l)ie  Differentialgleichung  F,„^„{y,x)  =  0  muss  sich  ersetzen  lassen 
durch  jedes  der  beiden  Systeme 

*.»  iy,  x)  =  s     ip„  {s,  x)  =  0 
^I'\  iy,  x)  =  s'     <p„,  {s,  x)  =  0, 
wo   (p„Xs',x)  =  0  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  m^*^'  Ordnung 

d"'s' 

mit  dem  Coefficienten  von  -r-^  gleich  1  ist. 

II.  Zwei  Differentialgleichungen  *,„(y,  a;)  =  0  und  W„{y,x)  =  Q  der 
Formen  (1.)  und  (2.)  mögen  k  und  nicht  mehr  linearunabhängige  Integrale 
gemeinsam  haben.  Diese  erfüllen  (Abh.  Bd.  75  No.  2)  die  homogene  lineare 
Differentialgleichung  A-""-  Ordnung  F,(?/,  .t)  =  0,  in  welcher  der  Coefficient 
der  höchsten  Ableitung  gleich  1  gesetzt  ist.  Alsdann  sind  (Abh.  Bd.  76 
No.  1  u.  2,  Bd.  78  No.  2;  vgl.  diese  Abh.  No.  7,V)  die  Differentialgleichungen 
*,„  =  0  und   1'„  =  0  darstellbar  durch 

(10.)       h\{y,  x^^s      ^^„, i  +  «1  ^^„.-^--1  +  •  ■  •  +  a,„_,s  =  t,^,{s,  x)  =  0, 

(11.)       F,{y,x)  =  s     -rf^A-  +  bi  ^^,._,_^i  +■■■  +  b,._,s  =  u„_, (s,  x)  =  0, 

wo  aus  den  Gleichungssystemen.  welche  durch  Gleichstellung  der  Coeffi- 
cienten gleich  hoher  Ableitungen  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung 

'f',„{!J,-r)  =  L-,iF,{y,x),x) 
bezüglich    der    Gleichung     'f^„(y ,  x)  =  'C„_k{Ft{y,  x),  x)    hervorgehen,    die 
Coefficienten     a     und     h    eindeutig    als    «janze    rationale    Functionen    der 
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Coefficieiiten  p  bezüglich  </  und  der  L'oeffieienteii  in  F^  und  deren  iJifte- 
rentialquotknten  bestimmt  sind,  ebenso  die  Coefficienten  in  F^  als  ganze 
rationale  Functionen  der  Grössen  p,  n  bezüg-lich  7,  b  und  deren  Differential- 
quotienten.    Nun  haben  die  beiden  Differentialgleichungen 

i,„-kis,  x)  =  0  uml  t„_t{s,  x)  =  0 
kein  gemeinschaftliches  Integral.  Die  Integrale  dieser  beiden  Differential- 
gleichungen können  nach  I.  in  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung 
(m-f«  — 2Ä-)'"  Ordnung  f,„^„_2i{s,  x)  =  0  vereinigt  werden.  Alsdann  sind 
die  k  Integrale  von  Fj  =  0,  ferner  die  m- k  Integrale  von  *„,  =  0.  welche 
mit  den  Integralen  von  F^  =  0  ein  System  liuearunabhängiger  Integrale  von 
0,.  =  0  bilden,  endlich  die  n  —  k  Integrale  von  y„  =  0,  welche  mit  den  In- 
tegralen von  Fi  =  0  ein  System  linearunabhängiger  Integrale  von  V,,  =  0 
bilden,  vereinigt  in  der  Differentialgleichung 

(12.)  F, (y,  x)=s,  f„^ „_,, (s,  x)  -  0. 
fm  zu  erkennen ,  ob  und  welche  Integrale  zwei  homogene  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen 4>„{y,x)  =  0  und  '/'„{y,  x)  =  0  gemehisam  haben,  ist 
(Siehe  die  Note  des  'Kerrn  Brassinne  im  Anhange  zu  S/«r/H  Coursd'AnalyseT.U, 
wo  auch  die  in  Abtheilung  I.  dieser  Xo.  untersuchte  Aufgabe  nach  anderer 
Methode  behandelt  ist),  weini  m^n,  die  Identität 

(13.)    ^Sy,x)  =  «,,^-^+«.'^j^,„_„^"+---+«,,.-„y.+/gu^+---+Ay 

aufzustellen,  in  welcher  die  Coefficienten  «  und  ß  eindeutig  bestimmt  sind.  Die 
gemeinschaftlichen  Integrale  von  *,„  =  0  und  'F,  =  0  sind  dann  auch  die  gemeui- 

schaftlichen  Integrale  von  ^„  =  0  und  /?„-t-^  H Vßnil  =  0,  und  man  hat.  wenn 

nicht  alle  Coefficienten  ß  gleich  Null  sind,  auf  die  beiden  letzteren  Differential- 
gleichungen dasselbe  Verfahren  anzuwenden,  bis  man  zu  einem  Kestausdrucke, 
der  identisch  Null  ist.  gelaugt,  wo  dann  die  vorhergehende  Differentialglei- 
chung die  gemeinschaftlichen  Integrale  enthält.  Hierbei  ergielit  sich,  dass, 
wenn  die  Coefficienten  in  0„.  =  0  und  ?^„  =  0  rational  siml,  auch  die  Coef- 
ficienten in  der  Differentialgleichung  der  gemeinschaftlichen  Integrale  F^  =--  0 
rational  sind.  Es  werden  dann  auch  in  i'  =  0  und  c  =  0  die  Coefficienten 
rational  und  zufolge  I.  auch  in  f,„^.n~n  =  0. 

IJat  man  also  zwei  homogene  lineare  Di/ferentialyleic/iiii/gen  m'"'  und 
n'"-  Ordnung  *„  =  0  und  ¥^„  =  0  mit  rationalen  Coefficienten,  so  kann  man 
nach    dem    Vorhergehenden  die  Differentialgleichung  k"-'  Ordnung  yk^O^  auf- 


96  Thome,  zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

stellen,  die  ihre  gemeinschaftlichen  Integrale  enthält  und  deren  Coefficienten 
rational  sind,  alsdann  die  homogene  lineare  Di/ferentialgleichung  (tn  +  n-ky- 
Ordnnng  bilden,  welche  die  tn  +  n—k  linear  unabhängigen  Integrale  der  beiden 
Diff'erenlialgleichitngen  *,„  =  0  und  W„  =  0  vereinigt  enthalt;  die  Coefficienten 
derselben  werden  rational. 

III.  a.)  In  den  l)eiden  Differeutialg-leichuiigeii  (1.)  und  (2.)  *,„  =  0 
und  V„  =  0  seien  die  Coefficienten  rational,  die  lutegrale  der  beiden  Diffe- 
rentialgleichungen seien  von  einander  linearunabliängig  und  vereinigt  in  der 
homogenen  linearen  Differentialgleichung  (//H  w)'''' Ordnung  F„,+„  =  0,  deren 
Coefficienten  rational  sind,  und  in  welcher  der  Coeffi(;ient  der  höchsten  Ab- 
leitung gleich  1  gesetzt  ist.  Es  werde  die  Differentialgleichung  F,„^„{y,  a;)  =  0 
unter  der  Form 

( 1 4.)       *„. (//,  x)  =  s,     tf'„  {s,  x)  =  0 
dargestellt,  wo  i/'»  =  0  eine  Differentialgleichung  der  Form  (1.)  ?«ter  Ordnung 
ist,  und  die  Coefficienten  in  »/'„  rational  sind. 

Sind  nun  in  y'„  =  0  die  Integrale  einer  Differentiulgleichung  der  Form 
(1.)  und  l'^' Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  </'  =0  enthalten,  so  hat  die 
Differentialgleichung 

(15.)       *,„(«/,  ic)=s,     v^,(s,a;)  =  0 
mit  der  Differentialgleichung   W„  —  Ol  und  nicht  mehr  linearunabhätigige  Inte- 
grale gemeinsam.     Es  muss  daher  nach  II.  die  Differentialgleichung  W„  =  0 
die  Integrale   einer  homogenen   linearen  Differentialgleichung   /'er  Urdnung 
mit  rationalen  Coefficuenten  enthalten. 

Denn  hl  einem  beliebigen  Systeme  m-^l  linearunabhängiger  Integrale 
von  (15.)  seien  m  Integrale  successive  durch  m  linearunabhängige  Integrale 
y^  bis  ?/„.  von  *„,  =  0  ersetzt;  alsdann  sei  das  System  der  linear  unabhän- 
gigen Integrale  von  Uö-): 

(16.)       Vi,     yi,     .  •  •     «/,„,     «/.,+n     •  •  •     ?/«.'• 
Sind   nun    n   linearunabhängige  Integrale  von  ^,  =  0 ,    Y^  bis   Y„ ,   so  musa 
y^^^  {0,-1... l)  unter  der  Form  darstellbar  seht: 

(17.)     t/„„„  -  ci»'.y,+.-fci:>j/„,+cwy,+--+e'y;, 

wo  die  Grössen  c  und  C  Constanten.  Die  /  Integrale  der  Differentialglei- 
chung (15.)  y,n+»-c\'^yi c\^y„.  (a  =  l.../)  sind  Unearunabhängig,  weil 

die  Integrale  (16.)  linearanabhängig  sind,  und  erfüllen  der  Gleichung-  (17.) 
zufolge  die  Differentialgleichung  "£'„  -  0.  Diejenigen  linearunabhängigcn 
Inteo-rale  von   1'„  =  ü,  die  die  Differentialgleichung  (,15.)  erfüllen,  geben  in 
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das  System  (15.)  eingesetzt  ebenso  viele  liiieanuiabhäiig-ige  Wertlie  von  s, 
die  V',  =  0  erfüllen,  es  können  also  nicht  mehr  als  /  sein.  Die  Dilferential- 
gleichung-  (15.)  hat  daher  mit  der  Ditlerentialgleiclmng  W,  =  Q,  i  und  nicht 
mehr  linearunal)hängige  Integrale  gemeinsam. 

6.)  Wenn  nun  ein  Differentia lausdruck  4>,Jy,x)  von  der  Form  des 
Ausdruckes  in  (1.)  mit  rationalen  Coefficienten.  sich  nicht  unter  der  Form 
(iO.)  Ft(y,  x)  =  s,  §„_^{s,x)  darstellen  lässt,  so  dass  die  Coefficienten  hi  t\ 
und  i',„_t  rational  smd.  so  heisse  der  Differentialausdruck  ein  unzerlegbarer 
Di/ferentialausdnwk.  In  diesem  Falle  kann  die  Diftcrentialgleichung  *,„  =  0 
mit  einer  Differentialgleichung  derForm(2.)  y^,  ^  0  mit  rationalen  Coefficienten 
kein  Integral  gemeinsam  haben,  wenn  nicht  sämmtliche  Integrale  von  *,„  =  0 
auch  y-,  =  0  erfüllen  (E.,  Gl.  (13.)).  (Vgl.  die  oben  angeführte  Note  3"  des 
Herrn  Brassinne  und  die  Abhandlung  des  Herrn  Frobenius  Bd.  76  dieses 
Journals  p.  236  und  256V 

Aus  dem  in  a.)  Bewiesenen  folgt  nun: 

Ist  der  Differentialausdruck  H^„  in  III,  a.)  ein  unzerlegbarer  Differetilial- 
ausdruek,  so  ist  auch  der  Differentialausdruck  if'„  in  Gleichung  (14.1  unzerlegbar. 

c.)  Ist  ausser  H''„  auch  der  Differentialausdruck  f/»,„  in  III.  a.)  vnz-erleg- 
bar  und  enthält  die  Differentialgleichung  (14.)  F„.+,  =  0  die  Integrale  einer 
Differentialgleichung  der  Form  (1.)  ä'"  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten 
Fj  =  0,  ico  F-   unzerlegbar  und  nickt  identisch  *„,,  so  ist  k  =  n. 

Denn  werden  die  Integrale  von  *,„  =  0  und  F,  =  0  in  einer  homo- 
genen linearen  Differentialgleichung  (?«  +  *)**'' Ordnung  F„,^,  =  0,  in  welcher 
der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  gesetzt  ist.  vereinigt,  und 
wird  F,„,„  durch  *,„(y,  .r)  -  *,  ip„is,  x\  F,„^,  durch  0„.(y,  x)  =  s,  f,{s,  .r-  nach 
Gl.  (10.)  dargestellt,  so  müssen  die  Integrale  von  /;  =  0  in  i/'„  =  0  enthalten  sein. 
Nun  ist  nach  b.)  xp„  unzerlegbar,  daher  /;  identisch  y,,:  also  k  =  n.  Ist  m^n. 
so  muss  F,  identisch  W„  sein,  weil  sonst  durch  Vereinigung  der  Integrale 
von  F^  =  0  und  V\,  =  0  in  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung 
{k-\-nY^^  Ordnung  und  dieselben  Betrachtungen,  wie  vorhin,  sich  ergeben 
würde  k  =  m.  Ist  m-n,  so  braucht  f'  nicht  identisch  i''„  zu  sein.  Denn 
nimmt  man  einen  unzerlegbaren  Differentialausdruck  A'„t>',  j-l  (,dass  es  bei 
beliebigem  m  solche  giebt,  wird  in  No.  8, 1  gezeigt)  und  bildet  die  Ausdrücke 
B X,„{li-' g,  x)  =  4>Jtj,  X)  imd  R,X„,{R^'tj,x)^^'r„Xy,x).  wo  li  und  /?,  ra- 
tiitnale  Functionen  sind  und  nicht  R  =  cR^,  wo  c  eine  Gonstante  ist.  so 
sind0„,  und  '/^,„  unzerlegbar  und  nicht  identisch,  wie  aus  dem  Cdeffieienten 
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vo»        „Ji    hervorgeht.     Sind  die  Integrale  von  0„,  =  0  und  W,,^  =  0  in  der 

homogenen,  linearen  Differentialgleichung  2  z«*«''  Ordnung  Fj,,.  =  0  vereinigt, 
so  enthält  letztere  Differentialgleichung  auch  die  Integrale  von  R:.X„(Ji2*y,  x)  =  0, 
wo  Äi  =  Ci/J  +  Cj/li,  c,  und  Co  Constanten  sind.  Der  Ausdruck  RiX„XRT^y,x) 
ist  unzerlegbar  und,  wenn  c,  und  Cj  von  Null  verschieden,  nicht  identisch 
mit  *„.  oder  "f",,.. 

.8. 
Es  werden   jetzt  nachstehende  Sätze   entwickelt,   die  im  Folgenden 
zur  Anwendung  kommen. 

I.     In  der  Differentialgleichung 

seien  die  Coefficienten  rational  und  in  der  Differentialgleichung 

sei  der  Ausdruck  W„  normal,  die  Integrale  der  beiden  Differential- 
gleichungen seien  von  einander  linear  unabhängig.  Werden  diese  Integrale 
nach  No.  2, 1  in  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  (»M-f«)ter  Ord- 
nung F,„+„  =  0  vereinigt,  deren  Coefficienten  rational  sein  müssen  und  in 
welcher  der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  gesetzt  ist,  und 
wird  F,„+„  auf  die  Form  gebracht 

(3.)       *„,(y,  a;)  =  *,     VJAa;), 
wo  xp„  ein  Differentialausdruck  von  der  Form  von  *,„  «t^r  Ordnung  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  (No.  2,  Gl.  10),    so    ist   ip„   ein  normaler  Differentialam- 
druck und  enthält  denselben  deferminirenden  Factor,  wie  V„. 
Das  vollständige  Integral  von  (2.)  hat  die  Form 
(4.)       n{c,'y,  +  ---\-c7y^\ 
wo  £1  der  determinirende  Factor  in  !?"„,  y^  bis  y^  die  n  linear-unabhängigen 
regulären   Integrale    von    ¥*„  {y,  x)  =  0    sind ,    wenn    ^„  {y,  x)    der    reguläre 
Differentialausdruck  in  ¥'„  ist.     Wird   der  Ausdruck  (4.)  bei  einem  Punkte 
im  Endlichen  für  y  in  *„.  {y,  x)  =  s  eingesetzt,  so  erhält  man 

(5.)       s  =  i2(cis,-l hc„s„), 

wo  die  Grössen  s,  bis  s„  die  re  linear -unabhängigen  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung £2'~^xp^{£2s,x)  =  0  mit  rationalen  Coefficienten  sind.    Diese 


Thome,  zur  Theorie  der  linearen  Di/ferenlialgleichungen.  99 

Integrale  verhalten  sich  regulär  (vgl.  Abh.  Bd.  81,  p.  27);  daher  ist  der 
charakteristische  Index  in  der  Differentialgleichung  £2~^tf)„{S28,x)  =  0  bei 
diesem  Punkte  gleich  Null. 

Für  X  =  r'  hat  mau  (Abh.  Bd.  78,  No.  2,  Gl.  (12.)  etc.),  wenn 

*,„(y.r^)  =  (-O"**:,(y,0,  'p,Xy,t-')  =  (-<')" v;.(y,<),  r"- vi («'"'«, 0  =  v"(«,0 

und  F,„+„(jf,  /""')  =  {—f)""^"F'„,+n{y,  t)  gesetzt  werden,  den  Differentialausdruck 
K,+v  {y,  f)  dargestellt  durch 

(6.)      *,'.(y,<)  =  u,    rp::(:u,t). 
Setzt   mau  nun   den  Ausdruck  (4.)  bei  x  =  t\  t  =  0  in  (6.)   tür  y 
ein  uud  bezeichnet   durch  Sl'   den  Ausdruck  /2.   worin  x  =  r*  gesetzt  ist, 
so  erhält  man 

(7.)       u  =  i2'(c,  ?A,H \-c„u„\ 

wo  die  Grössen  u  linear-unabhängig  sind,  bei  /  =  0  sich  regulär  verhalten 
und  die  lutegi-ale  von  £2'~^ ip'„'{S2' u,  /)  =  0  sind.  Der  chai'akteristische  Index 
in  dieser  Differentialgleichung  bei  /  —  0  ist  also  Null.  Daher  ist  dieses 
auch  der  Fall  in  der  Differentialgleichung  f-"i2'-'v';;(-ßr -"«,/)= i2'-Vl(i2'M,0 = 0; 
oder  in  der  Differentialgleichung  i2~*i//„(i2a,  x)  =  0  für  x  =  t~\  t  =  0.  Der 
Differentialausdruck  i2~'i^„(i2s,  x)  ist  also  regulär  und  i/'-C«-^)  normal 
mit  dem  determinirenden  Factor  £2. 

IL     Hat  ein  normaler  Differentialausdruck  0,„(y,  .t)   mit  dem  deter- 
minirenden Factor  ß  die  Darstellung 

(8.)       /;,,  (tj,  X)  =  y,.     /;,  (y,.  x)  =  y,.     ...     f,,{y„  x)  =  *,„(y,  x), 
^^'0   fa^  (k  =  0  ...  f)   ein   homogener   linearer  Differential quotientenausdruck 
iV""'  Ordnung  mit  rationalen  Coefficicnteu   und  der  Coefticient  der  höchsten 
Ableitung  in  demselben  gleich  Eins  ist.  so  miiss  f^^  ein  nonnakr  Differenfial- 
avsärtick  mit  dem  determimrendeii  Factor  12  sein. 

Denn  aus  i^S.)  leitet  man  her 
(9.)  n'f,Xf2y,x)  =  y,,n'raS^y,,x)  =  y,....S2-'f,^^S2y,,x)  =  S2-'4>...i£2y,x). 
Hier  ist  S2-^<P,„{^y,  x)  ehi  regulärer  Differentialausdruck,  alsti  in  der 
Differentialgleichung  f2  '(p,„{S2y,  x)  =^0  bei  jedem  Punkte  der  «harakte- 
ristische  Index  gleich  Null.  Hat  man  nun  ein  System  homogener  linearer 
iDitterentialausdriicke  (No.  1,  FI.  9)  mit  rationalen  Coefficienten .  so  ist 
bei    jedem    l'unktc    im    Kndlichen    oder   Unendlichen    der    charakteristische 
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Index  in  der  Differentialgleichung,  die  aus  dem  gleich  Null  gesetzten 
Systeme  hervorgeht,  gleich  der  Summe  der  charakteristischen  Indices  in 
den  Differentialgleichungen,  die  aus  den  gleicli  Null  gesetzten  Bestandtheilen 
erhalten  werden  (Abh.  Bd.  76,  No.  3;  Bd.  78,  No.  2,  Gl.  (15.)).  Daher  ist  auch 
in  Differentialgleichung  i2  '/■a^(i2//,  x)  =  0  (ä-=0,  .../)  bei  jedem  Punkte 
der  charakteristische  Index  gleich  Null;  also  fa^(y,x)  ein  normaler  Difte- 
rentialausdruck  mit  dem  determinirenden  Factor  S2. 

in.  Folgeiuler  Satz  ist  ein  specieller  Fall  eines  allgemeineren,  der 
in  No.  7,  IV,  c.)  bewiesen  wird,  und  kommt  erst,  nachdem  letzterer  bewiesen 
ist,  zur  Anwendung.  Es  wird  hier  ein  von  dem  Beweise  des  allgemeineren 
Satzes  unabhängiger  Beweis  des  si)eciellen  gegeben. 

Sind  in  mehreren  normalen  Di/f'ereniialausdriicken  fi,(y,x),  /j  (yi,a;)  bis 
faiiVi)  ^)  ^^^  determinirenden  Factor en  von  einander  verschieden,  so  sind  die  Inte- 
grale der  Di/ferentialgleichungen  f,  =  O  bis  f^^  =  O  von  einander  linearunabhängig. 

Die  determinirenden  Factoreu  seien  e"'  bis  e"',  wo  eine  der  Grössen  W 

i 
auch  Null  sein  kann.  Wenn  nun  in  einem  Gebiete  voua;  eine  Gleichung.^'  Ci,y(,  =  O 

besteht,  worin  y^  Integral  von  f^^  =  0  ist,  die  Grössen  c  Coustanten,  die  nicht  alle 
gleich  Null  sind,  so  besteht  diese  Gleichung,  wenn  die  Integrale  als  analytische 
Functionen  auf  demselben  Wege  fortgesetzt  werden,  für  jedes  o;.  In  der  Um- 
gebung eines  Punktes  im  Endlichen  oder  Unendlichen,  in  welchem  eine  der 
Grössen  W  uneiullich  wird,  muss  derjenige  Theil  der  Gleichung  .^C|,yt  =  0 
für  sich  verschwinden,  welcher  die  Integrale  von  solchen  Differentialglei- 
chungen enthält,  in  denen  die  in  PartialbrUclie  zerlegten  Functionen  W  die 
Glieder,  die  in  diesem  Punkte  unendlich  werden,  übereinstimmend  haben. 

Denn  sei  dieser  Punkt  der  Punkt  a;  =  a  im  Endlichen,  so  nehme 
man  die  Entwickeluugen  der  Integrale  bei  x  =  a.  Diese  haben  die  Form, 
die  Abh.  Bd.  74,  No.  1,  Fl.  (5.)  angegeben  ist.    Fasst  man  dann  in  Gleichung 

2iCiyi  =  0   diejenigen  Glieder   zusammen,   in  denen  die  Exponenten  in  den 

Potenzen  {x—a)''  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  so  muss  deren 
Summe  nach  dem  in  Abh.  Bd.  74,  No.  1,  Fl.  (5.)  Bewiesenen  für  sich  ver- 
schwinden. In  einer  solchen  Summe  muss  wiederum  die  Summe  derjenigen 
Glieder,  die  mit  derselben  Potenz  des  log  (x  —  a)  multiplicirt  sind,  verschwiiulen. 
Jede  der  letzteren  Summen  nimmt  aber  folgende  Form  an.  Es  sei  in  der 
in  Partialbrüche  zerlegten  Function   W,  derjenige  Theil,  der  für  x  =  a  uu- 
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endlich  wird,  durch  w^  bezeichnet,  und  ir,  gleich  Null  gesetzt,  wenn  W^ 
für   x  =  a  nicht   unendlich  wird.     Dann  hat  ehie  solche  Summe  die  Form: 

(10.)       {.x-ay^Cie"-^(pi{:x\ 

wo  (p{x)  von  der  Form  J'Ä-,(a;  — o)"  ist.  einzelne  der  Grössen  tf^  auch  Null 
sein  köimen.     Nun  kann  eine  Gleichung  der  Form 

(11.)       ic,e'»v^,(a;)  =  0, 

in   welcher   die  Cj  von  Null  verschiedene  Constanten  sind,   die  Grössen  cj 

Null  oder  von  der  Form  Zk^^{x  —  dr'  und   alle  unter  einander   verschie- 

1 

den  sind,  die  Grössen  V't  {x)  die  Form  Z  k^  {x  —  aY  haben  und  von  Null  ver- 
schieden sind,  nicht  bestehen.  Denn  man  kann  die  »«Grössen  e''t,y.'i{x)  auf 
die  Form  bringen 

(12.)     e''if',{x),  e'''yji{x)Je'''''X2{x)dx,  e''\pi{x)Jäxe''-'x,{x)ye''-''Xi{x)dx,  etc., 

wo  die  Grössen  x{x)  die  Form  ^Äj(a;  —  o)'' haben  und  von  Null  verschieden 

sind,  da  —~-e''^{x)  von  Null  verschieden  ist,  wo  u  die  Form  Zk_^{x—a)~*, 

i{x)  die  Form  ^k^{x  —  ay  hat.  Setzt  man  die  Grössen  (12.)  in  Gleichung 
(11.)  ein,  so  ergiebt  sich  aus  der  Form  von  (12.),  dass  die  Gleichung  (11.) 
nicht  bestehen  kann.     Aus  der  Verbindung  der  vorstehenden  Kesnltate  er- 

giebt  sich  nun,  dass  in  ^ c^y t,  =  0  derjenige  Theil,  in  welchem  die  Grössen 

w  bei  dem  Punkte  x  =  a  übereinstimmen,  für  sich  verschwinden  muss.     Ent- 

sprechend  ist  es  bei  dem  Punkte  x  =  f~\  /  =  0.    Nimmt  man  nun  in  .Zctj/t  =  0 

ein  solches  Integral  ^t,  bei  welchem  q  nicht  verschwindet,  und  wendet  das 
vorhin  Bewiesene  successive  bei  allen  Punkten  an.  in  denen  die  Grösse  ]]\ 
sich  von  je  einer  der  anderen  Grössen  W  unterscheidet,  so  ergiebt  sich, 
dass  c^y^  Null  sein  müsste,  was  nicht  der  Fall  ist. 

4. 
Der  Differentialausdruck  F,„  («/,  x)   in  der  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung /Hier  ( )i-(lnung  F,„iy,x)  =  0  mit  rationalen  Coefficienton  und 
dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  sei  dargestellt  durcli 
^  !•)       fa.  iy,  x)  =  y,.     f,,  (?/, ,  er)  =  y, .     ...     /",,  {y„  x)  =  s,     F,„_,^_ .._,, (s,  x\ 


102 
wo 


Thome,  ;i/r  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 


^0   f    (k^O  ..l)  ein  normaler  Differeutialausdruck  von  a,*"  Ordnung  ist, 

F      '\  (s,x)  ein  Ausdruck   von  der  Form  von  F„,  und  (;«-a., a,)»«-- 

Ordnung'  mit    Coefficieuten.    die    rational    sein    müssen ,_    und    entweder 

„j_^ a  =  0  ist  oder,  wenn  diese  Zabl  grösser  als  Null  ist,  F„,_<,„_..._<„  -  0 

nicht"  die  Integrale    einer  Differentialgleichung,    in   welcher   ein  normaler 
Differentialausdruck  gleich  Null  gesetzt  ist,  enthält. 

Es  sei  ferner  das  System  normaler  Differeutialausdnicke 

gleich  dem  Ausdrucke 

4>^y{y,x)    wo    A' =  a(,+ai4 !-«'• 

AVenn  ein  normaler  Differentialausdruck  nicht  unzerlegbar  ist  (No.  2.  III.  b), 
so  ist  er  einem  Systeme  unzerlegbarer  normaler  Ausdrücke  gleich,  die  alle 
denselben  determinirenden  Factor,  wie  der  zusammengesetzte  Ausdruck  ent- 
halten (No.  3,  II).  Es  kann  daher  der  Ausdruck  A,  {h  =  0.../)  in  (1.)  und  (2.) 
als  unzerlegbar  vorausgesetzt  werden,  was  hi  den  Sätzen  dieser  No.  ge- 
schehen   soll.  rx      .•       »   /         l„ 

I  Wenn  nun  in  der  Di/ferentialgleicimng  F„,{y,x)  =  0  die  Integrale 
einer  Diirerentialgleichung  V^.(«/,x)  =  0  enthalten  sind,  wo  V«  ein  unzerlegbarer 
normaler  Di/fercnHalamdmek  «'-  Ordnung  ist,  so  hat  der  Ausdruck  *.v(i/,x) 
eine  solche  durch  ein  Systent  normaler  Differentialamdriicke  gegebene  Darstellung, 
in  welcher  i/'a  ««  der  Spitze  des  Systemes  steht. 

Sind  die  unzerlegbaren  Differentialausdrücke  v»  «i»^  L  "i«l'^  iden- 
tisch, so  sind  die  Integrale  von  v^„  =  0  und  f.=0  von  einander  linearun- 
abhängio-  (No.  2.  III,  b.).  Diese  Integrale  werden  nun  nach  No.  2,  I  m  einer 
homogenen  linearen  Differentialgleichung  (a.,+«Ver  Ordnung  F,,„  =  0  ver- 
einig-t,  hl  der  F,  , „  dargestellt  wird  durch  die  Ausdrücke: 

(3.)      F,.,„(t,,.T)=  j^^^^^^^^^^^^^^    ^^   ^y,^,^^^ 

wo  (No  3,  I)  V'V^  ein  normaler  Ausdi'uck  von  der  Ordnung  a  mit  dem  de- 
terminü-enden  Factor  von  V^„,  9>.„  em  normaler  Ausdruck  von  der  Ordnung 
a„  mit  dem  determinirenden  Factor  von  A,  ist  und  beide  Ausdrücke  unzer- 
legbar shid  (No.  2,  III,  b.\  .  ,  ,  .  , 

Die  Integrale   von  H'^\y,x)^0    eifüllen   die   Differentialgleichung 

(4.)      k{yx^x)=y,.     .  •  ■    fa,{y<,  x)  =  s,     F„,_.„_..._»,(*,a;)  =  0 
(No.2,I  Anfang,    oder  No.  2,  IL  Gl.  (10.)).     Ist   nun  vi*^    nicht   identisch 
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f, .  SO  sind  die  Integrale  von  u-J,'^  =  ü  und  f^  =  0  von  einander  linear-unab- 
hängig. Dieselben  werden  in  einer  homogenen  linearen  Differentialglei- 
chung (tti-f«^'"  Ordnung  G^^„  =  0  vereinigt,  in  welcher  G^^^^  dargestellt 
wird  durch  die  An>«driieke: 

(0.'  "•a-aiyi"  ^'  =    ■ 

|.^'a'[y^^J:)  =  y'2^    <f,,  (y'i-x), 

wo  i/'i"^  ein  normaler  Ausdruck  a^^^  Ordnung  mit  dem  determinü'euden 
Factor  von  V'«^  '^ii'il  ^a,  ein  nonnaler  Ausdruck  ai*^''  Ordnung  mit  dem  de- 
terminireuden  Factor  von  f^^  ist,  t/'^"'  und  y;^^  unzerlegbar  sind.  Das  System 
f^  [y.  X  =  iji.  /ii, i^i;  ^)  =  yj-  H>T(y2^x)  hat  nun  die  Darstelhmgen : 

(  fa.{y,-^)^yi:      /a,»y.,-r)  =  y2.     V'a"%2,a;), 
(6.)       F,  +,,+„(y,  j)  =  j  f,{y,  x)  =  y, ,    V'<,'>(y, ,  X)  =  ?/; ,     y,,  (yi ,  x), 
'  «'a  iy,  x^  =  y\ .    (p^  (y[ ,  x)  =  y', ,      9:,,  (y; ,  x). 
Indem  mau  dieses  Verfahren  fortsetzt,  findet  man  eine  der  Zusammenstel- 
lung (6.)   entsprechende  Zusammenstellung  von  Systemen,   in  welcher  der 
letzte  Bestandtheil  des  Systemes  in  der  ersten  Zeile  einer  der  Ausdrücke 
/■j,    (Ä-  =  0.../)    ist,    wegen    der    über    F„^_^_^^_^^(s,  x)    gemachten   Voraus- 
setzung.    Alsdann  ergiebt  sich  aus  dem  Vergleiche   des  Systemes  in  der 
ersten  Zeile  dieser  Zusammenstellung  mit  dem  Systeme  in  der  letzten  Zeile 
der  Zusammenstellung,    dass   es   ein  System  normaler  Differentialansdriicke 
giebt,  in  welchem  W'„  an  der  Spitze  steht,  und  welches  den  Differentialaus- 
di-uck  *v  darstellt. 

II.     Aus  dem  Satze  in  I  folgt  weiter: 

Wenif  in  der  Differenfialgleicliiiiig  F,,(y,  x)  =  0  die  Integrale  einer 
Differentialgleichung  'P'„(y,  a;)  =  0  enthalten  sind,  in  tcelcher  der  Ausdruck  ton  W, 
durch  ein  System  normaler  Differentialansdriicke  gegeben  ist,  so  ist  der  Aus- 
druck 0  V  durch  ein  solches  System  normaler  Diff'erentialausdriicke  darstellbar, 
unter  dessen  Bestandtheilen  die  Bestandtheile  des  Ausdruckes  ton  H'\  in  der- 
selben Reihenfolge  zu  Anfang  stehen. 

Wenn  also  der  Differentialausdruck  F,{y,x  in  irgend  einer  Weise 
durch  ein  System  von  honingenen  linearen  Differentialausdrücken,  das  wie 
das  System  (1.)  beschaffen  ist  dargestellt  wird,  uiul  das  in  diesem  Systeme 
enthaltene  System  normaler  DifferentialausdiUcke  herausgenommen  wird,  so 
-teilt  dasselbe  einen  Differentialausdruck  dar.  der  dem  Ausdrucke  4>y{y,x) 
gleich  ist.     tVirl.  Abb.  Bd.  76.  No.  51. 
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Es  ist  also  jetzt  dieser  Differentialausdruck  *.v  aufzusuchen.  Dies 
kommt  darauf  hinaus  zu  ermitteln,  ob  eine  homogene  lineare  Differentialglei- 
chung »i*^^'"  Ordnung-  mit  rationalen  Coefficienteu,  in  welcher  der  Coefficient 
der  höchsten  Ableitung  gleich  Eins  gesetzt  ist,  F,„{y,x)  =  Q  sich  darstellen 
lässt  unter  der  Form 

(7.)       F„,_,{y,x)=s,     A(s,x)-0, 
so  dass  F,„_t  ehi  normaler  Ausdruck,  /j  ein  Ausdruck  von   der  Form  von 
F„.  und  Ä-t'^r  Ordnung   ist.     Diese  Untersuchung  wud  in  den  beiden  folgeu- 
den  Nummern  durchgeführt. 


Wenn 

(1.)       -&+/'' ^r  +  --  +  P..V  =  F„,{y,  X)  =  0 
eine  homogene  lineare  Diff'erenlialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  ist  und 
der  grösste  charakteristische  Index  U   in   derselben   die  Bedingung  U<Cm  er- 
füllt, so  soll  untersucht  werden,  oh  dieselbe  sich  unter  der  Form 

(2.)       F„,_,{y,x)  =  s,     fds,x)  =  0 
darstellen  Idsst,  so  dass  F,,,^^  ein  regulärer  Differentialausdruck  (m  —  k]'"  Ord- 
nung ist,   /fc    ein  Ausdruck   der  Form  (1."»  k'"'  Ordnung  mit  Coefficienten,    die 
rational  sein  miissen. 

Alsdann  muss  k^tl  sein  (Abh.  Bd.  75,  No.  1.  L). 

Der  Fall  k=H  ist  in  Abh.  Bd.  81,  No.  5  erledigt  und  der  allge- 
meine wird  unter  Zugrundelegung  der  dort  angewandten  Methode  hi  folgen- 
der Weise  behandelt. 


I.     Es  sei 

(3.) 


und  CS  werde 

^^•^        '^  +  '^d^  +  "1^2^   'dx^  +  ■  •  •  +  "^^~   -^^  +  -d^l 
gesetzt.     Damit    sich   die  Differentialgleichung  (1.)  durch   ein   System  der 
Form   (2.),   (3.),   in  dem  die  Coefficienten  /)^'^  rationale,   die  g  analytische 
Functionen  sein  sollen,  ersetzen  lässt,  ist  (Abh.  Bd. 75,  No.  2,  GL  (2.))  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  das  aus  der  Identität  F,„(y,  x)  =  fk{F,„-k{y,  x)i  •^)  zwischen 
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den  Coefficieiiteu  hervorgehende  GrUnchungssysteni  erfüllt  ist: 

^^^        \pc  =  [^\i  +  rjrPi%)     fft.     (a=l...m) 

I  „  _  „w  _  1      „(t)  _  „w _w     _   (*)      _  _a)      _ . . .  _  „(*)  _  n 

aus  welchem  Systeme  die  Grössen  g  als  rationale  Functionen  hervorgehen. 

Es  werden  nun  die  Ausdrücke  für  die  Coefficienten  pj*^  (6  =  1 ...  Ar), 
wenn  F„._;  regulär  sein  soll,  bestimmt,  dieselben  in  das  Gleichungssystem 
(5.)  eingesetzt  und  aus  diesem  Gleichungssysteme  die  Ausdriicke  für  die 
Coefficienten  g^  ( b  =  1 . . .  A-)  und  die  übrigen  Coefficienten  p^''^  ermittelt,  als- 
dann aus  dem  Gleichungssysteme  (5.)  die  nothwendigeu  und  hinreichenden 
Bedingungen  für  das  Bestehen  des  Systeme»  (2.),  so  dass  F,„_^  ein  regulärer 
Diflferentialausdruck  ist,  hergeleitet. 

Die  Dilfereutialgleichung  F,„  =  0  besitze  im  Endlichen  y.  {x^O)  sin- 
gulare Punkte,  die,  wenn  y.:>0,  «i  bis  a^  seien.  Die  Differentialgleichung 
F,„_i  =  0  habe  im  Endlichen  il  (/.  ^  0)  singulare  Punkte,  die  in  F„.  =  0  nicht 
vorkommen,  imd  dieselben  seien,  wenn  />0  ist:  a^^i  bis  «;,+;.. 

Wenn  }:-\-X  —  0  ist,  so  müssen  die  Coefficienten  />i*^  (a=  l...m—k) 
gleich  Null  sein,  und  es  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  das  Gleichungs- 
system (5.)  erfüllt  ist. 

Wenn  y.  +  ).':>0  ist,  so  muss  /?!*'  die  Form  haben 

(6.)    ;,.*.  =  1^-^Vr- 

Hier  ist,   wenn  y^O,   zuerst   der  Coefficient  «^  {a  =  l...y)  (der  auch  Null 
sein  darf)  zu  bestimmen. 

Die  determinirende  Fundamentalgleichung  zur  Differentialgleichung 
P,n-k  =  0  bei  dem  Punkte  o^  (a  =  l...x)  ist 

|r(r-l)...(r-(TO-Ä)-t-l)-l-[jBl*\cr-aa)L=„/(r-l)...(r-(;H-Ä-)  +  2)-f- 

Die  determinirende  Fundamentalgleichung  zur  Differentialgleichung  F,.,  ^  0 
bei  dem  Punkte  o^,  wo  der  charakteristische  Index  /'aS^,  ist 

lr(r-l)...(r-(;H-Aj+l)-t-[^"''^-(x-o;^]  r[r-l)...{r-{m-h,)+2)+- 
(8.)  ''"' 

Die  m  —  k  Wurzeln  von  (7.)  sind  ebenso  viele  ^^'urzcln  von  iS.l  (Vgl.  .\bh. 
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VA.  81,  No.  2).     Hieraus  ergiebt  sich 

(9.)       «.  =  [M^>(x-«.)]        ^-("'^'l^^^^-firS    (a  =  l..-) 

WO  /Ji'"  *^    die  Summe    von  m-A- Wurzeln   der  Gleichung   (8.)    ist.     Aus 
Gleichung  (8.)  ergeben  sich  höchstens 

/ 1  n  %  (»» -  K)(.m-K-\)...(vi-ha-{m-k)^i) 

verschiedene  Werthe   von  ß^"'  *^  und   dann   aus  (9.)   die  möglichen  Werthe 
von  «0  (a  =  1 . . .  Jf). 

Mit   diesen   Werthen   von  a^  bildet   man  nun  die  Ausdrücke    ^ 


X ßa 


und  erhält  eine  endliche  Anzahl  Ausdrücke,  unter  denen  die  in  />[*^  existiren- 

den   Werthe  von  Z " —  sich  befinden. 

1    x  —  Ut, 

Bei  ;;  =  0  tritt  an  Stelle  dieses  Theiles  von  />i*^  ISlull  ein. 

Jeder  beliebige  dieser  Ausdriicke    wird   herausgenommen    und    der 
weiteren  Rechnung  zu  Grunde  gelegt. 

Alsdann   ist  zu  ermitteln,    ob  l>0  ist,   und  in  diesem  Falle  sind  die 
Punkte  Oa  und  Coefßcienten  ß,  (a  =  ;f-f  1, ...  >f +  ^)  z«  bestimmen. 

Der  Punkt    a,{ix  =  y.  +  \,  ...x-Vl)   ist    in  F,„_i  =  0    ausserwesentlich 
Singular  und  daher  der  zugehörige  Coefficient  a„  eine  negative  ganze  Zahl 
(vgl.  Abh.  Bd.  81,  No.  1).     Demnach  ist  das  Product 
(11.)        'nix-a,)-"'  =  <P{x) 

x  +  >. 

eine  ganze  rationale  Function  von  dem  Grade  —  2:  a^. 

Setzt  man  in  (6.)  x  =  /  \  so  dass 

(12.)    Pi'\n  =  fj^ 

entsteht,  so  ergiebt  sich  aus  (12.),  dass 

entweder  Null  oder  eine  positive  ganze  Zahl  -  ^  c„  sein  muss.  Um  die  möglichen 
Werthe  von  t  zu  cnnittcln,  sind  die  von  -Krr'X^n  ^"  bestimmen. 
Es  werde 

FJy,t-')  =        {-t'rF:Xy,t), 


^^^'^    \f„.-.iy,n  =  {-tr-'F:-dy,t) 


i 
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gesetzt  und  der  Coefficieut  von         J^  -  in  F'„,  durch  //!, ,  der  Coefficient  von 
^^^_t_,     in  F„.  j  durch  p^*^    bezeichnet  (die  Formel  für  F,„  siehe  Ahh.  Bd.  78, 

No.  1,  Gl.  (15.)). 

Nun  ist  zunächst 

(15.)    r^i!^]    ^  ^„,^k){ni~k-\)-\tp^^'\^,. 

Es  sind  daher  die  mijglichen  "Werthe  von  [//j^*^],^.,,  aitfzusuchen. 

Die  determinirende  Fundamentalgleichung  zu  F',„^^(y,  t)  =  0  bei  /  =  0 
ist 
(16.)     r{r-l)...{r-{7H-k)+l)+[fp['^^nr{r  l\..(^rAm  kH2)+--^^^^ 

Die  determinirende  Fundamentalgleichung  zu  F,,.  {y,  t)  =  0  bei  t  =  0, 
wo  der  charakteristische  Index  gleich  h^<^k,  ist 

(/•(/— l)...(r-(m-AJ+l)  +  r-'^M^]      r(r-l)...(r-(m-Ä,)+2)  +  -.. 
(17.)  ^"''      '"'  ,     ,    ' 

•■•+[^  "^M   =0. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (16.)  sind  eben  so  viele  Wurzeln  der  Glei- 
chung (17.).     Es  wird  also 

(18.)    Myu  =  ^-J^--A=l)-/io-), 

wo  jR£"^*^  die  Summe  von  tn  —  k  Wurzeln  der  Gleichung  (17.)  ist.  Ver- 
bindet man  nun,  um  r  zu  bestimmen,  die  Gleichungen  (13.),  (15.)  und  (18.), 
so  erhält  man 

(19.)  r  =  Zaa-^"'~'^%^-^^^-m-''. 
Wenn  man  also  durcli  die  Summen  von  je  ««- ^  Wurzeln  der  (Uoi- 
chung  (17.)  die  verschiedenen  Werthe  von  R'-J''  ''''  aufgestellt  hat,  so  ergiebt 
(19.)  die  möglichen  Werthe  von  t.  Oder  wenn  man  aus  Gleichung  (17.) 
nach  bekannten  IJegeln  der  Algebra  die  Gleichung  bildet,  welche  die 
sämmtlichen  Summen  von  je  m  —  k  der  m  —  h^  Wurzeln  der  Gleichung  (17.) 

zu  Wurzeln   liat,   deren   Grad  /  => '-^> .-h—r — tn"-— ^ — ■    ■■-'—- 

'  1 . 2 . . .  (m  —  «) 

ist,  und  den  Ausdruck  ß^'"  *'  aus  (19.)  einsetzt,  so  niuss  die  daraus  ent- 
stehende Gleichung  für  r  unter  ihren  Wurzeln  Null  oder  eine  ])ositive  ganze 
Zahl  enthalten. 

Es  seien  die  möglicken    Werthe  von  r,  die  höchstens  in  der  Anz^ahl  /' 

auftreten,  ermittelt. 

14« 
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Bei  T  =  0  ist  ?.  =  0,  bei  r^O  ist  A  >  0  vnd  t  gleich  —  ^  «„ ,  dem 
Grade  der  ganzen  rationalen  Function  'i>{x)  (11.). 

Es  ist  jetzt  bei  einem  ausgewählten  Werlhe  von  r  >  ()•  die  zugehörige 
Function  <P{x)  zu  bestimmen. 

Zu  dem  Zwecke  werde  zunächst  vorausgesetzt,  dass  man  bei  einem 
der  Punkte  a,  (a  =  1 . . .  Jf)  oder  bei  dem  Punkte  x  =  tr\  t  =  0  die  formelle 
ICntwickelung  von  p[''''  in  eine  Potenzreihe  bis  zu  einem  beliebigen  Gliede 
berechnen  könne.  AVie  man  die  formellen  Entwickelungen  der  Coefficienten 
/>f^  erhält,  wird  in  Abtheilung  II  dieser  No.  gezeigt  werden. 

Nun  werden  in  Gleichung  (6.)  die  Grössen  bei  dem  betreifenden 
Punkte  entwickelt.  Es  werde  der  Fall  untersucht,  wo  bei  einem  der 
Punkte  «0  (a  =  1 . . .  ^),  dem  Punkte  A,  die  Entwickelung  nach  Potenzen  von 
x  —  A  vorgenommen  wird.     Aus  (6.)  erhält  man 

wo  die  Entwickelung  auf  der  linken  Seite  bekainit  ist.    Aus  Gl.  (20.)  wer- 
den bestimmt  die  Grössen 

x+X       a  x+}.         „  x+y.         „_ 

(21.)      -^-TT^,    -^7,r^^,     •■•     -^ 


,+  1  tta  —  A  '  x+i  (aa  —  Ay  '      •   ■   •  ,_^,  (a^  —  Ay 

Hierzu   müssen   in  der  Entwickelung  von  /?S*'  die  t+1  ersten  Glie- 

1 
der   von   dem   Gliede   mit   der  Potenz   7—7^    an    gerechnet    bekannt    sein. 

Durch  die  Grössen  (21.)  werden  die  C'oefficienten  in  der  Gleichung 

(22.)        77(2  -  r-^)""°  =  '^(z)  =  0 
bekannt.     Das  absolute  Glied  B  in  W{z)  darf  nicht  verschwinden,   wofern 
fi>{x)  bestehen  soll.    Alsdann  erhält  man  aus  {22.) 

(23.)       ^^<^)  =  *(-). 
AVird  in  (6.)  x  =  /"'  gesetzt  und  die  Entwickelung  bei  t  =  Q  vorge- 
nommen,  so   werden  (vgl.  Abb.  Bd.  81,  No.  3)   die   den    Grössen  (21.)  ent- 

x+l  x+). 

sprechenden  —.Soct^a^  bis  —  .S  «aK  bestimmt  und  aus  diesen  direct  die 
Coefficienten  der  Gleichung  «i>(a?)  =  0  ermittelt.  Man  kann  auch  fp{x)  be- 
stimmen aus  der  Gleichung 

wo  für  p\^>  die  formelle  Entwickelung  nach  l'otenzen  von  x—A  bezüglich 
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von  —   einzusetzen  ist.     Die  Constante  C  wird   dadurcli  bestimmt,   dass  in 

X  ' 

<f>(x)  der  Coefficient  x^  gleich  1  ist. 
Aus  *t>{x)  erhält  man  nun 

dx  x+i   X  —  «0 

In  diesem  Ausdrucke  müssen,  wenn  p</^  bestehen  soll,  die  Punkte 
Oa  (n  =  J^+1,  ••■  >f  +  ^)  von  den  Punkten  a^  (a—  1  ...x)  verschieden,  die  po- 
sitiven ganzen  Zahlen  —  «<,  (a  =  z+l, ...  x  +  X)  ^  k(m  —  k)  (vgl.  Abh.  Bd.  Hl, 
No.  1,  Gl.  (12.))  sein. 

Es   ist   also    zu   dem  misqewähllen  Ausdniche  von  S —    und    der 

ausgewühlten  Zahl  r  der  Ausdruck  von  p[''^ 

(260      P"^'  =   f  ^^ 
bestimmt. 

Nun  wird  das  zu  diesem  Ausdrucke  gehörende  System  von  Ausdrücken 
für  p[/>(b  =  2  ...  Ä)  ermittelt. 

pf  ^  hat  die  Form 

(27.)      ;,«  =     Z     "^-"+7;:^h7v +•••  +  ■ 


a=i    '  X  —  a„        (x  —  at)''  (x  —  a^y  ' 

Ist  nun  bei  dem  Punkte  x  =  A  die  formelle  Entwickelung  von  /)^*' 
nach  Potenzen  von  x  —  A  bekannt  und  raultiplicirt  man  (27.)  mit  dem 
Producte 

(28.)       '^n\x-A-(a,-A))\ 

so  erhält  man  rechts  ein  Polynom  mit  den  Potenzen  [x—A)"  bis  (x~AY'-'''^'''''\ 
deren  Coefficienten  die  bix  +  X)  Unbekannten  a  linear  enthalten,  und  durch 
Cileichsetzung  der  Coefficienten  glcichhoher  Potenzen  von  x  —  A  auf  beiden 
Seiten  ein  System  von  (i(;;  +  Ä)  linearen  Gleichungen  zur  Bestinnnung  der 
b{x-\-k)  Unbekannten  a.  Die  Determinante  dieses  Systems  linearer  Glei- 
chungen ist  von  Null  verschieden,  was  in  Abb.  Bd.  81,  No.  3  bewiesen  ist. 
Die  Unbekannten  a  gehen  also  eindeutig  und  eiidlich  aus  diesem  Glei- 
chungssystem   hervor.      Hierzu    müssen   in    der   Entwickelung   von  />;,**   die 

b{x-\-l)  ersten  Glieder  von  dem  Gliede  mit  der  Potenz  ^ -r\t,  '"'  gereclmet, 

i^X  —  A) 

demnach  höchstens  die  b{x-^T)  ersten  Glieder  bekannt  sein.  Entsprecliend 
ist  das  Verfaliren,  wenn  die  Entwickelung  von  /;^*'  bei  x  =  t  \  1  =  0  vor- 
genommen wird  (vgl.  Abb.   Hd.  81.  No.  3). 
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Der  Ausdruck  für  jo^''  niuss ,  wofern  die  regailäre  Function  F,„  ^^  be- 
stehen soll,  die  Form  des  g-leiclistelligen  Coeffic-ienten  in  dem  regulären 
Ausdrucke  (5.)  No.  1  erhalten,  worin  ?«  — ä  statt  m,  x-\-l  statt  ;;  gesetzt  ist. 

Man  hat  also  jetzt  das  zu  einem  Ausdrucke  ^  — -----  gehörende  System 

von  Ausdrücken  pl''"'  {b  —  \...k)  bestimmt.  In  diesem  hat  /)J**  die  Form  des 
gleichstelligen  Coefßcienten  in  dem  Ausdrucke  des  regulären  Differenlialaus- 
druckes  No.  1.  (5.),  tcorin  m  —  k  statt  m,  x+l  statt  x  gesetzt  ist. 

Wird  nun  dieses  System  in  die  Gleichungen  (5.)  eingesetzt,  werden 
alsdann  aus  den  k  ersten  dieser  Gleichungen  die  Grössen  g,  und  wenn  m  —  k^k 
ist,  ans  den  {m—k)~k  folgenden  Gleichungen  die  Grössen  pi*,\  bis  jbJ*!;  suc- 
cessive  eindeutig  bestimmt,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  sämmtliche 
Gleichtmgen  (5.)  durch  die  ermittelten  Grössen  p''^^  und  g  erfüllt  icerden,  damit 
die  Differentialgleichung  [1.)  durch  das  System  (2.),  wo  F,„  ^  ein  regulärer 
Differentialausdruck  ist,  ersetzt  werde. 

Dass,  wenn  die  genannte  Bedingung  erfüllt  ist,  der  Ausdruck  F„^_^ 
regulär  ist,  folgt  daraus,  dass  bei  jedem  Punkte  der  charakteristische  Index 
in  der  Ditferentialgleichung  F,„  =  0  gleich  der  Summe  derer  in  den  Diffe- 
rentialgleichungen F,„^t.  =  0  und  /"i  =  0  ist,  und  dass  F,„  =  0  und  /l  =  0  bei 
jedem  Punkte  aus  dem  Grunde  übereinstimmende  charakteristische  Indices 
haben,  weil  in  dem  Systeme  pl'-''(b  =  ö...k,pfp  —  1)  bei  jedem  Punkte  im 
Endlichen  und  in  dem  Systeme  />[*'' (b  —  0...  A-, //,',*''=  1)  bei  /  =  ü  der  cha- 
rakteristische Index  gleich  Null  und  der  grösste  charakteristische  Index  in 
F,„  =  0  gleich  H^k  ist.     (Vgl.  Abh.  Bd.  81,  p.  16). 

II.  Es  ist  nun  zu  zeigen,  wie  die  formelle  Entwickelung  der  Coefß- 
cienten pi^  (b  —  l...m  —  k)  in  Potenzreihen  bei  einem  Punkte  a^  (a  =  l...y.)  oder 
bei  dem  Punkte  x  =  t  \  t  —  0  gefunden  wird. 

Die  Grösse  pl''\t~^)  ist  eine  ganze  rationale  Function  der  Grössen 
/){**'  bis  jöj*^'  und  Potenzen  von  t  mit  ganzzahligen  Exponenten  (Gl.  (14.)). 
Es  ist  demnach,  um  die  Entwickelung  von  pi''\t'')  zu  erhalten,  die  formelle 
Entwickelung  der  Coefficienten  /;*'^'  in  Differentialgleichung  F',„_i,{y,  t)  =  0 
(Gl.  (14.))  bei  t  =  0  aufzusuchen. 

Um  mm  die  formelle  Entwickelung  der  Coefficientcn  j»'*^  in  der 
Differentialgleichung  F,„_j  =  0  zu  ermitteln,  wird  die  formelle  Entwickelung 
der  Integrale  von  F„,  ^  =  0  bei  a^{a=^  l...y.)  und  x  =  t  \  t  =  0  aufgesucht 
mittels    der    determinirenden    Fundamentalgleichungen    von    F,„_i.  =  0    und 
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mittels  der  Differeutialgleicliung- F,„  =  0,  der  jene  Integrale  ebenfalls  genügen. 
Aus  den  Entwickelungen  der  Integrale  werden  dann  die  P^ntwickelungen 
der  Coeffic'ienten  hergeleitet.     (Vgl.  Abb.  Bd.  78,  p.  232). 

Erstens  werde  der  Fall  betrachtet,  wo  die  Enlwichelvng  der  Integrale 
von  F„,  .  =  0  bei  einem  der  im  Endlichen  liegenden  singulären  Punkte  von 
F,„  =  0,  öj  (a  =  l...^),  dem  Punkte  x  =  A,  vorgenommen  unrd. 

Hier  wird  zuerst  die  Untersucbting  angestellt  fiir  den  Fall,  dass  die 
determinirende  Finidamentalgleichung  (8.)  von  F„,  =  0  bei  dem  Punkte  A 
nur  solche  Wurzeln  besitzt,  von  denen  je  zwei  sich  nicht  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden.  Die  determinirende  Fundamentalgleichung  (7.)  von  F,„_^  =  0 
ist  durch  m  —  Ä- Wurzeln  von  (8.),  die  zur  Herstellung  von  a^{(x  —  l...x)  (9.) 
genommen  sind,  bestimmt.  Irgend  einer  Wurzel  r  der  determinireiiden 
Fundamentalgleichung-  der  Differentialgleichung  F,„_t  =  0,  welche  Differen- 
tialgleichung nur  reguläre  Integrale  enthält,  entspricht  alsdann  ein  Integral 

dieser  Differentialgleichung  der  Form  c{x—Ay 2^c^{x  —  Ay.i  wo  c  ein  will- 

II 

kiirlicher  constanter  Factor,  c„  =  1  ist.  Dieses  Integral  von  F,,.^^  —  0  ist 
auch  Integral  von  F„.  =  0  und  die  Coefficienten  in  der  Entwickelung  desselben 
sind  aus  der  Differentialgleichung  F„  =  0  nach  Abb.  Bd.  74,  No.  8  eindeutig 
und  endlich  bestimmt. 

Es  wird  weiter  die  Untersuchung  vorgenommen  für  den  Fall,  dass 
die  determinirende  Fundamentalgleichung  (8.)  von  F„  =  0  bei  A  auch  solche 
Wurzeln,  die  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  enthalte.  Einer 
Wurzel  r  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  von  F„,_^  =  0  und  daher 
auch  von  F,„  =  0 ,  die  sich  von  den  übrigen  Wurzeln  der  dctorniiiiirenden 
Fundamentalgleichung  von  F,„  =  0  nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheidet, 
entspricht  wieder  eine  eindeutig  aus  F,„  =  0  zu  ennittelende  Entwickelung 
des  Integrales.  Nun  enthalte  ferner  die  determinirende  Fundamentalgleichung 
von  F„,  =  0  eine  Gruppe  von  r  Wurzeln,  die  sich  nur  um  ganze  Zalilen 
unterscheiden  r, ,  »s,  ...  r,, ,  und  diese  Wurzeln  seien  so  geordnet,  dass  der 
reelle  Theil  der  vorhergehenden  nicht  kleiner  als  der  der  folgenden  ist. 

Wenn  nun  die  determinirende  Fundamentalgleichung  von  F,,  i=0 
Wurzeln  enthält,  die  zu  der  genannten  Gruppe  gehören,  so  werde  erstens 
der  Fall  betrachtet,  wo  dieselben  von  y,  an  in  derselben  Reihenfolge,  wie 
in  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  von  F,„  =  0,  vorkommen: 
r,,  Tj,  ...  rui.iKZv).     Alsdann  ist  »lie  formelle  Entwickelung  der  Integrale 


(29.) 
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von  F„.  t  =  0  (Vgl.  die  Abb.  des  Herrn  Fuchs  dieses  Journal  Bd.  68  p.  362) 
aus  der  Differentialgleichung-  F,„  =  0  nach  Abh.  Bd.  74,  No.  6  und  8  wiederum 
eindeutig  bestimmt  und  zwar  unter  der  Form 

'n     Vi/vidx,  ...  Vi/dxv^.../v^dx 

}^  — {x—Ay'(pi{x}^  ©0  =  (x  —  yl)''«  '■»-'"' (/5j(a;)  (a  =  2...,»), 
wo  die  Entwickeluugen  der  Grössen  (p  die  Form  haben  c^c„(x  —  A)',  c 
ein  willkürlicher  constanter  Factor,  c„  —  1  ist  und  die  Coefficienten  in  diesen 
Entwickeluugen  eindeutig  und  endlich  bestimmt  sind.  Nun  werde  zweitens 
der  Fall  untersucht,  wo  die  AVurzeln  der  determiniienden  Fundamentalglei- 
chung von  F,„_i  =  0,  die  zu  der  genannten  Gruppe  gehören,  nicht  in  derselben 
Reihenfolge  Vi  bis  r,,,  wie  in  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
von  F,„  —  0,  von  r^  an  vorkommen;  sie  seien  r„,  r^,  etc.  und  so  geordnet, 
dass  in  der  vorhergehenden  der  reelle  Theil  nicht  kleiner,  als  in  der  fol- 
genden ist.  Die  Integrale  von  F,„  j=0,  die  zu  dieser  Gruppe  gehören, 
müssen  unter  der  Form  (29.)  darstellbar  sein.  Es  ist  nun  in  der  Differen- 
tialgleichung F,„  =  0,  der  diese  Integrale,  falls  sie  bestehen,  ebenfalls  genügen 
müssen,  zuzusehen,  ob  die  formelle  Entwickelung  der  Integrale  unter  der 
genannten  Form  existirt.  Zuerst  muss  also  die  Entwickelung  (x  —  A}''''(fi{x) 
bestehen.    Es  seien  in  der  Gruppe  r,  bis  r,,  vor  r„  folgende  die  von  einander 

verschiedenen  Wui'zeln :  r„  +  A-j  -j-  fr,  H h  fr, ,  r^-\- ki-{ [-  fr,  i ,  ...  r„  +  frj ,  wo 

frj  (a  =  1 . . .  s)  eine  positive  ganze  Zahl ,  grösser  als  Null.  Dann  ergiebt 
sich  aus  Abh.  Bd.  74,  No.  8,  dass  die  Phitwickelung  »,  =  (a;— J)'«(/),(a;)  ent- 
weder nicht  möglich  ist,  oder,  wenn  sie  möglich  ist,  gleich  ist 

(30.)  (x-Ay<'\b,,ip„{x)  +  b,{x-Af'yj,ix}  +  ---  +  b,{x-Af'+--+''^>,{x}\, 
wo  die  Grössen  ;/'  die  Form  l  +  2:c^{x  —  Ay  haben,  die  Coefficienten  b 
Constanten  sind.  Diejenigen  Constauten  b,  die  zunächst  unbestimmt  bleiben, 
sind  den  Bedingungen  gemäss,  die  die  weitere  Rechnung  einführt,  zu  be- 
stimmen. Nach  Substitution  von  ü,/z//x  in  Differentialgleichung  F„.  =  0 
werden  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  in  der  Diffe- 
rentialgleichung für  z:  r,  — r„  — 1, ...r,,  — r„— 1.  Es  ist  auf  dieselbe  Weise 
zuzusehen,  ob  eine  formelle  Entwickelung  {x  —  Ayß'''"~'(pi{x)  existirt,  welche 
sie  ist  und  dieses  Verfahren  zur  Entwickelung  der  Integrale  fortzusetzen. 

Nun    werde   zweitens   der  Fall  vnt ersucht ,    wo   die  Entwickelung  der 
Integrale  ton  F'„^_^  {y,  t)  =  0  bei  /  =  0  vorgenommen  wird. 
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Die  determinirende  P'undamentalgleicliuiig  (16.)  von  F„  i.  =  0  bei  /  =  0 
ist  durch  m  —  k  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  (17.) 
von  F,',  =  0.  die  zur  Ermittelung  der  Grösse  t  (19.)  genommen  sind,  bestimmt. 
Die  Integrale  von  F,,  ^(y,  t)  ~  0  sind  auch  Integrale  von  K,(y,  0  =  0.  Mau 
kann  den  Punkt  t  =  0  in  F,'„  =  0  als  singulär  voraussetzen  und  kommt  dann 
auf  das  Vorige  zuriick.  Denn  wenn  dieser  Punkt  nicht  singulär  wäre,  so 
müsste  F„Xy,x)  =  0  im  Endlichen  einen  singulären  Punkt  besitzen,  bei  dem 
man  dann  die  Entwickelungen  voniehmen  könnte:  da  eine  homogene  lineare 
Dift'erentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  immer  wenigstens  einen 
singulären  Punkt  besitzt. 

Nachdem  die  formellen  Entwickehingen  der  Integrale  von  F,„_,.  =  0  er- 
mittelt sind,  werden  ans  diesen  Entwickehingen  diejenigen  der  Coefßcienten  ;j^" 
hergeleitet. 

Hierzu  kann  man  für  jede  Gruppe  von  u  Integralen  unter  der  Form 
(29.)  eine  Difterentialgleichung  z/^'^'"  Ordnung  bilden  (Vgl.  Abb.  Bd.  75,  No.  2) 
und  hierauf  aus  diesen  Differentialgleichungen  nach  No.  2, 1  eine  herleiten, 
deren  Ordnung  gleich  der  Summe  der  Ordnungen  der  einzelnen  ist  und 
die  die  Integrale  aller  vereinigt.    Oder  man  verfahrt  in  nachstehender  Weise. 

Im  Allgemeinen  ist,  um  die  formellen  Entwickelungen  der  Coefficienten 
p^''''  zu  erhalten,  folgendes   Verfahren  anzuwenden. 

]\Ian  stelle  die  m  —  k  Integrale  von  F,„  ,  =  0  bei  einem  der  Punkte 
a^  (a  =  l...;r),  dem  Punkte  A,  unter  der  Form  auf 

fo^  ^        i^i'     vJvidx,     .  .  .     vJv,dx.../v„,  idx 

(«,  =  (x  — .4)'''yi(aj),     «j  =  (rr  — ^)'''~''"-'"'93j(j;)     (a  =  2.../H  — A-), 

wo  die  Grössen  if  die  Form  c^c^x—A)"  haben,  c  ein  willkürlicher  con- 
stanter  Factor.  c„  =  1  ist,  und  bilde  (Abh.  Bd.  75.  No.  2)  successive  die 
Differentialgleichungen  für  r,,_i,  v,„.^_il  v,„  ^dx  etc.  Entsprechend  bei 
x  =  t~\  <  =  0. 

Dieses  Verfahren  ist  in  dem  Falle  anzuwenden,  und  soll  fitr  diesen 
Fall  im  Folgenden  speciell  entwickelt  werden,  wenn  bei  einem  der  Punkte 
ffl,  (a  =!...;;)  oder  bei  dem  Punkte  x  —  t',  /  =  0,  wenn  derselbe  in 
F„.  =  (»  singulär  ist,  entweder  die  determinirende  Fundamentalgleichung 
von  F,„  =  0  nur  Wurzeln  enthält,  von  denen  je  zwei  sidi  nicht  um  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  oder,  falls  dieses  nicht  so  ist  und  diejenigen  Wurzeln 
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derselben,  die  sich  mir  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  so  in  eine  Reihe 
geordnet  sind,  dass  der  reelle  Theil  der  vorhergehenden  nicht  kleiner  als 
der  der  folgenden  ist,  wenn  alsdann  die  determinirende  Fundamentalgleichung 
von  F,„_i  —  0  die  Wurzeln,  die  sie  aus  der  betreffenden  Reihe  etwa  enthält, 
von  der  ersten  in  jener  Reihe  an  in  derselben  Reihenfolge,  wie  bei  F„,  =  0, 
enthält.  Werden  nun  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
von  F,„_j  =  0  so  in  eine  Reihe  geordnet,  dass  in  dieser  Reihe  diejenigen, 
die  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  auf  einander  folgen  und  zwar 
in  der  vorhhi  bezeichneten  Ordnung,  so  entspri(tht  dieser  Reihenfolge  der 
Wurzeln  eine  Darstellung  der  Integrale  von  F,,,^^  =  0  unter  der  Form  (31.), 
Avo  die  Exponenten  r  die  genannten  Wurzeln  sind,  und  man  erhält  die  Grössen  v 
aus  F,„  =  0  nach  Abh.  Bd.  74,  No.  6  und  8  formell  entwickelt,  so  dass  die 
C'oefücienten  in  den  I^ntAvickelungen  eindeutig  und  endli(;h  sind. 

Es  sei  in  Differentialgleichung  F„.  =  0  bei  dem  l'unkte  A  der  cha- 
rakteristische Index  A  ^  0.  Der  Coefficient  p,,  werde  in  der  Ordnung  n,,  ^  0 
unendlich.  Dann  ist  die  niedrigste  Potenz  in  p„  (a  =  1 . . .  /*  —  1)  c^  {x  —  A)""'-  }'—<'+^ 
uiulin/jj  (a  =  A+l, ...  »«)  c^ (a;  —  J)""^'' "''" ,  wo  die  Constauten  c^  auch  Null 
sein  können.  Diese  Potenzen  werden  (auch  wenn  die  Constanten  c.  Null 
sind)  als  Anfangsglieder  in  den  Entwickelungen  der  Coefficienten  p  ge- 
nommen. Werden  nun  die  /  ersten  Glieder  aus  jedem  Coefficienten  p  heraus- 
genommen, so  kann  man  mittels  dieser  in  dem  Integrale  Vi  =  {x  —  Ay'(pi(x) 
die  l  ersten  Coefficienten  nach  Abh.  Bd.  74,  No.  8,  Gl.  (2.)  berechnen,  und  wird 
y  =  Vi/zdx  hl  F„(if,  x)  =  0  eingesetzt,   so  sind  in  der  Differentialgleichung 

für  3  wiederum  die  I  ersten  Glieder  in  den  Entwickelungen  der  Coefficienten 
bekannt  (Abh.  Bd.  75,  No.  1,  Gl.  (4.)).  Mittels  dieser  kann  man  nun  in  der 
Eiitwickelung  von  »,  in  derselben  Weise  die  /  ersten  Coefficienten  berechnen, 
und  dieses  Verfahren  fortsetzen,  bis  man  in  der  Entwickelung  von  t>,„_t  die 
/  ersten  Coefficienten  berechnet  hat.     Bildet  man   dann  nach  Abh.  Bd.  7ö, 

No.  2  successive  die  Differentialgleichungen  für  »,„_!,  tj,„_t_i /»„_;.  rfa?,    etc., 

so  werden  in  den  Entwickelungen  der  Coefficienten  dieser  Differentialglei- 
chungen jedesmal  die  l  ersten  Glieder,  demnach  schliesslich  auch  in  den 
P^utwickelungen  von  />^*^  die  /  ersten  Glieder  eindeutig  bekaiuit.  Entsprechend 
ist  es,  wenn  die  Entwickelungen  bei  x  =  t~\  <  =  0  aus  Fl  (y,  t)  =  0  vorge- 
nommen werden  in  Bezug  auf  die  Coefficienten  p"''>'  in  F',„^^  (y,  t)  =  0. 

Nach  dem  bei  (21.)  und  (28.)  Gesagten  müssen  in  der  p]ntwickelung 
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von  /»^^'  (b  =  l...Ä)  uach  Potenzen  von  x  —  A  höchstens  die  b(;f+T)  ersten 
Glieder  bekannt  sein.  Die  Entwickelung-  von  p^''^{t'*)  (b  =  l...Ä-)  hat  die 
Form  ^cj*'^%  in  dieser  müssen  bei  b  =  l  höchstens  die  t  +  1  ersten,  })ei 
b>l  höchstens  die  b(x+T— 1)  +  !  ersten  Glieder  bekannt  sein,  und  hierzu 
genügt  es  in />[*^' (c  =  1 ...  b),  wenn  ;;>0,  die  b(;f+T— l)+l  ersten  Glieder, 
und  wenn  x  =  0,  die  b(;;  +  T  — l)-f2  ersten  Glieder  (von  der  Potenz  /  '  an 
gerechnet)  zu  ermitteln,  l&t  k':>m  —  k,  so  ist  für  h>7u~k  pi^^  identisch 
Null.  Wenn  man  daher  die  kleinste  der  Zahlen  k  und  >ii~k  durch  k  be- 
zeichnet, so  genügt  es,  die  vorhin  bezeichnete  Zahl  l  in  der  Entwickelung  bei 
x  =  A  gleich  k{y.-\-  t),  in  der  Enttcickehmg  bei  x  =  t~\  t  =  0  gleich  A- (;?  +  t  —  1  ^  -f  l , 
wenn  ;f>0,  mid  gleich  A-(;;-fT— l)-f  2,  wenn  a  =  0,  zu  setzen. 

Da  man  uacli  Abtheiluug  I.  dieser  No.  die  formellen  Entwickelungen 
der  Coefficienten />^*'  nur  bei  ei«e?»  Punkte  aja^l.-.z)  oder  x  =  t\  <  =  0 
zu  kennen  braucht,  so  genügt  es,  um  das  vorhhi  auseinandergesetzte  Ent- 
Avickelungsverfahren  anwenden  zu  können,  wenn  F,„  =  0  und  F„_i  =  0  einen 
solchen  singulären  Punkt,  wie  bei  (31.)  angegeben,  besitzen.  Ist  bei  einem 
solchen  Punkte  der  charakteristische  Index  in  der  Differentialgleichung  F,„  =  0 
gleich  H  und  H—k,  so  dass  die  determiuirenden  Fundamentalgleichungen 
von  F,„  =  0  und  F„,_j  =  0  bei  diesem  Punkte  übereinstimmen,  so  braucht 
mau  nicht  erst  die  Integrale  von  F„,_i  =  0  zu  entn-ickeln ,  sondern  erhält 
die  formellen  Entwickelungen  der  Coefticienten  /j*^'  unmittelbar  aus  dem 
Gleichungssystem  (5.)  nach  Abh.  Bd.  78,  No.  2,  Gl.  (11.);  dieser  Fall  war 
derjenige,  der  in  Abh.  Bd.  78  und  81  behandelt  worden  ist. 

Weitere  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  folgen  in  No.  7. 

6. 
In  der  Di/f'erentinlgleiclmng 

(1.)     ^X+P^'!;^  +  ---+iK,y-FAy,-)=^o 

mit  rationalen  Coef/icienteii  erfülle  der  grösste  charakteristische  Index  II  die 
ßedingi/ng  //>0.  Alsdann  soll  untersucht  werden,  ob  sich  die  Di/fcrenlial- 
glcivhung  unter  der  Form 

(2.)       F.„_,{,j,x)^s,     /;(*,.rt-() 
darstellen  lüssl.  so  ilass  F,„  ,,  ein  normaler  Di//'erentialaiisdritck  ist,  dessen  drlcr- 
tninirender  Factor  von   1  verschieden,  fi  ein  Ausdruck  der  Form  (1.)  k'"  Ord- 
nung mit  Coef/icienlen.  die  rational  sein  müssen. 

15* 
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Der  charaktenstische  Index  iu  F,„_^  =  0  ist  bei  einem  Punkte,  in 
welchem  der  determinirende  Factor  unendlich  wird,  gleich  der  Ordnung  m  —  k, 
wie  in  Abtheilung  IL  dieser  No.  gezeigt  wird.  Da  nun  die  Summe  der 
charakteristischen  Indices  von  F,„_i  =  0  und  /"*  =  0  gleich  dem  charakte- 
ristischen Index  von  F,„  =  0  ist,  so  muss  ni  —  k^H  sein. 

I.    Der  reguläre  Ausdruck  in  dem  normalen  F„_i  {y,  x)  sei  durch  F„,_^  (y,  x) 
bezeichnet,  der  determinirende  Factor  durch  £1.     Dann  ist 
(3.)      F„Xy,  X)  =  n{nF.„_,{(2-^y,  x\  x). 
Aus  (3.)  folgt 

(4.)     n-'  F„xny,  X)  =  n-'f,{nK_,{y,  x\  x\ 

oder  die  Diiferentialgleichung  i2^'F,„(i2y,  er)  =  0  hat  die  Darstellung 

(5.)       F„^^,{y,x)=~s,     i2-7(i2*,  tc)  =  0, 
wo  F,„_t.  ehi  regulärer  Differentialausdruck  ist. 

Es  ist  also  erstens  der  Factor  £1  so  zu  bestimmen,  dass  in  Diffe- 
rentialgleichung £l~'^F,„{£^y,x) —  0  der  grösste  charakteristische  Index 
kleiner  als  m  wird.  Dann  ist  zweitens  zu  untersuchen,  ob  £l~^FjQy,  x)  =  0 
sich  unter  der  Yoxm  (5.)  darstellen  lässt.  Letztere  Untersuchung  ist  in 
voriger  Nummer  behandelt.     Es  bleibt  mithin  hier  die  erste  übrig. 

Es  ist  also  hier  zu  untersuchen,   wie   ein  Factor  £2   aufgefunden  wird 

ton  der  Form 

(6.)       L2  =  e\ 

wo  W  eine  von  Null  verschiedene  rationale  Function  ist,  die  in  Partialbriiche 
zerlegt  zum  absoluten  Gliede  Null  hat,  so  beschaffen,  dass  in  der  Differential- 
gleichung  i2  ^  F,„  (-ß  y,  ar)  =  0  der  grösste  charakteristische  Index  kleiner  als 
die  Ordnung  m  wird. 

Die  Aufsuchung  eines  solchen  Factors  wird  unter  Zugrundelegung 
der  in  Abh.  Bd.  76,  No.  6  entwickelten  Methoden  bewerkstelligt. 

Wenn  die  rationale  Function  W  bei  dem  im  Endlichen  liegenden 
Punkte  x  =  a  unendlich  wird  und  derjenige  Theil  der  in  Partialbriiche  zer- 
legten Function   W,  welcher  die  Potenzen  von  {x  —  a)~*  enthält,  gleich  w 

(7.)       w  =  2!c^n{x  —  ay 
1 

ist,  so  ist  der  charakteristische  Index  in  e"'F,„{e"'Y,x)  =  W„XY,x)  bei  x  =  a 
derselbe,  wie  in  g- "+'"¥'„, (e"''"y,  x)  =  ..Q~'F,„ (12?/,  a;)  =  0,  da  die  Entwicke- 
lung  von  e"'~'"  die  Form  J;cj[a;  — a)"  hat. 


I 
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Es   sind    demnach    diejenigen    Grössen    w    der   Form  'J.)    zu    suchen, 

welche  so  beschaffen  sind,  dass  in  e~"'F„Xe"'Y,x)  =  0  der  charakteristische 
Index  kleiner  als  die  Ordnung  m  wird. 

Um  den  Ausdruck  e^" FJe"Y,x)  zu  bilden,   werde  !^  =  z  jresetzt. 

'  dr              '=' 


'e-T 


daf 


—  e"'Tr  gesetzt  wird, 


Alsdann  hat  man,  Avenn 

™  d'T  ^     d"'T    ,    r(r-i)     .     d-^'T    ,        ,    ,_ 

(8.)       (A  =  ^"^    (,a  =  l...r) 


A,    =    Z;        A,  =  ZÄ,+ 


dx 


A  =  .^,-,  +  '^^. 


Die  Grösse  A^  fängt  mit  z"  an;  hierauf  folgen  Glieder,  bei  denen 
die  Ordnung,  in  denen  sie  für  x  =  a  unendlich  werden,  wenigstens  um  n 
niedriger  ist.     Der  Ausdruck  e~''F„Xe''Y,x)  wird  nun  gleich  folgendem: 


(9.) 


,  rf»,y                 d"-^Y  ,  m(jn—i)    . 
dx".+"*^^^    d.'--^-   1.2      ^^ 

1          -\-pi                 +(m~ViA,p, 

+  (/«-!)  ^„_o/>, 

\                                 +/'-. 

4  {m-2)A,„_,p, 

IdY 

\dx 


■^Pn 


Nun  ist  in  A,  der  höchste  Exponent  von  (x-«)~'  gleich  n  (>*  +  !). 
Daher  wird  in  einer  Horizontalreihe  A"on  (9.) 

/>„,  (w«-b).4,/?6,  ...  A,,_iPi  (6  =  0...  ;h-1. />„=  1), 
in  welcher  p^,  für  x  =  a  von  Null  verschieden  ist.  das  folgende  Glied  in 
einer  Ordnung  unendlich,  die  um  w+1  höher  ist  als  bei  dem  vorhergehen- 
den. Wenn  man  daher  die  Coefficienten  zweier  auf  einander  folgender  1  )if- 
ferentialquotienten  von  Y  betrachtet  und  bei  jedem  von  beiden  Coefficienten 
von  allen  Potenzen  von  (x  —  aY\  die  in  den  pjitwickelungen  der  in  (9.'» 
stehenden  Summanden  vorkommen,  die  höchste  lierausnimmt,  so  ist  der 
Exponent  dieser  Potenz  bei  dem  Coefficienten  des  niedrigeren  Ditferential- 
quotienten  wenigstens  um  n  -(- 1  hölier. 

Damit  nun  in  (9.1  der  charakteristische  Index  kleiner  als  ni  irird,  muss 
in  F,„  {ij,  x)  =  0  bei  dem  Punkte  a  der  charakteristische  Index  h  grosser  als 
Null  sein. 

Ferner  ist  folgende  Bedingung  notliwendig  (Abli.  Vn\.  7ü.  p.  294): 
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Wird  in   den  Ausdruck 

(10.)      z''+/>i2"-' +  •••  +  ;>„ 
s  =  -j^   ,  10  =  JS  Ci  {x  —  a)~'  eingeselzt,  so  mnss  die  höchste  von  allen  Potenzen 

ton  (x  — «)"',  die  in  den  Entwickelimgen  der  Summanden  z'' ,  piz'''\  ...  p,, 
vorkommen,  und  es  müssen  die  n  —  1  niedrigeren  Potenzen  aus  dem  Gesammf- 
ausdrucke  (10.)  ausfallen. 

Diese  Bedingung  bestimmt  zunächst  den  Exponenten  »+  1  der  höchsten 
Potenz  von  (.x— «)  '  und  den  Coefficienten  dieser  Potenz,  und  zwar  erhält 
man  nach  den  Betraclitungen  Äbh.  Bd.  76,  p.  295  diese  Grössen  auf  fol- 
gende Weise. 

Die  Ordnungszahl,  in  der  p^{a  =  0  ...m,p„  =  l)  für  x  —  a  unendlich 
wird,  werde  durch  ??,,  bezeichnet,  wo  7/^  =  0  gesetzt  wird,  wenn  p^  für  x  —  a 
nicht  unendlich  wird.     Es  sei  nun  die  grösste  der  positiven  Zahlen 

(lU  77,,        -2      ,        .     .    .  j    , 

von  denen  die  letzte  jedenfalls  grösser  als  Null  ist,  gleich  g  und  trete  zu- 
letzt bei  --    auf.     Ist  c<Ch,  so  sei  die  grösste  positive  der  Zahlen 

(12.)       n,.^,-n,..      —2—'     •    •  •      Hi^^  - 
von  denen   die   letzte  jedenfalls   grösser   als  Null   ist,   gleich  </''^  und  trete 

oei 
Zahlen 


zuletzt  bei    "''^,j_-^   auf.     Ist  c^''<;ä,    so    sei    die    grösste   positive    der 


(13.)        .^,(ll+,-7T^.(l).      ^ ,      .    .   .       -jj_p-(„   -, 

von  denen  die  letzte  wiederum  grösser  als  Null  ist,  g'-^^  und  trete  zuletzt 
bei  — 4'T3^ n  '  '^^^^'  ^'^  dieser  Weise  werden  Keihen:  (11.).  (12.\  (13.)  etc. 
aufgestellt,  bis  in  einer  solchen  Ifeihc  die  grösste  positive  Zahl  bei  der 
letzten  Zahl  auftritt.  Dann  erfüllen  die  positiven  Zahlen  g,  .7*'\  g^'^  etc. 
die  Bedingung  «7 > c/ ">^' ''...>  0. 

Werden  nun  von  diesen  Zahlen  diejenigen  genommen,  die  ^2  sind, 
so  bestimmen  dir  ganzzahllgen  unter  letzteren  die  Werthe  des  Exponenten 
n-\-\,  die  der  Bedingung  entsprechen,  dass,  wenn  in  (10.)  a  =  ff (a;  — a)~^"' '^ 
eingesetzt  wird,  die  höchste  von  allen  Potenzen  von  (x  — a'l"',  die  in  den 
Entwickelungen  der  Summanden  von  (10.)  vorkommen,  aus  dem  Gesammtaus- 
drucke  (10.)  ausfällt. 
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Ist  y  einer  der  Weillie  des  l^xpoiienten  «-f  1,  so  ist  der  Coefficient 
von  {x—aY-   in  z-  Wurzel  der  Gleichung: 

deren  Wurzeln  von  Null  verschieden  sind,  und  ist  ^''^  einer  jener  Werthe. 
so  ist  der  Coefficient  von  {x-dy'^"'^  in  z  Wurzel  der  Gleichung: 

(15.)  ^'^    ^  -'■'-" 

deren  Wurzeln  von  Null  verschieden  sind. 

Da  diese  algebraischen  Gleichungen  durch  ihre  Wurzeln  Coefficienten 
bestimmen,  so  mögen  die  Gleichungen  Coefficlentengleichiitigeii  genannt  werden. 
Dem  entsprechend  empfielilt  es  sich,  die  algebraisclien  Gleichungen,  die  als 
determiuirende  Fundamentalgleichungen  bezeichnet  worden  sind  (.s.  vorio-e 
Xo.  Gl.  (7.)  und  Abb.  Bd.  81.  No.  2),  deren  Wurzeln  Exponenten  bestimmen. 
Exponentengleichvtigen  zu  nennen,  was  im  Folgenden  geschehen  wird. 

Es  werde  eine  einfache  Wurzel  der  zu  einem  der  Werthe  des  Ex- 
ponenten n  +  1  gehörenden  Coefficientengleichung  als  Coefficient  der  höchsten 
Potenz  von  i^x  —  ay^  in  z  genommen. 

Wird  nun  der  Ausdruck  (10.)  durch  f{z)  bezeichnet,  so  verschwindet 

p\ffw\ 

iu     ^  <ler  Coefficient  der  höchsten  von  allen  Potenzen  von  {x  —  aY\  die 

in  den  Summanden  hz''-\  p,{k~l)5'---  etc.  vorkommen,  nicht:  dieser  Coef- 
ficient sei  K.  Durch  die  bei  (10.)  angegebene  Bedingung  werden  die  Coef- 
ficienten in  z  eindeutig  und  endlich  bestimmt.  Denn  von  den  diese  Be- 
dingung ausdrückenden  n  Gleichungen  führt  jede  folgende  einen  neuen 
Coefficienten  aus  z  im  ersten  Grade  ein  multiplicirt  mit  der  von  Null  ver- 
schiedenen Grösse  li.  Es  ist  gleichfalls  von  Null  verschieden  der  Coef- 
ficient der  höchsten  von  allen  Potenzen  von  {x-a)  \  die  in  den  Summanden 

'"^m  1,  (»«  —  l)^,„ -2 />,,  etc.  des  Coefficienten  von  -^   vorkommen    und    der 

dx 
charakteristische  Index  in  (9.)  wird  m-1  (Vgl.  Abh.  Bd.  7(5,  ji.  2H,S.i. 

Es  werde  eine  mehrfache  und  zwar  (> fache  Wurzel  der  zu  einem 
der  Werthe  des  Exponenten  n  +  1  gehörenden  Coefficientengleichung  als 
<  oefficient  der  höchsten  Potenz  von  (x— a)~'  in  z  genommen. 

In  z   ist   —  «c_„(a;  — 0)"'"^'^   demnach    in    ir  die  Grösse  (■_,(x— o)  " 
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ermittelt.     Nun  werde 

l  e-"'F„.(e"y,jr) 

gesetzt,  wo 

(17.)       e  '->.(- ")"F„(e'^-''^^-")  "s,x)  =  F^!,>{s,x) 

ist.     Alsdann  sind  diejenigen  Grössen  w'"  der  Form  .^  r^(a;  — o)"",    wo   n 

gegeben  ist  und  die  Coefficienten  aueli  Null  sein  dürfen,  zu  ermitteln,  so 
dass  in  c  "^''Fl'\e"*'^  F,  x)  der  cliarakteristisclie  Index  bei  x  —  a  kleiner  als 
m  wird.  Es  ist  zunächst  der  Coefficieut  c_^„^,■^  zu  bestimmen.  Dieser  Coef- 
ficient  kaini  gleich  Null  gesetzt  werden,  wenn  noch  weitere  Coefficienten 
in  «p*^"  zu  bestimmen  shid,  oder  wenn  in  FlP{s,x)  der  charakteristische 
Index  <Zm  ist.  Um  die  möglichen  Wcrthe  von  c  („.,),  die  von  Null  ver- 
schieden shul,  zu  ermitteln,  ist  auf  den  Ausdruck  e""^'V,'^J^(e""^y,  x)  das- 
selbe Verfahren  anzuwenden,  welches  bei  c  ""  F,„  (ß"T,  o;)  angewandt  worden 
ist  ((9.),  (10.)  etc.).  Aus  den  Reihen  der  Zahlen,  die  den  Reihen  (11.)  etc. 
entsprechen,  ergiebt  sich,  ob  in  z^'^  =  — t —  die  gegebene  Zahl  n  ein  mög- 
licher Werth  der  höchsten  Exponenten  der  Potenz  {x  —  a}'^  ist,  und  aus  der 
zugehörigen  Coefficientenglcichung  gehen  die  möglichen  Werthe  von 
—  (w  — l)c_(„  ,,  hervor.  Bei  einer  einfachen  Wurzel  dieser  Coefficienten- 
gleichung  erhält  man  die  übrigen  Coefficienten  in  z^'^  eindeutig  und  endlich, 
und  der  charakteristische  Iudex  in  e  "''■^' Fil^{e"'^^^Y,x)  =  e"'F,,,{e"'Y,x}  wird 
m—1.  Bei  euier  mehrfachen  Wurzel,  so  wie  wenn  c  („  ,j  gleich  Null  ge- 
setzt ist,  wird 

e-""'F!,:'(r^''K,.-rl 
=  e--o.-.,c-.r('-n-„.0)^0)(e^.(„_,)(.-«)-C'->+„.(^)y^.p>)  _  e-"'^'^Fi:\e-^'^Y,  x) 

genommen,  alsdann  der  Coefficient  «  („-2^  nach  demselben  Verfahren  wie 
bei  c  (n^i)  bestimmt,  und  dies  Verfahren  fortgesetzt,  bis  sämmtliche  Coef- 
ficienten in  w  ermittelt  shul.  Ist  der  letzte  Coeffi('ient  in  z,  die  Grösse  —  c  i 
durch  eine  Coefficientcngleichung  bestimmt,  so  entspricht  einer  einfachen 
Wurzel  derselben  der  charakteristische  Index  m—1  in  e'"'F,„{e"' Y,  x);  bei 
einer  mehrfac^hen  ist  zuzusehen,  ob  der  charakteristis(;he  Index  <im  wird. 
Bei  einer  (ifachen  Wurzel  der  zu  einem  ^Verthe  des  höchsten  Vj\- 
pouenten  w+l  in  ^  gehörenden  Cocfficientengleichung  verschwhulet,  wenn 


(IH.) 
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der  Ausdruck  (10.)  durch  f[z)  bezeichnet  wird,  in  -J^  der  Coefficient  der 

höchsten  von  allen  Potenzen  von    (x~a]~\    die  in  den  Summanden   -^^, 

^j— 1  j/i-i 

Pi  ~gso-i     '   ^^^-  vorkommen,  nicht.     Daher  ist  aucli  von  Null  verschieden 

rf?F 
in  dem  Coefficienten  von  -^  in  (9.)  der  Coefficient  der  höchsten  von  allen 

Potenzen  von  (a;— a)  \  die  in  den  in  (9.)  enthaltenen  Summanden  vorkommen. 

Hieraus  und  aus  dem  bei  (9.)  Gesagten  folgt,  dass  der  charakteristische 

Index  in  e~'"F„,  (e"'F,  ic)  nicht  kleiner  als  m  —  Q  werden  kann. 

Es  sind  also  bei  einem  im  Endlichen  liegenden  Punkte  x  —  a,  bei  welchem 

der   charakteristische   Index   in   F,Jy,x)  =  0  grösser  als   Null  ist,    diejenigen 

Werthe  w  —  2lc_^{x  —  a)~°  ermittelt,  die  so  beschaffen  sind,  dass  in 

e—F^{e"'Y,x)  =  0 

der   charakteristische  Index    kleiner   als  m  wird;    dieselben  treten  in  endlicher 
Anzahl  auf. 

Wenn  die  rationale  Function  W  (Gl.  (6.))  für  x  =  /  ',  t  —  0  unendlich 
wird,  so  sei  der  Theil  der  in  Partialbrüche  zerlegten  Function  W,  welcher 
die  Potenzen  von  x  enthält, 

(19.)       w  =  Zc^x\ 
1 

Setzt   man   in   Differentialgleichung  /2'F„  (/2^,  x)  =  0,  x  = /'   und 
bezeichnet  den  Ausdruck,   der   erhalten  wird,   wenn  in   W  x  =  t~^   gesetzt 
wird,  durch  W  und  setzt  F„  (y, /"•)  =  (-O^KC^^O,  so  wu-d 
(20.)       e-"'F„,(e"y,  r')  =  (-f)"*e-»-'f:;.(e">,  t). 

Es  muss  nun  in  der  Differentialgleichung  e'"'  Fi(e""y,  t)  =  0  der 
charakteristische  Index  für  t  =  0  kleiner  als  m  werden.  Der  charakte- 
ristische Index  in  dieser  Differentialgleichung  bei  <  =  0  ist  derselbe,  wie  in 

e    '       f:  (e '       y,  /)  =  0. 

Demnach  sind  diejenigen  Ausdrücke  e  '  zu  ermitteln,  die  so  bcs(Omlfen 

sind,  dass  in 

—2:cct-''      2:cat-<' 

e      '  F:  (e  '  Y,t)  =  0 
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bei  /  —  0  der  charakteristische  Index  kleiner  als  m  wird.  Die  Aufsuchung 
dieser  Ausdrücke  geschieht  nach   der  vorhin  auseinandergesetzten  ]\[ethode. 

Sind  nun  bei  denjenigen  Ptmkten  im  Endlichen  und  Unendlichen,  in 
welchen  die  Di/ferentialgleichunfj  F„^{y,  x)  =  0  den  charakteristischen  Index 
grösser  als  Xull  hat,  die  Grössen  w  (Gl.  (7.),  (19.))  ermittelt,  so  werden 
dieselben  in  der  Weise  zu  Summen  vereinigt,  dass  in  ein  und  derselben 
Stimme  von  denjenigen  Grössen  w,  die  zu  demselben  singulüren  Punkte  von 
F,„  =  0  gehören,  höchstens  eine  enthalten  ist  und  jedenfalls  eine,  wenn  der 
charakteristische  Iudex  von  F,„  =  0  bei  diesem  Punkte  gleich  m  ist.  Alle 
diese  Summen  stellen  alsdann  die   Werthe  von   W  (Ul.  (6.))  dar. 

Der  charakteristische  Index  in  der  Differentialgleichung  e'  "/^„.(e  ^^y,x)  =  0 
ist  bei  jedem  Punkte  gleich  dem  charakteristischen  Index  in  der  Diffe- 
rentialgleichung e~"' F„Je"' Y,  x)  =^  0 ,  wo  w  die  Summe  derjenigen  Glieder 
der  in  Partialbrüche  zerlegten  Function  W  ist,  welche  in  diesem  Punkte 
unendlich  werden.  Hiernach  ist  der  grösste  charakteristische  Index  in 
ersterer  Differentialgleichung  zu  bestininien. 

IL  Wenn  der  Ausdruck  F,„(y,x)  in  (1.)  selbst  normal  ist,  so  wird 
F,„  dargestellt  durch  e"'F„,(e~"yj  a;)  yvoF„Xy,x)  ein  regulärer  Ausdruck  ist. 
In  einem  Punkte,  in  welchem  W  unendlich  wird,  muss  der  charakteristische 
Index  in  e"F,„(e~"?/,  a;)  —  0  gleich  m  sein,  wie  sich  aus  Formel  (9.)  und 
dem  dort  Gesagten  ergiebt,  und  für  x  =  t~\  /  =  0  aus  e"''F,'„(e~"^,  0  =  0 
erhellt,    wo   F„Xy,t^'^)  —  {—t^)"'F„Xy,t).     In  jedem    anderen  Punkte  ist  der 

charakteristische    Index    in   e "  F„,  (e~  "'^,  x)  =  0    gleich   Null.      Es    ist    ferner 

dW 
p^  —  —  OT— y — \-P,  WO  P  die  Summe  derjenigen  Glieder  der  in  Partialbrüche 

zerlegten  rationalen  Function  /»i  ist,  welche  für  Punkte  im  Endlichen  in 
erster  Ordnung  unendlich  werden. 

Damit  also  der  nicht  reguläre  Differentialausdruck  F„Xy,  x)  in  (1.) 
normal  sei,  ist  nolhtcendig,  dass  der  charakteristische  Index  in  F,„  =  0  in  je- 
dem Punkte,    wo  derselbe  grösser   als  Xull  ist,   gleich  m  ist;  ferner  dass  die 

fZJF 
aus  der  Gleichung  pi  —  P  —  —?n.       und  der  Bedingung,  dass  die  in  Partial- 

britchc  zerlegte  rationale  Function  W  zum  absoluten  Gliede  Null  hat,  be- 
stimmte Function  W  in  denselben  Punkten  unendlich  wird,  in  denen  der  charakte- 
ristische Index  von  F„,  =  0  grösser  als  Null  ist.  Alsdann  ist  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  der  Ausdruck  e   "F,„(e"y,  x)  regulär  ist. 

Die  Entwickelung  des  letzteren  Ausdruckes  erhält  man  aus  Formel  (9.). 
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III.  Zu  der  Diffoi-entialglcicliung-  F,Jy,  x)  =  0  werden  bei  einem  im 
Endlichen  liegemlen  Punkte  a,  wo  der  charakteristische  Index  A>0  ist, 
die  Zahlen  aus  der  Reihe  g,  g<^'\  g^'"'»  etc.  (bei  (11.),  (12.)  etc.)  genommen, 
welche  diejenigen  Werthe  des  Exponenten  n  +  1  (ra^l)  in  s  =  o(a'  — a)~^"+'* 
darstellen,  die  man  durch  die  Bedingung  erhält,  dass,  wenn  in 

(21.)  z"4-p,a^-»  +  ...+p,. 
2  =  r7(ic  — 0)"^"+'^  eingesetzt  wkd,  die  höchste  von  allen  Potenzen  von  (x  —  a)'\ 
die  in  den  Entwickelungen  der  Summanden  a'',  Piz'"\  ...  p,,  vorkommen, 
aus  dem  Gesamratausdrucke  (21.)  ausfallen  soll.  Zu  jedem  solchen  Werthe 
von  n  +  1  gehört  eine  Coefficientengleichung  ((14.),  (1.5.)  etc.)  zur  Bestimmung 
von  a.  Mit  einem  Werthe  von  n  +  1  und  sämmtlichen  Wurzeln  der  zuge- 
hörigen Coefficientengleichung  w^erden  die  Potenzen  a  (x  —  a)"*^"""^  gebildet. 
Die  Anzahl  aller  dieser  Potenzen  bei  dem  Punkte  a  ist  also  gleich  der 
Anzahl  der  Wurzeln  sämmtlicher  Coefficieutengleichungen.  Diese  Potenzen 
sollen  zur  Abkürzung  Hauptpotenzen,  die  zu  der  Differentialgleichung  F,„  =  0 
bei  X  =  a  gehören,  genannt  werden.     Ebenso  werden,  wenn 

gesetzt  wird,  zu  der  Differentialgleichung  F„  {y,  t)  =  0,  wenn  bei  /  ::=  0  der 
charakteristische  Index  grösser  als  Null  ist,  die  Hauptpotenzen  gebildet. 
Bei  einem  Punkte  in  F,„  (y,  rr)  =  0 ,  wo  der  charakteristische  Index  gleich 
Null  ist,  ist  die  Anzahl  der  Hauptpotenzen  gleich  Null. 

Es  sei  jetzt  die  Differentialgleichung  der  Form  (1.)  mit  beliebigen 
rationalen  Coefficienteu  F„  (y,  x)  =  0  dargestellt  unter  der  Form 

(22. )  F„_,  (y,  x)  =  s,  f,  (s,  x)  -  0, 
wo  F„,_i  ein  Ausdruck  von  der  Form  von  F,„  {m  —  kY^''  Ordnung,  f^.  ein 
solcher  Ausdruck  ä-'*""  Ordnung  ist  und  die  Coefficienteu  in  F,„.;  und  /"» 
rational  sind.  Alsdann  soll  untersucht  werden,  in  welc/ier  Beziehung  bei  je- 
dem Punkte  die  Hauptpotenz-en ,  die  zu  den  Differentialgleichungen  F,„  =  0 
F„_;  =  0  und  /)-  =  0  gehören,  zu  einander  stehen. 

Es  können  bei  diesen  Differentialgleichungen  llauptpotcnzen  nur 
in  einem  solchen  Punkte  vorkommen,  in  dem  der  cliaraktcristischo  Index 
von  F,„  =  0  grösser  als  Null  ist  (vgl.  das  l)ei  No.  3,  II  über  die  cliaraktc- 
ristischen  Indices  dieser  drei  Differentialgleichungen  Gesagte). 

Nun  sei  a  ehi  solcher  Punkt  im  Endlichen.  Die  Coefficii  iitcn  von 
F„_i  seien  p^*\  die  von  f^  seien  g^,  dann  besteht  das  Gleichungssystem 
(No.5,  Gl.(5.)): 

16* 


(25.) 
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(23.)      \P'  =  \i('+iP'-^Xj^     ia^l...m), 

I  „     _   „W  _    1         „«:)    _   „y) _    „(*)  —   ,,(i)  —  „(*)  —    ...    —  „")   —   0 

[yil—Pt)      —    A?    P-l  —  P-i  —  —  P-kj^l   ~  Pm-k  +  l  —  Pm~k+2  —  —  Pm     —  ^J- 

Der  charakteristische  Index  von  F,„  =  0  bei  a  sei  h,  von  F„^^  =  0  h',  von 
/^  =  0  A";  so  dass  h  =  h'-\-h".  Die  Ausdrücke  (23.)  für  p^  werden  in  (21.) 
eingesetzt  und  z  =  a(a;— 0)"^"+^^  genommen.     Man  bikle  nun  das  Product 

(24.)  {z^'+pi'^  z'-'-'  +  -+p'!P){z''-+  g,z''"~'  +  -  +  g,,.). 
In  demselben  werde  a  =  a(cc  — 0)"^"+'^  gesetzt.  Man  nehme  in  jedem  der 
beiden  Factoren  von  (24.)  denjenigen  der  Summanden  z''\  />(''' z'*'"',  etc. 
s'',  giz'''  '\  etc.,  in  welchem  zuerst  die  höchste  Potenz  von  {x  —  a)~^  vor- 
kommt. Der  Exponent  dieser  Potenz  sei  in  dem  ersten  Factor  e,  in  dem 
zweiten  tj.     In  dem  aus  (24.)  hervorgehenden  Producte 

z"  +  ?iz"-'  +  -  +  9,„ 

enthält  dasjenige  der  Glieder,  z'',  qiz''~\  ...  9,,,  in  welchem  das  Product 
jener  beiden  Summanden  vorkommt,  die  Potenz  {x  —  d)~^^^'>^.  Diese  Potenz 
ist  die  höchste  von  allen  Potenzen  von  (cc  — a)~\  die  aus  den  Summanden 
in  (25.),  nachdem  die  Grössen  q  in  ihre  Bestandtheile  aufgelöst  sind,  her- 
vorgehen, die  also  aus  den  Summanden 

yci}.)  z  ,  pi  z  ,  giZ  ,  P2  ^  1  P\  g\^  1  yj«  1  •  •  •  Pw  gnn 
erhalten  werden.  Hat  man  aber  die  Ausdrücke  (23.)  für  p^  in  den  Ausdruck 
(21.)  eingesetzt  und  löst  man  letzteren  Ausdruck  in  die  einzelnen  aus  (23.) 
hervorgehenden  Summanden  auf,  so  enthalten  diejenigen  der  letzteren,  welche 
nicht  in  (26.)  enthalten  sind,  niedrigere  Potenzen  von  (ir  — o)~',  als  solche, 
welche  in  den  Grössen  in  (26.)  vorkommen.  Hierbei  ist  der  Bestandtheil 
von  (21.),  der  einen  Ausdruck  der  Form  p}P^a9\>  (a  =  l...m—k—h')  enthält, 
mit  der  Grösse  in  (26.)  zu  vergleichen,  welche  pJPg,,  enthält,  der  Bestand- 
theil von  (21.),  der  einen  Ausdruck  der  Form  Pig,,,^,  (a  =  l...Ä  — ä")  ent- 
hält, mit  der  Grösse  in  (26.),  in  welcher  ptgi,n  vorkommt,  und  der  Bestand- 

theil  von  (21.),  der  einen  Ausdruck  — .-^— S'c  enthält,  mit  der  Grösse  in  (26.), 
in  welcher />^*^ ^,  vorkommt.  Es  muss  demnach  die  Potenz  (aj— o)~''"^''^  von 
allen  Potenzen  von  (x  — a)"',  die  aus  den  Summanden  z'\  piz''~\  •  •  •  Pi,  her- 
vorgehen, die  höchste  sein.  Der  Coefficient  dieser  Potenz  in  dem  Gesammt- 
ausdrucke  (21.)  wird  aber  erhalten,  wenn  man  den  Coefficienten  von  [x  —  ay^ 
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in  dem  Gcsammtausdrucke 

(27.)       z'"+p[^^^'-'-'  +  ...  +  pm 
mit  dem  Coefficienten  von  {x-a)-''  in  dem  Gesaramtausdrucke 

(28.)  s""+^,V"-^  +  ...  +  ^^_.. 
multiplicirt.  Wird  dieses  Prodiict  gleich  Null  gesetzt,  so  sind  demnach  die- 
jenigen Wurzeln  dieser  Gleichung,  welche  von  Null  verschieden  sind,  die 
Wurzeln  der  Coefficientengleichung,  die  bei  F„  =  0  zu  dem  Exponenten  »  +  1 
gehört.  Der  Ausdruck  (27.)  bei  Differentialgleichung  F,„_,  =  0  und  der 
Ausdruck  (28.)  bei  Differentialgleichung  /",  =  0  entspricht  dem  Ausdnicke 
(21.)  bei  Differentialgleichung  F,„  =  0.  Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt 
sich  nun,  dass  die  Hauptpotenzen  mit  dem  Exponenten  n  +  1  zu  den  Diffe- 
rentialgleichungen F,„_,  ==  Ü  und  /•,  =  0  zusammen  die  zu  der  Differential- 
gleichung F„,  =  0  sind.  Daraus  folgt,  dass  üherhmipt  bei  dem  Punkte  a 
die  Hauptpotenzen,  die  zu  den  nifferenfia/gleichm/gen  F,„  ,  =  0  und  f,  =  0  ge- 
hören, zusammen  die  sind,  die  zu  der  Dilferentialgleichung  F,„  =  0  gehören. 

Um  die  Hauptpotenzen  bei  der  Differentialgleichung  F,„_,  =  0.  wenn 
F„_,  ein  normaler  Differentialausdruck  und  bei  x^a  der  determinirende 
Factor  unendlich  ist,  aufzusuchen,  betrachte  man  den  Ausdruck  (27.),  worin 
h'  =  m-k  (H.  d.  No.).  Es  sei  der  determinirende  Factor  e  "  und  w  =  Zc.Jx-  aV 
der  Theil  der  in  Partialbrüche  zerlegten  rationalen  Function  W,  der  die 
Glieder,  die  fiii-  x  =  a  unendlich  werden,  enthält.     Wird  dann 

(29.)  F,„_,{y,x)  =  e'^W,„_,(e~'''y,x) 
gesetzt,  so  ist  der  charakteristische  Index  in  'f,„^,{y,x)  =  0,  bei  x=a  gleich  Null. 
Werden  nun  die  Coeificienten  p^''  in  F„._,  aus  dem  Ausdrucke  e'''V„^_,[e--y,  x) 
nach  Formel  (9.)  entwickelt,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Zahlen  der  Reihe  (11.) 
alle  gleich  «+1  werden,  und  dass  die  einzige  Coefficientengleichung  nach 
Formel  (14.)  folgende  ist: 

(  •••  +  («c  _„)'"-*  =  (o-fwc. „)"•-*  =  (), 

die  die  {m-k) fache  Wurzel  -«c_„  enthält.  Die  Di/ferentialgleicliung  F„  ^  =  0 
hat  also  m-k  einander  gleiche  Hauptpotenzen,  die  gleich  -nc  ,i.r  — a)  ""'* 
sind,  wenn  in  der  in  Partialbrüche  z-en'cgleH  rationalen  Function  W  des  deter- 
minirenden  Factors  e"  die  höchste  Potenz  ton  {x  —  a)  '  die  Potenz  c  „x-a,  "  ist. 
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Man  betrachte  jetzt  in  den  Differentialgleichungen  F,„  —  0.  F„^_^.=:0 
und  /"i  =  0  den  Punkt  x  =  t~\  t  =  0.     Es  werde  wie  in  No.  3  und  5 

iF„.  {y,n  =  {-erF;,Xy,t) 

gesetzt.     Dann  ist 

(32.)       F'Jy,t)  =  n'(F„,_,(y,t),t). 

In  dem  Falle,  wo  F„_^(y,x)  ein  normaler  Ausdruck  ist,  gehe  durch  die 
Substitution  x  =  t~^  die  Function  W  in  W  über,  der  reguläre  Ausdruck 
F^-k{y,x),  der  in  dem  normalen  enthalten  ist,  in  (—f')"'~'''Fi„-t{y,t),  so  wird 
F„-k(y,t)  =  e^"F'^_;,{e-''''y,t).  Man  kann  mm  der  Fonnel  (32.)  zufolge 
das  vorige  Verfahren  auf  die  Differentialgleichungen  F'„,  =  0,  Fj,_i  =  0  und 
f^  =  0  anwenden  und  kommt  zu  denselben  Resultaten.  Es  sind  aber  ferner 
in  /"i  =  0  und  /"j'  =  0  bei  /  =  0  die  Hauptpotenzen  übereinstimmend.  Denn 
der  charakteristische  Index  in  beiden  Differentialgleichungen  ist  derselbe, 
und  ist  er  gleich  h"  >  0  und  sind  die  Coefficienten  in  fl  gleich  gl, ,  so  setze 
man  in 

(33.)  z"-+g[ü''"-'  +  --  +  g,.. 
a  =  a(x  — a)~*^"+'\  Wird  derselbe  Werth  von  z  in  den  dem  Ausdrucke  (33.) 
entsprechenden,  der  zur  Differentialgleichung  /]t  =  0  gehört,  eingesetzt,  so 
ergiebt  sich,  dass  die  Bestandtlieile  des  letzteren  Ausdruckes,  die  nicht  in 
(33.)  vorkommen,  niedrigere  Potenzen  von  {x—a)~^  enthalten,  als  die  höchste 
von  allen  Potenzen  von  {x  —  a)~\  die  in  den  Summanden  z*" ,  g[  z*' "',  . . .  g]/ 
von  (33.)  vorkommen.  Hieraus  folgt,  dass  die  Hauptpotenzen  zu  beiden 
Differentialgleichungen  bei  /  =  0  übereinstimmen. 

Man  hat  also  folgendes  Resultat: 

Hat  die  Di/ferentialgleichung  der  Form  (1.)  F„,{y,  a;)  =  0  7nil  beliebigen 
rationalen  Coefficienten  die  Darstellung  (22.) ,  so  sind  bei  jedem  Punkte  im 
Endlichen  und  Unendlichen  die  Hauptpotenzen,  die  zu  den  Differentialglei- 
chungen F,„^^{y,  x)  =  0  und  ft(s,  x)  =  0  gehören,  zusammen  die  Hauptpotenzen, 
die  bei  demselben  Punkte  zu  der  Differentialgleichung  F„,  {y,  x)  =  0  gehören. 

Bei  einem  Punkte,  wo  der  determinirende  Factor  in  dem  Ausdrucke 
F,„-k{y,  x),  wenn  derselbe  normal  ist,  unendlich  wird,  gehören  zu  der  Differential- 
gleichung F„_i  {y,  x)  =  0  m  —  k  einander  gleiche  Hauptpotenzen. 
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Diese  sind  bei  einem  im  Endlielieu  liegenden  Punkte  a  gleich 
— « c_„  (x  — a)~*"+'',  wenn  in  der  in  Partialbriiche  zerlegten  rationalen 
Function  T^  des  determinirenden  Factors  e"  die  höchste  Potenz  von  (x-oj~' 
gleich  c_„(x  — o) "  ist,  und  bei  x  =  r\  t  =  0  gleich  — wc„r<''"''\  wenn  in 
der  in  Partialbriiche  zerlegten  Function  IV  die  höchste  Potenz  von  x  gleich 
c^x"  ist. 

7. 
Nachdem    in    den    beiden    vorigen    Nummern    allgemeine   Methoden 
entwickelt  worden  sind,  um  zu  erkennen,  ob  die  Differentialgleichung 

mit  rationalen  Coefficienten  sich  unter  der  Form 

(2.)       F^_,{y,x)=s,     nis,x)  =  0 
darstellen  lässt,  wo  F„_i  ein  normaler  Differentialausdrnck  (m  —  Ä)ter  Ordnung, 
/;  ein  Ausdruck  der  Form  F„,  ä-'«""  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  ist, 
und  um  diese  Darstellung  zu  bewerkstelligen,  wird  jetzt  unter  Anknüpfung 
an  die  Sätze  in  No.  4  diese  Darstellungsweise  weiter  untersucht. 

I.  «.)  Wenn  die  Differentialgleichung  (1.)  sich  durch  das  System  (2.) 
ersetzen  lässt  und  in  letzterem  F,„_j  ein  Ausdruck  der  Form  F„  {m  —  ky^^ 
Ordnung  mit  irgend  welchen  rationalen  Coefficienten  ist,  so  sind  bei  einem 
Punkte  im  Endlichen  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  (determiniren- 
den Fundamentalgleichung,  s.  No.  6,  I)  der  Difterentialgleiclmng  F„  =  0 
nach  Abb.  Bd.  76,  p,  284  (wo  die  Formel: 

(a  + 6}  (a  + 6-1)...  (ö  +  ^-«+l)  =  «(«-!}. •■  («-«+!) 
+«a(o-l)...(a-B+2:6+"']'"^'^<q-l}-(«-«+3:6(6-l)+--f6(6-l;...(6-«+l) 
angewandt  worden  ist)  folgende: 

Die  Wurzeln  der  Elxponentengleichung  von  F„_^  =  0  unverändert  und 
die  Wiu'zeln  der  Exponentengleichung  von  f^  =  0,  zu  welchen  ein  und  die- 
selbe positive  ganze  Zahl,  die  grösste  der  zu  den  Coefficienten  von  F„_^  =  0 
gehörenden  Zahlen  (s.  1.  c.)  addirt  ist.  Für  x  =  r'  hat  man  unter  Anwen- 
dung der  Bezeichnungen  No.  6  (31.): 

F'Jy,i)  =  n'{F:_,(y,l),t) 


(3-)      |r'C"-)/:  (<'('"-*)  «,0  =  /•;(«,  0. 

Wenn    zu    den    Wurzeln    der    ?]xponentengleiehung    von    F„(y,  x)  =  0   bei 
einem  Punkte    im   Endlichen  die  Grösse  (j  addirt  wird,    so   erhält   man  die 
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Wurzelnder  Exponentengleichuug  von  x^F,„{x''"y,x)  =  0.  Wird  demnach 
zu  den  Wurzeln  der  Esponeutengleicliung  von  f^{s,  t)  =  0  die  Zahl  —2(m-k) 
addirt,  so  erhält  man  die  Wurzeln  der  Exponentengleichvtng  von  f,'  («,  t)  =  0. 
Wenn  also  die  Differentialgleichung  (1.)  mit  beliebigen  rationalen 
Coefficienten  sich  durch  das  System  (2.),  worin  F,„_^  ein  Ausdruck  der 
Form  F„  (/m  — A)*«''  Ordnung  mit  irgend  welchen  rationalen  Coefficienten 
ist,  ersetzen  lässt,  so  sind  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von  F„  =  0 
bei  jedem  Punkte  im  Endlichen  oder  Unendlichen  diese: 

Die  Wurzeln  der  Exponentengleiclmng  von  F,,,_^.  —  0  unverändert  und 
die  Wurzeln  der  Exponentengleiclmng  von  f^  =  0 ,  zu  welchen  bei  einem  und 
demselben  Punkte  ein  und  dieselbe  ganze  Zahl  addirt  ist. 

b.)  Der  vorstehende  Satz  wird  mit  dem  in  No.  6,  Hl  enthalteneu 
verbunden.  Bei  einem  beliebigen  im  Endlichen  oder  Unendlichen  liegen- 
den Punkte,  wo  in  F„  {y,  x)  =  0  der  charakteristische  Index  /«  ^  0  ist,  wird  zu 
dem  Grade  /«  —  h  der  Exponentengleichuug  von  F„  =  0  addht  die  Summe  der 
Grade  der  sämmtlichen  bei  diesem  Punkte  etwa  vorhandenen  Coefficienten- 
gleichungeu  (No.  6,  I) ,  welche  Summe  <^  h  ist.  Die  hierdurch  erhaltene 
Zahl  sei  A,  und  werde  bei  einem  im  Endlichen  liegenden  singulären  Punkte 
o,  von  F„  =  0  durch  N^  bezeichnet,  bei  x  =  t\  <  ^  0,  wenn  dieser  Punkt  in 
F„  =  0  Singular  ist,  durch  Nx. .    ( F„  =  0  enthält  wenigstens  einen  singulären  Punkt.) 

Ist  nun  F,„  =  0  unter  der  Form  (2.J  dargestellt,  so  dass  F„_i  ein 
Ausdruck  der  Form  von  F„.  v'«— ^;*"'  Ordnung  mit  beliebigen  rationalen 
Coefficienten  ist,  so  werden  bei  demselben  Punkte  zu  den  Differentialglei- 
chungen F„_t  =  0  und  A  =  0  die  entsprechenden  Zahlen  genommen ,  die- 
selben seien  bezüglich  B  und  C.  Alsdann  ist  A=-B-\rC,  und  ist  F,„_;.  ein 
normaler  Differentialausdruck,  so  wird  B  =  m  —  k. 

Man  gehe  jetzt  auf  die  Untersuchungen  in  No.  4  zui-ück. 

Die  Differentialgleichung  (1.)  F,„{y,x)=0  sei  unter  der  Form 

(4.)    uiy'  ^)  =  J'n  /■<■.  ^y  1.-  ^)  =  2^^ '  •  •  •  /■«/>"  ^)  =  *'  F„_.,_..._,,(s,  x)  =  0 

dargestellt,  wo  f^^  ein  normaler  Differentialausdruck  a,,^^^  Ordnung  ist,  F„_,  _..._„, 

ein  Ausdruck  der  Form  des  Ausdruckes  in  (1.)  (ff«-a„ a,^*"""  Ordnung 

mit  rationalen  Coefficienten  und  entweder  m  —  a„ a,  =  0  ist,  oder  wenn 

diese  Zahl  grösser  als  Null  ist,  so  enthalte  F,,,  „  _._,^  =  0  nicht  die  Integrale 
einer  Differentialgleichung,  in  welcher  ein  normaler  Ausdruck  gleich  Null 
gesetzt  ist. 
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Der  Differentialausdruck  0.v  {y,  x) ,  welcher  durch  das  System  uor- 
maler  Ausdrücke 

(Ö-)     fa,,{y,x)  =  y,,    A,(t/i,x)  =  »/2.    ...    fa,Jyi-i,x)  =  y,,    ^y„x) 

gegeben  wird,  ist  nun  uach  No.  4  identisch  mit  jedem,  der  dadurch  erhalten 
wird,  dass  man  F„,{y,x)  hi  irgend  einer  anderen  Weise  durch  ein  System, 
das  wie  das  System  in  (4.)  beschaffen  ist,  darstellt  und  das  in  demselben 
enthaltene  System  normaler  Ausdrücke  herausnimmt. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  nun  Folgendes: 

Die  Ordnungszahl  N  des  Differentialausdruckes  'f>x{y,x)  kann  nicht 
grösser  sein,  als  die  kleinste  der  Zahlen  !S\,  die  bei  den  singulären  Punkten 
in  Differentialgleichung  F„.  (y,  x)  =  0  im  Endlichen  und  Unendlichen  auftreten. 

Und  hieraus  folgt  weiter: 

Damit  der  Differentialausdruck  F,„  {y,  x)  seihst  sich  durch  ein  Sg.\fem 
normaler  Differentialausdrücke  darstellen  lasse,  ist  nothwendig,  dass  alle  Zahlen 
A'j  gleich  m  sind. 

II.  In  den  nächstfolgenden  Untersuchungen  kommen  nachstehende 
beiden  Sätze  zur  Anwendung. 

o.)    Es  seien  in  der  Differentialgleichung 

(6.)     ^+P.^^+-+P.y  =  ^.{y,x^  =  o 

die  Coefficienten  rational  und  in  der  Differentialgleichung 

^'■^     ^^-+i^-^t-+-+9.y='^Sy,-^  =  o 

sei  W„  {y,  x)  ein  normaler  Ausdruck.  Die  Integrale  der  beiden  Differential- 
gleichungen seien  von  einander  linearunabhängig  und  werden  in  einer  homo- 
genen linearen  Differentialgleichung  (;«  +  w)'*''  Ordnung  F„, ,  „(y,  ;r)  =  0  ver- 
einigt, in  welcher  der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  gesetzt 
ist.     Dieselbe  sei  auf  die  Form 

(8.)      <f>„Xy,x)=s,     ii>„{s,x)  =  0 
gebracht,  wo  t//„  ehi  Ausdruck   der  Form  von  *,„  «'»"^  Ordnung  if>t.     Dann 
ist   nach    No.  3,    I    i/'«    »^i"    normaler    Ausdruck    mit    dem    determinircnden 
Factor  von   ^„.     Nun  werde  der  reguläre  Ausdruck  in   y,  durch   '/'„{y,x), 
der  in  i/'„  durch  rp„{s,  x)  bezeichnet. 

Bei  jedem  Punkte  im  Endlichen  oder  Unendlichen  unterscheiden  sich 
die    Wurzeln    der  Exponentengleichung   von    ^'„{y,x)  =--  0  von  denen  der  E.r- 
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ponentengleichtmg  von  xi.<„{s,  x]  =  0  nur  um  ganze  Zahlen.  Diese  gauzen 
Zahlen  brauchen  bei  einem  und  demselben  Punkte  nicht  einander  gleich 
zu  sein. 

Der  determinirende  Factor  in  ''P„  sei  £2.  Dividirt  mau  alle  In- 
tegrale in  den  Differentialgleichungen  durch  £1,  so  erhält  man  die  Diffe- 
rentialgleichungen i2-'  *,„ (ßy,  x)  =  0,  12"'  ^„{S2y,  x)  =  '/'„(y,  x)  =  0  und 
S2-''P„x£2y,  X)  =  s,  S2-'yj„{S2s,  x)  =  v,(s,  x)  =  0. 

Werden  nun  bei  dem  im  Endlichen  liegenden  Punkte  x  =  a  in  das 
letztere  System  für  y  die  n  linearunabhängigen  regulären  Integrale  von 
W„  =  0  eingesetzt,  die  zu  den  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von  ^„  =  0 
als  Exponenten  gehören  (siehe  die  Abh.  des  Herrn  Fuchs,  dieses  Journal 
Bd.  66  p.  155,  Bd.  68  p.  363),  so  erhält  man  n  linearunabliängige  reguläre 
Integrale  von  if'„{s,  x)  —  0,  die  zu  Exponenten  gehören,  die  sich  von  den 
vorgenannten  Exponenten  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden.  Jeder  Gruppe 
dieser  Integrale,  in  denen  die  Exponenten  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unter- 
scheiden, entspricht  eine  Gruppe  von  eben  so  vielen  Integralen  der  Diffe- 
rentialgleichung V»  (s,  x)  =  0,  die  zu  eben  so  vielen  Wurzeln  der  Exponenten- 
gleichüng  von  y.'„  —  0  als  Exponenten  gehören,  so  dass  die  Exponenten 
der  beiden  Gruppen  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden  (Abh.  Bd.  74: 
No.  1  Gl.  (5.),  No.  2,  II).  Dass  die  ganzen  Zahlen,  um  welche  sich  bei 
X  =  rt  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von  ^„  {y,  x)  =  0  von  denen 
der  Exponentengleichung  von  y,,  {s,  x)  —  0  unterscheiden,  nicht  einander  gleich 
zu  sein  brauchen,  ersieht  man  aus  dem  Beispiele,  wo  für  !F„  (y,  x)  =  0  eine 
Differentialgleichung  genommen  wird,  deren  Exponentengleichung  bei  a  die 
Wurzeln  7\,  r, .../„  hat.  je  zwei  der  Grössen  r  sich  nicht  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden,  eine  der  Grössen  r  eine  positive  ganze  Zahl  kleiner  als  m 
und  in  i2~'  *„  {S2y,  x)  =  0  der  Punkt  a  nicht  singulär  ist.  Wie  hierbei  ^„{y,  x) 
zu  bilden  ist,  wenn  dieser  Differentialausdruck  unzerlegbar  sein  soll,  und 
<f>„  [y,  x),  wenn  dieser  Ausdruck  normal  und  unzerlegbar  sein  soll,  s.  No.  8, 1. 
Ebenso  gilt  der  Satz  bei  dem  Punkte  x  — 1~\  /  =  0,  wie  man  sieht,  wenn 
man  auf  die  Differentialgleichung  No.  3,  I  Gl.  (6.)  das  vorhin  Gesagte  an- 
wendet und  das  nach  Gl.  (3.)  dieser  No.  Angegebene  berücksichtigt. 

b.)    Die  Differentialgleichung  F„_^„  {y,  x)  =  0  in  a.)  sei  auf  die  Form 
(9.)       W„(,y,x)^s\     9^„(s',x)  =  0 
gebracht,    wo   <f„  ein  Ausdruck  der  Form  von  *„  m*«r  Ordnung  ist.     Ist 
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null  <p„{s',x)  ein  normaler  Differentialausdnick ,  so  niuss  auch  fp„{y,x)  ein 
solcher  sein.  Der  determinirende  Factor  stimmt  uacli  No.  3,  I  in  beiden 
Ausdrücken  überein. 

Es  sei  der  determinirende  Factor  in  (p„  {s,  x)  gleich  w.  "Werden  die 
Integrale  von  (6.)  und  (7.)  durch  w  dividirt,  so  sind  die  Integrale  von 

(o'^'P,„(u)y,  x)  =  0     und     üj~'  V„{(ßy,  x)  =  0 

vereinigt  in  der  Differentialgleichung  (o~^F„,+„((oy,x)  =  0,  welche  die  Dar- 
stellungen hat 

üj-'  *„,  {wy,x)  =  s.     CO-'  V'„  (tüs,  x)  =  0, 

cü~'  ¥„(u)y.  x)  =  s'.     u)~'(f„{u)s',  x)  =  0. 

Nun  ist  auch  üj-^  'F„{u}y,x)  ein  normaler  Ausdruck,  daher  nach  No.  3.  I 
auch  u)'^if.>„{u}s,x)  mit  demselben  determiuii-endeu  Factor.  Wird  ein  solcher 
Ausdruck  gleich  Null  gesetzt,  so  ist  in  der  hieraus  entstehenden  Diffe- 
rentialgleichung der  charakteristische  Index  bei  einem  Punkte,  wo  der  de- 
terminirende Factor  unendlich  wird,  gleich  der  Ordnung  des  Ausdruckes, 
sonst  gleich  Null  (No.  6.  II).  Daher  haben  cy-'  ^„{mj,  er)  =  0  und  ü)-'i/'„(cüs,  x)  =  Q 
bei  jedem  Punkte  übereinstimmende  charakteristische  Indices.  Und  da  bei 
jedem  Punkte  der  charakteristische  Index  von  cü~'F  ,„(toy,  a;)  =  Ü  gleich  der 
Summe  derer  von  c«~'  <t>,„  (co  y,x)  =  0  und  w~'  <//„  [ws,  x)  —  0  und  ebenso  gleich 
der  Summe  derer  von  w"'  ^„{loy,  x)  =  0  und  to~'y„,(tüs',  a;)  =  0  ist  (vgl.  No.  3, 
II).  so  müssen  auch  «>"'  <ti„Xwy,  x')  =  0  und  w'y,„  (tos',  x)  =  0  bei  jedem  Punkte 
übereinstimmende  charakteristische  Iiulices  haben.  Letztere  Ditferential- 
gleichung  hat  aber  überall  den  charakteristischen  Index  Null,  demnach 
auch  erstere.  F.s  ist  also  u)  ^<t>,Jwy,  .r)  ein  regulärer  Ausdruck  und 
<P,jy,x)  ein  normaler  mit  dem  determinirenden  Factor  w. 

III.  Es  sollen  nun  z-irei  normale  DilJ'creiitialuusdriicke  einander  ähnlich 
genannt  werden,  trenn  sie  nmerleghar .  ton  derselben  Ordnung  und  deniselhen 
determinirenden  Factor  sind,  und  wenn  die  beiden  in  ihnen  enthaltenen  regu- 
lären Ausdrucke  gleich  Süll  gesetz-l  Difj'erentialgleichungen  liefern,  bei  denen 
in  jedem  Punkte  die  Wurzeln  der  Exponenlengleichung  der  einen  sich  ron 
den  Wurzeln  derjenigen  der  anderen  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden. 
llicrl)ci  sind  nur  die  singulärcn  Punkte  dieser  Differentialgleichungen  ins 
Auge  zu  fassen,  dabei  einem  l'unktc,  der  in  l)ciden  Diffcrentialiileiclinngcn 
nicht  Singular  ist.  die  Wurzeln  der  Kxj)onentengleicluingen  übereinstimmen. 
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Es  sei  der  Differentialausdnxck  *.v(i/,  x)  gleich  einem  Systeme  nor- 
maler Differentialausdriicke,  dessen  Bestandtlieile  nach  No.  3,  II  als  unzerleg- 
bare vorausgesetzt  werden ;  die  Gesararatanzahl  dieser  Bestandtheile  sei  1+  1. 

a.)  Dadurch,  dass  auf  die  Differentialgleichung  'f'.xiy,  x)  =  0  das  Ver- 
fahren angewendet  wird,  welches  bei  Herleitung  der  Sätze  in  No.  4,  I  und  II 
gebraucht  worden  ist,  uiul  dabei  Satz  II,  o.)  der  vorliegenden  No.  beriick- 
sichtigt  wird,  leitet  man  folgenden  Satz  her: 

Enthält  die  Differentialgleichung  fpyiy,  x)  =  0  die  Integrale  einer 
Differentialgleichung  F^  (y,  x)  =  0,  in  welcher  F^  gleich  einem  Systeme  un- 
zerlegbarer normaler  Ausdrücke  und  die  Anzahl  der  Bestandtheile  dieses 
Systemes  c-fl  ist,  so  giebt  es  in  dem  Systeme  0.v  c+1  Bestandtheile,  die 
den  c  +  1  Bestaudtheilen  des  Systemes  F^  so  zugeordnet  werden  können, 
dass  ein  Bestandtheil  von  0v  einem  von  F^  entspricht  uiul  umgekehrt  und 
die  entsprechenden  ähnlich  sind. 

b.)  Durch  Anwendung  des  Verfahrens  von  No.  4  und  mit  Hülfe  von 
Satz  II,  b.)  der  vorliegenden  No.  ergiebt  sich: 

Enthält  die  Differentialgleichnng  0.v  [y,  x)  =  0  die  Integrale  einer  Di/fe- 
rentialgleichiing  der  Form  (1.)  Ä'"  Ordnung  Fi,{y,  x)  =  0  mit  rationalen 
Coefßcienten ,  und  wird  F^  durch  ein  System  unzerlegbarer  Differentialaus- 
driicke dargestellt ,  so  fnuss  jeder  Bestandtheil  dieses  Systemes  ein  normaler 
Diff'erentiahmsdruck  sein. 

Unter  Anwendung  von  Satz  No.  4,  II  kommt  der  Beweis  des  vor- 
liegenden Satzes  auf  den  Fall  zurück,  wo  F^  selbst  ein  unzerlegbarer  Diflfe- 
rentialausdruck  ist.  Wenn  nun  der  Ausdruck  Fj.  nicht  normal  wäre,  so 
ergäbe  sich  mittels  des  Verfahrens  von  No.  4,  I,  wo  statt  r/'„  hier  F^.  eintritt, 
und  Satz  II,  6.)  dieser  No.,  dass  die  Integrale  von  F^..  =  0  nicht  in  4>:,  =  0 
enthalten  sein  könnten. 

c.)  Der  Differential ausdruck  0,v(2/j^)?  tler  einem  Systeme  von  /+1 
normalen  unzerlegbaren  Differential  ausdrücken  gleich  ist,  sei  nun  durch 
das  System 

(11.)      faSy,x)-=y,    faSy^,x)=^y^    .  .  .    f,^_^iy,-i,x)  =  y,   f,^{y,;X) 

dargestellt,  wo  f^^  ein  unzerlegbarer  Differentialausdrack  ist.     Alsdann  muss 
Z",,^  ein  normaler  Differentialausdruck  sein  (diese  No.  III,  6.)). 

Es  muss  r  =  l+l  sein  und  es  können  die  Bestandtheile  des  einen 
Systemes   normaler  Ausdrücke  den  Bestandtheilen    des   anderen  Systemes 
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SO  zugeordnet  werden,  dass  einem  liestandtheile  des  ersteren  ein  Bestandtheil 
des  letzteren  ents])rielit  und  umgekelirt  und  dass  die  entsprechenden  ähnlich 
sind  (diese  No.  III,  a.)]. 

d.)  Sind  von  den  /+1  unzerlegbaren  normalen  Jkstandtheilen  eines 
Systemes,  welches  <Py{y,x)  darstellt,  je  zwei  nicht  ähnlich,  stt  hat  der  l)iti'e- 
reutialausdruck  ^y{y,x)  höchstens  (/+!)/(/— 1) ...  1  verschiedene  Dar- 
stellungen durch  Systeme  unzerlegbarer  und  zwar  normaler  Differentialausdrücke. 

Das  System  <Py(y,x)  sei  durch  (11.)  gegeben,  wo  r  =  l-\-\  ist. 
Wenn  nun  in  ^.y  =  0  die  Integrale  von  V«.  =  0  enthalten  sind ,  wo  xp„^  ein 
unzerlegbarer  Ausdruck  a,/er  Ordnung  ist,  so  muss  xp^^  normal  (III,  b.))  und 
einem  der  Ausdrücke  f  in  (11.)  ähnlich  sein  (III,  a.)).  Die  Integrale  einer 
Differentialgleichung  i/'^  =  0 ,  wo  xpß^  ein  dem  Ausdrucke  ip^^  ähnlicher, 
aber  nicht  identischer  normaler  Ausdruck  ist,  können  nicht  in  *v  =  0  ent- 
halten sein.  Denn  wegen  der  Unzerlegbarkeit  von  v„^  und  V'a  ^^^^  ^^^ 
Integrale  von  t/'a,  =  0  und  xpß  =  0  von  einander  linearunabhängig.  Werden 
dieselben  in  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  (a„+/?„)'er  Oj-d- 
nung  F„ +^^  =  0  vereinigt,  in  welcher  der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung 
gleich  1  gesetzt  ist,  so  wird  F„+^  gleich  einem  Systeme  von  zwei  nor- 
malen Ausdrücken,  die  t/'„  uiul  i^'ß  ähnlich  sind  (IL  o.^  und  Xo.  2,  III,  b.)).  Dann 
müsste  das  System  *_v  zwei  ähnliche  Bestandtheile  besitzen  (III,  a.)). 

Es  können  demnach  höchstens  l-\- 1  unzerlegbare  normale  Ausdrücke 
V'oj  bestehen,  so  dass  die  Integrale  von  ip^u  —  0  "'  '^^.v  =  0  enthalten  sind;  je 
zwei  dieser  Ausdrücke  sind  nicht  ähnlich,  jeder  dieser  Ausdrücke  ist  einem 
Bestandtheile  des  Systemes  «/^v  ähnlich.  Jeder  dieser  Ausdrücke  wird  nun 
nach  Satz  I  in  No.  4  au  die  Spitze  eines  Systemes  normaler  unzerlegbarer 
Ausdrücke,  welches  den  Differentialausdruck  *.v  darstellt,  gesetzt.  Von  den 
ül)rigen  Bestandtheilen  dieses  Systemes  shid  alsdann  je  zwei  nicht  ähidich. 
wie  sich  nach  dem  Satze  III,  c.)  ergiebt,  und  man  kann  auf  das  System 
dieser  Bestandtheile  das  vorige  Verfahren  anwenden  und  findet  so  schliesslich 
den  zu  beweisenden  Satz.  Sind  von  den  l  +  l  unzerlegbaren  normalen  Bestand- 
theilen des  Systemes  ^PyiyjX)  zwei  oder  mehrere  einander  ahnlich,  so  kann 
'/'.v  unzählig  viele  Darstellungen  durch  Systeme  unzerlegbarer  noinialer 
I>ifferentialausdrücke  haben,  wie  aus  No.  2,  III,  c.)  (Schlüssel  erhellt. 

IV.     Es  sollen  ferner  zwei  Systeme  normaler  Differentialausdrücke 
a2.i        f,\y,x)  =  y,      fa,iyi,x)  =  y,     .  .  .      /;,_,(,«/,-.,  x)  =  y,     f.,{y,,x) 
(13.)       (fojy,  x)  =  y[     y.,  {y[ ,  x)  =  y,     .  .  .     (/-,,_,  (yi-, ,  x)  -  y,     <p,,{y'„  x) 
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einander  ähnlich  heissen,  wenn  sie  gleich  viele  Bestandtheile  enthalfen  nnd  /", 
ähnlich  (p,^  {k  =  0  ...  l)  ist. 

a.)  Die  DiflFerentialgleiclumg  'P,„{y,x)  =  0  der  Form  (6.)  besitze 
rationale  Coefficienteu.  lu  der  Differeutialgleichuug  V\{y,x)  =0  sei  */^„ 
gleich  einem  Systeme  unzerlegbarer  normaler  Diflferentialansdriicke.  Die 
Integrale  der  beiden  Differentialgleichungen  seien  von  ehiander  linearun- 
abhängig und  werden  in  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung 
(«i-l-«jter  Ordnung  F,„,„(j,  x)  =  0  vereinigt,  in  welcher  der  Coefficient  der 
höchsten  Ableitung  gleich  Klins  gesetzt  ist.    Erhält  F„,^  „  (y,  x)  =  0  die  Form 

(14.)       <t>„Xy,x)  =  s,     ifi„{s,x)  =  0, 
wo  ip„  ein  Ausdruck  der  Form  von  <f>,„  w'^«''  Ordnung   ist ,   so  ist  i/'„  durch 
ein  System   normaler  Differentialavsdriicke   darstellbar ,    welches  dem  Systeme 
W,  ähnlich  ist.     Und  wird  F„,^„{y,x)  =  0  unter  der  Form 

(15.)  1'„  iy,  x)  =  s',  (p,„  («',  x)  =  0 
dargestellt,  wo  (p,„  ehi  Ausdruck  der  Form  von  *,„  »«*>;'"  Ordnung  ist,  so  ist 
ein  aus  normalen  Diff'erentialausdnicken  bestehendes  System  von  möglichst 
hoher  Ordnung,  welches  gleich  Nvll  gesetzt  eine  Di/ferentialgleichung  liefert, 
deren  Integrale  in  4»,„  =  0  enthalten  sind,  ähnlich  einein  entsprechenden  auf  (p,„  —  0 
sich  beziehenden  Systeme,  nnd  besteht  das  erstere  System  nicht,  so  auch  das 
letztere  nicht. 

Um  den  Satz  zu  erweisen,  der  sich  auf  Formel  (14.)  bezieht,  hat  man 
anf  die  Differentialgleichung  F„,^.„  =  0  unter  der  Form  (15.)  das  Verfahren  von 
No.  4,  I  anzuwenden,  wo  statt  des  dortigen  Ausdnickes  </'„  hier  4>,„  eintritt,  und 
die  Sätze  II,  «.)  in  der  vorliegenden  No.  und  No.  2,  111,  b.)  zu  berücksichtigen. 

Um  den  Satz,  der  sich  auf  Formel  (15.)  bezieht,  zu  beweisen,  werde 
zunächst  angenommen,  dass  *,„  =  0  nicht  die  Integrale  einer  Differential- 
gleichung, in  welcher  ein  System  normaler  Ausdrücke  gleich  Null  gesetzt 
ist,  enthalte.  Wenn  nun  (/>„.  —  0  die  Integrale  einer  solchen  Differential- 
gleichung X(s',x)  =  0  enthielte,  so  müsste  die  Differentialgleichung 
'P„iy,  x)  =  s,  X{s',  x)  —  0  nach  No.  2,  III,  a.)  mit  *„.(yj  •''*  =  0  so  viel  linear- 
unabhängige  Integrale  gemeinsam  haben,  als  die  Ordnung  von  A'  l)cträgt. 
Diese  Integrale  erfüllen  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  mit 
rationalen  Coefficienten  F=0  (No.  2.  II).  Wird  in  F  der  Coefficient  der 
höchsten  Ableitung  gleich  Eins  gesetzt,  so  muss,  da  die  Integrale  von  F=0 
in   ^,  =  s'.   Ä'  =  0  enthalten  sind ,   F  nach  UI .   b.)  dieser  No.  gleich  einem 


1 


Thome,  zur  Theorie  der  linearen  Diff'erentialgleirhungen.  135 

Systeme  normaler  Ditfereiitialaiisdrücke   sein,   entgegengesetzt  der  Vorans- 
setzung. 

Wenn  nun  qf>„, {y,  x)  =  U  die  Integrale  einer  Differentialgleichung  ent- 
hält, in  welcher  ein  System  normaler  Ausdriicke  gleich  Null  gesetzt  ist, 
so  sei  ein  System  dieser  Art  von  möglichst  hoher  Ordnung  gleich  Xnj,  x). 
Nun  sei  4>,„{y,x)  dargestellt  durch  X{y,  x)  =  y^,  ^(y^^x).  Alsdann  werden 
die  Integrale  von  X(y,  x)  =  0  und  ''F„  {tf,x)  =  0  in  einer  Differentialgleichung 
nach  Formel  (14.)  vereinigt  X{y,x)  —  y^^  'Qniyx-  a;)  =  0;  fenier  die  Integrale 
von  c(j/,,a;)  =  0  und  l„ (j^, ,  a*)  =  0  nach  dem  bereits  bewiesenen  Theile  des 
auf  Formel  (15.)  sich  beziehenden  Satzes  in  einer  Differentialgleichung 
u„iy,  ,x)  =  yj,  j;(yo,a;)  =  0.     Nun  hat  die  Differentialgleichung 

X{y,x)  =  y,,     'C„(jyi,x)  =  0 
nach    dem   auf  Formel  {l-i.)   sich   beziehenden  Satze   auch  die  Darstellung 
f„{y,  X)  =  s,  x{s',  X)  =  0,  wo  xiy,  x)  ähnlich  dem  Systeme  X(y,  x).    Daher 
wird  F,„+„[y,  xi  =  0  dargestellt  durch  ^„(y,  x)  —  s',  x{s',  x)  =  s",  r,{s",  x)  =  0. 

6.)  Wenn  die  beiden  Diff'erentialatisdriicke  ff^„(y,  x')  und  'FJy.x^  durch 
zwei  Systeme  unzerlegbarer  normaler  Ausdrucke  gegeben  sind,  und  nicht  ein 
Bestandtheil  des  einen  Systemes  einem  solchen  des  anderen  ähnlich  ist,  so  sind 
die  Integrale  von  'i>,Jy,  x)  —  0  und  f^„iy,  x)  =  0  ton  einander  linearunabhängig. 

Denn  sonst  mlissten  die  beiden  Differentialgleichungen  nach  No.  2.  II 
die  Integrale  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  F.,  =  0  mit 
rationalen  Coefficienten  enthalten,  und  wii-d  in  F^.  der  Coefficient  der  höchsten 
Ableitung  gleich  Eins  gesetzt,  so  müsste  F^  nach  III,  b.)  der  vorliegenden 
No.  durch  ein  System  normaler  Ausdriicke  gegeben  werden,  dessen  Be- 
standtheile  nach  III.  a.)  bezüglich  eben  so  vielen  in  dem  Systeme  0  .  und  in 
dem  Systeme  'P^  ähnlich  wären. 

c.)  Sind  (f^{y,x),  (f,yy,T).  ...  (f^^iy,  X)  Differentialausdrücke,  die 
durch  Systeme  unzerlegbarer  normaler  Ausdriicke  gegeben  sind ,  und  haben  je 
zirei  solche  Systeme  die  in  dem  torigen  Satze  torausgesetzte  Beschaffenheit, 
SU  sind  die  Integrale  der  Differentialgleichungen  y,  =0,  (f,=Q,  ...  (f^^  =  0 
alle  ton  einander  linearunabhängig. 

Denn   zunächst   sind   die  Integrale  von  y,  =  0  und  if,  =  0  von  ein- 
ander   linearunabhängig    nach    dem   vorigen   Satze.     Werden    dieselben    in 
einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  (a„+a,}t"  Ordnung  F^^^,,  =  ü 
vereinigt,  so  erhält  diese  nach  IV,  a.)  dieser  No.  die  Form 
H^Ky,x)  =  s,     V'.,(«,  a;)  =  0. 
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WO  der  DifFerentialausdruck  i/'a,  durch  ein  System  uuzerlegbarer  normaler 
Ausdrücke  dargestellt  wird,  welches  dem  Systeme  y„,  ähnlich  ist.  Daher 
sind  auch  die  Integrale  vonF„+„  =0  und  <Pa.  —  0  nach  dem  vorigen  Satze 
von  einander  linearunabhängig,  und  werden  in  derselben  Weise  in  einer 
homogenen  linearen  Differentialgleichung  (a„ +  01  +  03)'"  Ordnung  Fa,+a,+a_  =  0 
vereinigt,  aus  welcher  sich  nach  IV.  a.)  und  b.)  ergiebt,  dass  die  Integrale 
von  F„^^a,+a,  =  0  und  y«  =  0  linearunabhängig  sind.  In  dieser  Weise  weiter 
schliessend  erhält  man  den  zu  beweisenden  Satz. 

Dieser  Satz  enthält  den  in  No.  3.  III  auf  andere  Weise  bewiesenen 
als  speziellen  Fall. 

V.     Die  beiden  Differentialgleichungen 

d"'v         d"'^^p,u       rf"'~'»„v 

(17.)       ^1  -TS^+-^— ■■+(-!)"«  =f..(»,  X)  =  0 
stehen  in  der  reciproken  Beziehung  zu  einander,  dass  die  eine  zu  Integralen 
die   integrirenden  Factoren   der   anderen  hat,    und   mögen   daher  reciproke 
Differcntiahjleichinigeii  heissen.  die  Differentialausdi'ücke  F„,  und  F„,  reciproke 
DifferenÜalausdrücke. 

a.)  Nach  Abh.  Bd.  76.  No.  1  nehmen  die  Integrale  der  beiden  Diffe- 
rentialgleichungen die  Form  an: 

(IB.")       tjx  —  "|.  tji  —  uj u^^  ii^dx,  .  .  .  ij„,  —  it  1/ dx fi^'  U2 . . ./ fi~Lt  f( ,u  dx. 

(19.1     tj^  =  u-\     yi  =  ,"Z^/."„J'7.-idx,   ...   y,„  =  u~ydx!n„„u~Li.../iihuT^dx. 

Wird  die  Differentialgleichung  der  Form  (16.)  (»«  — a)'«''  Ordnung,  der  die 
Integrale  y,  bis  y,„_o  genügen,   durch  F,„_^  =  0  bezeichnet,   so  ist  für  jede 

Function//;  ,"™iaF,„_<,(f/,  a;")  =  -^^  ,</~l,F,„_,_,(y,  x)  (a  =  0.  .. .  m-1).    Mittels 

successiver  Beduction  durch  die  integrirenden  Factoren  ,«"',  (j~i,  bis  .«"it+i, 
oder  mittels  «»»  —  A) maliger  Heduction  durch  die  Substitutionen 

y  =: //,/(/,"' sf/,r,     ä  =  tij  11,^11  dx,     etc. 

ergiebt  sich  (Abh.   Bd.  76.  No.  1  und  2:  Bd.  78,  No.  2),   dass  Differential- 
gleichung F„Xy,x)  —  0  ersetzt  Avird  durc^h  das  System 
(20.1       F,„_,  (y,  x I  =  s,     f, {s,  x)  =  0, 
wo  ft  =  0  eine  Differentialgleichung  der  Form  (16.)  k^"^  Ordnung  ist,  die  zu 
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Integralen 

hat.  Und  umgekehrt:  Sind  letztere  Ausdrücke  die  Integrale  von  /l,  =  0  und 
die  Ausdrücke  für  y,  bis  y,„_t  in  (18.)  die  Integrale  von  F,„_t  =  0.  so  wird 
das  System  (20.)  durch  die  Differentialgleichung  [16.).  die  zu  Integralen 
die  Ausdrücke  (18.)  hat,  ersetzt. 

Ist  F„,_i,{y,x)  der  reciproke  Differentialausdruck  zu  F,^_^[y,x)  und 
ft(s,x)  der  reciproke  zu  /"*(«,  ar),  so  folgt  aus  der  Form  der  Integrale  (18.) 
und  (19.) ,  dass,  wenn  die  Differentialgleichung  F„,  (y,  x)  =  0  durch  das  System 
(20.)  ersetzt  wird,  die  reciproke  F„{y,x)  =  0  durch  das  System 

(21.)       f,{y_,x)  =  s\     F„_,(s»  =  0 
dargestellt  wird. 

Die  Coefßdenten  p  seien  nun  rational.  Der  charakteristische  Index 
in  Differentialgleichung  (16.)  stimmt  bei  jedem  Punkte  im  Endlichen  mit  dem 
in  Differentialgleichung  {11.)  überein  (Abh.  Bd.  75.  No.  4). 

Ebenso  für  x  =  t~\  t  —  0.     Denn  wird 

y_F,„{y,x)  =  ^y(p^_^{y,x) 

gesetzt  und 

F^it/,  r')  =  {-tYF„xy,  /),    (f„-iiy,  i-')  =  (-/')'"->.-, (y,  t), 
so  erhält  man 

yJ^-'^K^y,!)   =  -^{j,/^o-)y;„_.(y,0|- 
Daher  ist  y/'^"""  Integral   der   zur  Differentialgleichung  F„{y,t)  =  0   reci- 
proken.  die  durch  [Fl,]  {y,  t)  =  0  bezeichnet  werde.     Wird  nun 

F\n(yjt-')  =  (-/TKiy,/) 

gesetzt,  so  erhält  man  die  Gleichung 

F.Äy,t)  =  r''"'-'\F:]{yJ^-'\t). 

Hieraus  folgt ,  dass  für  /  =  0  der  charakteristische  Index  in  F,„  yy,  /)  =  0 
derselbe  ist,  wie  in  F',„  {y,  t)  =  0. 

Der  reciproke  Diß'erentialausdruck  zu  einem  regulären  ist  demnach 
selbst  regulär. 

Nun  sei  F„,'y,  x)  ein  normaler  Differenlialausdruck  mit  dorn  deter- 
minirenden  Factor  £2  und  dem  regulären  Ausdrucke  F„.^y,x].    Der  roi-i])rokc 
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Ausdruck  zu    F„,  [y,  x)   sei    durch   F„,  {y,  x)  bezeichnet.      Die   m   regulären 

Integrale  von  Fmiy,  x)  =  0  kann  man  bei  einem  Punkte  x  =  a  im  Endlichen 
auf  die  Form  bringen 

(22.)     «/,  =  v„   y-,  =  v.JvT'v.dx,   ...    y„  =  v,JdxvT'vj...Jv-l^v„,dx, 

wo   Vj   die   Form   {x  —  ay2,Cg^{x  —  af    hat.     Dann  wird    in    den  Integralen 

(18.)  von  F,„(y,  x)  =  0  ,»„  =  D.v^  (a  =  1. ..;»).  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die 
Integrale  (19.)  die  Differentialgleichung  i2~'F„.(i2j/,  x)  =  0  erfüllen. 

Der  reciproke  Ausdruck  zu  einem  normalen  F„,(y,x)  ist  demnach  selbst 
ein  normaler,  in  welchem  der  determinirende  Factor  den  reciproken  Werth 
des  determinirenden  Factors  von  F,„  hat,  der  reguläre  Ausdruck  der  reciproke 
des  regulären  Ausdruckes  in  F,„  ist. 

Sind  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von  F,„  {y,  a;)  =  0  bei 
x  =  a  gleich  r, ,  r, ,  ...  r„,  so  sind  die  der  Exponentengleichung  von 
F^{y}X)  =  ^  gleich  — Ti-fm  — 1,  — n  +  »«-l,  ...  — r,„  +  ff«— 1  (Abh.  Bd.  76 
p.  284,  ebenso  aus  den  Formeln  (18.)  und  (19.)).     Und  wird 

FJy, r')  =  i-tTK(y,  t),    Fjy, r')  =  {-eyKiy,  t) 

gesetzt  lind  berücksichtigt,  dass  <-<"'~'^F^„(/~-'"'~'^!/,  0  <lei"  reciproke  Aus- 
druck von  F'„Xy,t)  ist,  so  ergiebt  sich,  dass,  wenn  die  Wurzeln  der  Ex- 
ponentengleichung von  F,'„  {y,  t)  =  0  bei  /  =  0  gleich  r,  bis  r,„  sind ,  die- 
jenigen der  Exponentengleichung  von  F„,(y,  <)  =  0  gleich  —/•,  —  (»«— 1), 
—  To  — (?«  — 1),  ...  — r„,  — (w— 1)  sind. 

Die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  einer  Differentialgleichung  mit 
nur  regulären  Integralen  bei  irgend  einem  Punkte  im  Endlichen  oder  Unend- 
lichen unterscheiden  sich  demnach  von  den  mit  dem  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen genommenen  Wurzeln  der  Exponentengleichung  der  reciproken  Diffe- 
rentialgleichung bei  demselben  Funkte  nur  um  ganze  Zahlen. 
Aus  (21.)  und  dem  darauf  Folgenden  ergiebt  sich: 
Wird  der  Differentialausdruck  <i>y  {y,  x)  durch  das  System  normaler 
Ausdrücke 

(23.)      fcSy,x)  =  yv,    /"o.f!/.,^)  =  «/.',    •••    f.,i.yi,x) 
dargestellt,  und  ist  der  zu  f„^[y,x)  reciproke  Ausdruck  f,^{y,  x) ^  so  wird  der 
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zu  'p!f{y,x)  reciproke  4>^[y,xj  durch  das  System  normaler  Ausdrucke 

(24.J       la,(y,x)  =  y„     n,_,{y\,x)  =  y\.     ...     n,{y\,x) 
dargestellt,  welches  das  zu  dem  ersteren  reciproke  System  heissen  soll. 

Ist  F„Xy,  x)  unzerlegbar,  so  ist  auch  der  reciproke  Ausdruck  un- 
zerlegbar.    Hieraus  und  dem  vorhin  Bemerkten  folgt: 

Die  zu  zwei  ähnlichen  normalen  DifferentialausdrUcken  reciproken  Aus- 
drucke sind  selbst  ähnliche  normale  Di/ferentialausdrücke. 

Die  zu  zwei  ähnlichen  Systemen  normaler  Diff'erentialausdritcke  reci- 
proken Systeme  sind  selbst  ähnliche  Systeme  normaler  Differentialausdritcke. 

b.)  Wenn  die  Integrale  mehrerer  homogenen  linearen  Ditferential- 
gleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  von  einander  linearunabhängig  sind 
und  in  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung,  deren  Ordnung  gleich 
der  Summe  der  Ordnungen  jener  ist,  vereinigt  sind,  deren  Coefficienten  ra- 
tional sein  müssen,  so  werde  von  letzterer  Differentialgleichung  gesagt,  sie 
zerfalle  in  jene  homogenen  linearen  Differentialgleichungen. 

Enthält  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  (m  +  nY"  Ordnung 
mit  rationalen  Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung 
gleich  1  F,„^„{y,  x)  =  0  die  Integrale  einer  Differentialgleichung  W„  =  0  der 
Form  (16.)  «*«■"  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten,  so  hat  F,„^„  =  0  die 
Darstellung  'F,{y,  x)  =  s,  (fjs,  a^)  =  0  (Gl.  (20.).  Vgl.  No.  2,  II).  wo  7^,,.  -  0 
eine  Differentialgleichung  der  Form  (16.)  m*«''"  Ordnung  mit  rationalen  Coef- 
ficienten ist.  Alsdann  hat  nach  (21.)  die  zu  F,„+„  =  0  reciproke  Differential- 
gleichung F,„^^„(^,  a;)  =  0  die  Darstellung  ^„(y,  a;)  =  s',  !F„  («',  x")  =  0,  wo  (p^ 
der  reciproke  Differentialausdruck  zu  (f,„,  V„  der  reciproke  zu  ^„  ist.  Aus 
dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  nun: 

Wenn  eine  Differentialgleichung  der  Form  (16.)  {in-\-n)'"'  Ordnung  mit 
rationalen  Coefficienten  F„,,„(y,  x)  =  0  die  Integrale  einer  Di/frrenlialgleichung 
der  Form  (16.)  m''"^  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  4>„Xy,x)  =  0  enthält, 
und  in  diese  Differentialgleichung  und  eine  der  Form  (16.)  n'^''  Ordnung  mit 
rationalen  Coefficienten  ^„{y,  x)  =  0  zerfallen  soll,  so  ist  dazu  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  die  zu  F,„^„  =  0  reciproke  Diff'erentialf/leichung  F„  ^ ,  {y,  x)  =  0 
die  Integrale  einer  Differentialgleichung  der  Form  ilO.i  /m'"  Ordnung  mit  ra- 
tionalen Coefficienten  (p,„{y,x)  =  0  enthalt,  die  so  beschaffen  ist,  dass,  trenn 
^m+n  =  0  durch  (p„,{y,  x)  =  s',  V^„{s',x)^0  dargestellt  wird,  wo  7', -^  0  eine 
Differentialgleichung    der  Form  (IQ.)  n"^''  Ordnung  mit  raliunalrn   Coefficirntrn 
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ist,  die  zu  ^,  =  0  reciproke  Diff'erentialgleichung  'F^  (y,  x)  =  0  nur  solche  In- 
tegrale enthält,  welche  von  denen  in  <P,„  (y,  x)  =  0  linearunabhängig  sind. 

Wendet  mau  hier  den  Satz  IV,  o.)  und  den  am  Schlüsse  von  V,  a.) 
an,  so  ergiebt  sich: 

Ist  der  Differenlialausdruck  4>„Xy,x)  des  vorigen  Satzes  durch  ein 
System  unzerlegbarer  normaler  Diff'erentialausdrücke  gegeben,  so  muss  der 
Differentialansdruck  (p,„  (y,  x)  durch  ein  dem  reciproken  System  von  <f>m  ähn- 
liches System  dargestellt  werden. 

Um  die  beiden  Differentialgleichungen  *„,  =  ü  und  f^„  =  0  darauf 
zu  prüfen,  ob  ihre  Integrale  linearunabhängig  sind,  hat  man  ausser  dem  all- 
gemeinen Verfahren  in  No.  2,  II  den  Satz  No.  7,  IV,  b.).  Dazu  ist  noch 
hinzuzufügen,  dass  wenn  bei  einem  Punkte  der  charakteristische  Iudex  in 
der  einen  gleich  Null,  in  der  anderen  gleich  der  Ordnung  ist,  die  Integrale 
der  beiden  Differentialgleichungen  von  einander  linearunabhängig  sein  müssen, 
da  die  erstere  bei  diesem  Punkte  nur  reguläre  Integrale,  die  andere  kein 
reguläres  Integral  enthält. 

VI,  a.)  Wenn  ein  normaler  Differentialausdruck  zerlegbar  ist,  so  wird 
er  nach  No.  3,  II  nur  durch  ein  System  normaler  Differentialausdrücke  dar- 
gestellt, die  alle  denselben  deternnnirenden  Factor,  wie  der  ursprüngliche 
Ausdruck,  enthalten.  Der  reguläre  Ausdruck  in  dem  ursprünglichen  nor- 
malen wird  alsdann  durch  das  System  der  in  den  normalen  Bestandtheilen 
enthaltenen  regulären  Ausdrücke  dargestellt.  Als  nothwendige  Bedingung 
für  die  Zerlegbarkeit  eines  regulären  Ausdruckes  erhält  man  nach  No.  5 
folgende : 

Damit  die  Differentialgleichung  F„,  (y,  x)  =  0,  wo  F,„  ein  regulärer  Aus- 
druck m'"  Ordnung  ist,  und  F„.  =  0  '^(^^^l)  singulare  Punkte  im  Endlichen 
«1  bis  a^  hat  [bei  x  --  0  ist  F„,  («/,  x)  immer  zerlegbar) ,  die  Integrale  einer 
Diff'erentialgleichung  F„,_^{y,  x)  =  0  enthalte,  wo  F„,_i  ein  regulärer  Ausdruck 
(m  —  k)""  Ordnung,  ist  nach  No.  5,  I  Gl.  (9.),  (13.),  (19.)  nothwendig,  dass 
wenigstens  eine  der  Grössen  x 

c\-  :                           IX    (m—k)(m  —  li—\)       "T'nfm-ii      nfm-if» 
(2o.)        r   =  (z— 1)-> ^\ '^-^R["'  ^>-R^^  *^ 

der  Null  oder  einer  positiven  ganzen  Zahl  gleich  sei,  wo  R["'~''^  {a.  =  l...x) 
die  Summe  von  m  —  k  Wurzeln  der  Exponentengleichung  {determinirenden  Fun- 
damentalgleichung; s.  No.  6,  I)  von  F„.  =  U  bei  a^  ist,  und  wo  /i£"'"*^  die  Summe 
ton  m  —  k  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von  F,„  —  0  bei  x  —  t~\  t  =  0  ist. 
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Wird  die  Summe  der  k  übrigen  Wurzeln  der  Exponentengleichung 
von  F„,  =  0  bei  a„  durch  Äi*\  bei  x  =  t~\  <=Ü  durch  R!^^  bezeichnet,  so 
erhält  man  aus  1,25. ),  da  die  Summe  der  Wurzeln  aller  Exponentengleichungen 
von  F„  =  0  bei  den  x  (;;^0)  singuliiren  Punkten  im  tlndlichen  und  bei  dem 

Punkte  X  =  t~\  t  =  0  gleich  [y.—V)  *"^'"~  ^  (siehe  die  Abh.  des  Herrn  Fuchs 

Bd.  66  dieses  Journal  p.  145)  ist: 


oder 


(26.)       -T  -   '^\m{m-l)-{m-k){m-k-l)\-'£R'~P-R<i^ 


(27.)       -T  =  {y.-l)k{:m-k)  +  {y.-l)—%^ — ^Ri'^-Ri'K 

i  a=i 


Die  Bedingung,  dass  der  Ausdruck  (25.")  gleich  Null  oder  einer  positiven 
ganzen  Zahl  sei,  ist  daher  gleichbedeutend  damit,  dass  (27.)  gleich  Null 
oder  einer  negativen  ganzen  Zahl  ist. 

Damit  also  der  reguläre  Differenüalausdruck  m'"  Ordnung  F,„(y,  x]  zer- 
legbar sei,  ist  nothtcendig,  dass  unter  den    Werthen  der  Grossen 

(28.)        (y  -1)   ('"-'^Xrn-k-i)  ^^j^,-^_ji^-^ 

sich  auch  eine  solche  ganze  Zahl  befindet,  die  algebraisch  >  0  oder 
:^  —  {y  —  l)k{m—k)  ist,  ICO  R'^"~''^  die  Summe  ton  {m  —  k)  Wurzeln  der  Ex- 
ponentengleichvng  ton  F„  =  0  bei  dem  im  Endlichen  liegenden  singulüren  Punkte 
flj  (a  =  1 . . .  ;f)  und  wo  /i^'"~*^  die  Summe  von  {tn  —  k)  Wurzeln  der  Exponenten- 
gleichung von  F„  =  0  bei  x  =  t~^.  t  =  0  ist  und  k  die  Bedingung  0<Ck<Zm 
erfüllt. 

Die    vorhergenannte    Bedingung    ist    gleichbedeutend    damit,    dass 
^^(m-*)_j_lj(,,.-i)   gjjjgjj    solchen    ganzzahligen   Werth    annehmen    soll,    der 

a-l  ^ 

algebraisch 

...  (m—k)(m  —  k—i)         ,        ---.,        ...   (in— k)(m  —  k— \)    ,  ,        ^^,  , 

^(z  — !)-> ^-^2 oder   ^{y-  —  i-)~ '2 ^+(z-lu-(w-A-i 

ist.     Damit  in   dieser  Bedingung   ^  ßi'"'**  +  ß^"'~*^  überhaupt  irgend  welche 

ganzzahligen  Werthe  annehmen  darf,  ist  bei  x^l  noth wendig  und  hin- 
reichend, dass  {x  —  l)k(m  —  k)  =  l.  Hierzu  muss  z  =  2,  /r— 1,  rn  =  2  sein. 
Die  der  Bedingung  z  =  2,  m  =  2  entsprechende  Differentialgleichung  isr  in 
den  Coefficienten    durch    die    Wurzeln   der  Exponentengleidiungen    bei    den 
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singulären  Punkten  im  Endlichen  und  bei  x  =  r\  t  —  0  bestimmt  und  wird 
durch  Substitution  auf  diejenige  der  hypergeometrischen  Reihe  zurückgeführt. 
Von  jener  Differentialgleichung  hat  Herr  Frobenim  (Bd.  76  dieses  Journals 
p.  256)  gezeigt,  dass,  damit  dieselbe  das  Integral  einer  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  Iter  Ordnung  mit  rationalem  Coefficienten  enthält,  die  Be- 

dingung  .2"/?!''  +  ^^''  gleich  einer  ganzen  Zahl  nothwendig  und  zugleich 
hinreichend  ist. 

Wenn  man  nun  bei  einem  regulären  Differentialausdrucke  zu  unter- 
suchen hat,  o1)  derselbe  zerlegbar  ist,  so  ist  zunächst  zuzusehen,  ob  die 
Bedingung  (28.)  für  eine  Zahl  k  erfüllt  ist.  Ist  dieses  der  Fall,  so  ist 
weiter  das  Verfahren  von  No.  5  auf  den  Difterentialausdruck  anzuwenden. 

b.)  Es  seien  in  dem  Systeme  normaler  Differentialausdrücke 
(29.)  fa.,{y>^)  =  yi  ta,{yi,x)  =  yi  ...  f,,_,(y,ii,x)  =  y,  f,^(y,,x) 
die  einzelnen  Bestandtheile  unzerlegbar  und  je  zwei  nicht  ähnlich.  Der 
determinirende  Factor  in  f^^  sei  S2^ .  der  reguläre  Ausdruck  f^^  {y^ ,  x)  (b  =  0 ...  /), 
Nun  sollen  die  Differentialgleichmigen  f^^{y,  x)  =  0  bis  fc,{yi,x)  =  0  so  be- 
schaffen sein,  dass  jede  f^^  =  0  einen  solchen  im  Endlichen  oder  Unendlichen 
liegenden  Punkt  Ai,  enthält,  bei  welchem  keine  Wurzel  ihrer  Exponentengleichung 
sich  von  einer  der  Wurzeln  der  Exponentengleichungen  der  übrigen  Diffe- 
rentialgleichungen bei  diesem  Punkte  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet. 

Aus  (29.)  ergiebt  sich,  wenn  der  Differentialausdruck,  der  durch  das 
System  (29.)  dargestellt  wird,  mit  fpx(y,x)  bezeichnet  und  y=£i^y'  ge- 
setzt wird: 

(30.)  i2r?,XA/,a:)  =  y;i2ry,AA2^i,^)=2/;"-AT?./Ay;,^)-Ar'*v(Ay',x). 
Der  Ausdruck  £2^' f^^{£2i,y„ ,  x)  (6  =  0.../)  ist  selbst  normal,  der  reguläre 
Ausdruck  in  demselben  f^^  {y^,  x).  Die  Wurzeln  der  Exponentengleichung 
von  S2^^<PyiS2^y',  x) —  0  bei  einem  Punkte  unterscheiden  sich  von  den 
sämmtlichen  Wurzeln  der  P^xponentengleichungen  von  £2^' f^{S2^y',  x)  =  0 
bis  £ir^f^^{S2^.y',  x)  —  0  nur  um  ganze  Zahlen  (I  d.  No.),  und  die  Wurzeln 
der  Exponentengleichung  von  S2^^  f^^{S2^y' ,  x)  =  0  (b  =  0.../),  wenn  bei 
diesem  Punkte  der  charakteristische  Index  gleich  Null  ist  (Vgl.  No.  6.  II), 
sind  gleich  den  Wurzeln  der  Exponentengleicbung  von  f^^  {y^,  x)  —  0. 

Demnach  unterscheiden  sich  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von 
fa^{yk,x)  =  0  bei  dem  Punkte  Ai,  von  eben  so  vielen  der  Exponentengleichung 
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cOH  fliT^'PyiSI^y',  x)  =  0  nur  um  game  Zahlen  und  con  den  übrigen  dieser 
Gleichung  nicht  um  ganze  Zahlen. 

Dieses  werde  nun  augewandt,  wenn  die  verschiedenen  Darstellungen 
des  durch  (29.)  gegebenen  Differentialansdruckes  0.v  durch  Systeme 
unzerlegbarer  DifierentialausdrUcke  aufgesucht  werden  sollen,  die  nach 
III,  c.)  Systeme  normaler  Ausdrücke  sein  müssen  und  deren  es  höchstens 
(/+l)/(/-l)...l  giebt. 

Man  hat  hierzu  zunächst  (s.  III.  d.))  die  unzerlegbaren  normalen 
I>ifferentialausdrücke  aufzusuchen,  die  gleich  Null  gesetzt  Difterentialglei- 
chungeii  liefern .  deren  Integrale  in  (py  —  0  enthalten  sind  und  welche  Be- 
standtheilen  des  Systemes  (29.)  ähnlich  sein  müssen.  Um  nun  zu  unter- 
suchen, ob  S2-^€p^.i^S2jj',  x)  =  0  die  Integrale  einer  Differentialgleichung 
F<i  (y',^)  =  ^  enthält,  wo  F,,  ein  regulärer,  dem  f,^  ähnlicher  Differential- 
ausdruck sein  soll,  kann  man  die  formellen  Entwickelungen  der  Integrale 
von  F^^  =  0,  die  nach  Xo.  5  erforderlich  sind,  bei  dem  Punkte  A^  aus 
S2;;;'<Py{£2^y',  x)  =  0  entnehmen  und  wird  auf  keine  unbestimmten  Constanten 
innerhalb  der  Entwickelungen  stossen :  Xo.  5  (31.).  Enthält  -Q^'*  v  (A »/',  x)  =  0 
die  Integrale  einer  Differentialgleichung  F^^  —  0,  wo  F^^  ein  regulärer  Ausdruck 
a^'^e''  Ordnung  ist  und  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von  F^^  =  0 
bei  A^  sich  von  denen  in  der  Exponentengleichung  von  f^^  =  0  nur  um 
ganze  Zahlen  unterscheiden,  so  muss  F^^  unzerlegbar  sein,  weil  sonst  nach 
III.  a.)  unter  den  Bestandtheilen  von  *.v  in  dem  Systeme  (29.)  einer  sein 
müsste,  der  von  f,.  verechieden  wäre  und  dessen  regulärer  Ausdmck  gleich 
Null  gesetzt  bei  A,.  eine  Elxponentengleichung  liefern  würde,  deren  Wurzeln 
sich  von  den  Wurzeln  der  P.xponentengleichuug  von  fa^.'^y,  x)  =  0  nur  um 
ganze  Zahlen  unterschieden,  entgegengesetzt  der  Voraussetzung.  Wird  nun 
<P^.(y,x)  =  0  durch  n^F,,{nr' y,  x)  =  s,  ^x^a^{s,x)  =  0  dargestellt,  so  wird 
nach  III,  c.)  der  Ausdruck  «/».v  aj  durch  ein  System  normaler  Ausdrücke 
dargestellt,  die  den  Bestandtheilen  des  Systemes  (29.)  von  0.v,  nachdem  /",. 
herausgenommen  ist,  so  zugeordnet  werden  können,  dass  ein  Bcstandthcil 
des  einen  Systemes  einem  des  anderen  entspricht  und  umgekehrt  und  tue 
entsprechenden  ähnlich  sind.  Bei  den  Bestandtheilen  des  Systemes  *.v  ^t 
bleibt  daher  die  bei  (29.)  in  Bezug  auf  die  Punkte  A^  angegebene  Eigen- 
schaft   unverändert,    und    es    können    auf  den   Ausdruck    «/».v-.,   mittels   der 
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Bestandtheile  f^^  in  (29.)  dieselben  Betrachtungen  wie  vorhin  angewandt 
werden. 

Es  ergiebt  sich  demnach: 

Wenn  die  verschiedenen  Darstellungsformen  des  durch  das  System  (29.) 
gegebenen  Differentialausdruckes  4>/f(y,  x)  durch  Systeme  unzerlegbarer  Diffe- 
rentialausdrücke, welche  nach  III,  c.)  dieser  No.  normal  sein  müssen,  auf- 
gesucht werden  sollen,  so  giebt  es  nach  III,  d.)  deren  höchstens  (/+!)/(/— l)...l, 
und  sobald  die  hei  (29.)  angegebene  Bedingung  erfüllt  ist,  können  alle  for- 
mellen Entwickelungen  von  Integralen,  die  bei  dieser  Untersuchung  nach  No.  5 
zu  bilden  sind,  bei  den  Punkten  A^  {b  =  0  ...  l)  vorgenommen  werden,  und  die 
Coefßcienten  innerhalb  der  Entwickelungen  werden  (No.  5  (31.))  eindeutig  bestimmt. 


1.  Ein  allgemeineres  Beispiel  einer  Differentialgleichung  F,„  {y,  x)  =  0, 
in  welcher  F„  ein  System  mehrerer  normalen  Differentialausdrücke  ist,  die 
Differentialgleichung  F,„  =  0  aber  nicht  in  mehrere  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen mit  rationalen  Coefßcienten  zerfällt  (No.  7,  V,  6.)),  kann  man 
durch  folgendes   Verfahren  geben. 

Wenn  eine  Differentialgleichung 

(!•'       ^'rp.^-r-+p,.y  =  FAy,  x)  ^  0 

mit  rationalen  Coefficienten  bei  allen  singuläreu  Punkten  im  Endlichen  a, 
bis  a^  {x  ^  1)  und  bei  x  =  /  ',  <  =  0  einen  und  denselben  charakteristischen 
Index  Ar>0  hat  und  wenn  (1.)  die  Integrale  von  F„  ^  =  0  enthalten  soll, 
wo  F,„_,,  ein  regulärer  Ausdruck  (m  — A)ter  Ordnung  ist,  so  ist  nach  Abh.  Bd.  81, 
No.  3  (Vgl.  No.  5,  I)  dazu  nothwendig,  dass 

(o\       ''vYP''+«  c-n     «^^  ^P/:+i(<'')  ,-!>      _^ 

Null  oder  eine  positive  ganze  Zahl  sei. 

Wenn  nun  F,„  (y,  x)  =  0  zerfallen  soll  in  F,„_,,  {y,  x)  =  0  und  eine 
Differentialgleichung  F,,  (y,x)  =  0,  wo  F,,  von  der  Form  des  Ausdruckes  in 
(1.)  A'^''  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten,  so  ist  nach  No.  7,  V,  b.)  noth- 
wendig, dass  die  reciproke  Differentialgleichung  zu  F„  =  0,  F„  {y,  x)  =  0  die 
Integrale  einer  Differentialgleichung  f,„-i,(y,  x)  =  0  enthalte,  wo  /"„_,, (^,  x) 
ein  regulärer  Ausdruck  (m  — A)'"'^  Ordnung  ist.  Da  die  Differentialgleichungen 
F,„  =  0  und  F„  =  0  im  ländlichen  dieselben  singulären  Punkte  haben,   und 


I 


1 
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da  der  charakteristische  Index  in  F„.  =  0  mit  dem  in  F„.  =  0  bei  jedem 
Punkte  im  Endlichen  oder  Unendlichen  übereinstimmt  (No.  7.  V,  o.)),  so  hat 
die  Differentialgleichung  F,„  =  0  im  Endlichen  ebenfalls  mir  die  Punkte  a, 
bis  a,  zu  sing-ulären  und  bei  diesen  und  dem  Punkte  x  =  t-',  t  =  0  den 
charakteristischen  Index  A>0.  Wenn  also  diese  Differentialgleichung  die 
Integrale  einer  Differentialgleichung /;_,,(«/,  a;^  =  0  enthalten  soll,  ^vo  f„,, 
ein  regulärer  Ausdmck  [^m-hy^r  Ordnung,  so  muss  die  der  Bedingung  (2.) 
entsprechende  Bedingung  erftiUt  sein.  Die  Diflfereutialgleichung 
d-"y       d-'-'p^y       d-'-^-p^y 


sei  gleich 


d"'ii  d"'~^u 


gesetzt  (den  Ausdruck  für  R,  s.  Abh.  Bd.  76,  No.  6,  Gl.  (5.^).     Es  muss  nun 

(5.)  :i:(^(-».))„.-(&|ö<-ol„ 

Null  oder  eine  positive  ganze  Zahl  sem. 

Es  werde  Pn{x)  =  ^^-  gesetzt,  wo  P{x]  und  Q{x)  keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler  haben.     Dann  ist  (vgl.  Abh.  Bd.  78,  No.  1,  Gl.  (15.)) 

I  a=l  ^    "/.  ■'x^a 

V    p,(t-^)     ^     L„      ^'«       '')^--      "dr'    ^Lo' 

Daher  wird  die  Grösse  (5.'  gleich 

^  dl  /,=„ 

^^^  C      ~Ji 0,_„  ^"1'  o<^ßr  6i"e  negative  ganze  Zahl  ist,  so  miisste, 

damit  die  Grösse  (5.)  Null  oder  eine  positive  ganze  Zahl  sei.  i  0  und 
P  gleich  emer  Constanten  sein.  P  kann  aber,  weil  in  Dilforentialgleicliung 
(1.)  fiir  x  =  l-\  t  =  {)  der  charakteristische  Index  A  seui  soll,  keine  kon- 
stante sein,  wie  aus  den  Formeln  Abh.  Bd.  78,  No.  2.  Gl.  1^17.)  hervorgeht 
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Demuacli  kann  die  Differentialgleichung  F,„  =  0  nielit  in  die  beiden 
F,„_,.  =  0  und  F„  =  0  zerfallen. 

Man  bilde  nun  (1.)  aus  dem  Systeme 

(8.)  F„._„(//,x)  =  s,  A(s,x)  =  0, 
wo  F^_,,  ein  unzerlegbarer  regulärer  Ausdruck  (;H-Ä)t«r  Ordnung  ist,  F,„_,,  ==  0 
zu  siugulären  Punkten  im  Endlichen  die  Punkte  a,  bis  a^  hat  (wie  ein 
solcher  Ausdruck  zu  bilden  ist,  wird  weiter  unten  gezeigt),  /"„  ein  unzerleg- 
barer normaler  Ausdruck  ist,  /"„  =  0  im  Endlichen  dieselben  siugulären  Punkte 
wie  F„,_,,  =  0  hat  und  der  determinü-ende  Factor  in  f,,  in  diesen  Punkten 
und  für  x  =  t  \  t  =  0  unendlich  wird.  Soll  alsdann  F„(«/,  x)  =  0  in  mehrere 
homogenen  linearen  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  zer- 
fallen, so  muss  F„.  =  0  ausser  den  Integralen  von  F,„_,,  :=  0  noch  die  von 
diesen  linearunabhängigen  Integrale  wenigstens  einer  Differentialgleichung 
der  Form  (1.)  'f'Ay,^)  =  0  enthalten,  wo  0,  unzerlegbar  ist.  Dann  müsste 
<P,  nach  No.  7,  III,  b.)  und  a.)  ein  normaler  Ausdruck  sein,  der  einem  der 
beiden  F,„_,,  oder  f,  ähnlich  wäre.  Nun  kann  F„,  =  0,  da  F,„_,,  nicht  ähnlich 
f,  ist,  nicht  die  Integrale  von  zwei  Differentialgleichungen  F„._,,  =  0  und 
*,  =  0  enthalten,  wo  'P,  ein  dem  Ausdrucke  F„_,,  ähnlicher  wäre  (No.  7,  III,  d.)). 
Wenn  aber  <P^  dem  Ausdrucke  f,  ähnlich  wäre,  so  würde  <P,  von 
Ater  Ordnung  sein,  und  die  aus  dem  Systeme  (8.)  hervorgehende  Differen- 
tialgleichung F„.  =  0  zerfiele  demnach  in  F,„_„  =  0  und  die  Differentialglei- 
chung *,  =  0  von  Ater  Ordnung,  und  dieses  ist,  da  die  aus  (8.)  hervor- 
gehende Differentialgleichung  zu  siugulären  Punkten  die  Punkte  ö,  bis  a, 
hat  und  bei  diesen  und  x  =  r',  t=^0  den  charakteristischen  Index  A>0 
(No.  6.  II),  nach  dem  von  Differentialgleichung  (1.)  Bewiesenen  nicht  möglich. 

Die  am  dem  Systeme  (8.)  hervorgehende  Diferentialgleichmg  (1.)  zer- 
fällt also  nicht  in  mehrere  homogenen  linearen  Diferentialgleichmgen  mit  ra- 
tionalen Coefficienten. 

Es  bleibt  noch  zu  zeigen,  wie  ein  unzerlegbarer  regulärer  Differen- 
tialausdruck zu  bilden  ist. 

Ein  regulärer  Differentialausdruck  F,„iy,x),  wo  F„,  =  0  im  Endlichen 
X  {x^l)  singulare  Punkte  haben  soll,  ist  nach  No.  7,  VI,  a.)  jedenfalls  unzer- 
legbar, wenn  keine  der  dortigen  Summen  Z^  fli""'^  +  ßx"~*'    (*  =  1 . . . »»  - 1) 

ganzzahlig  ist. 

Wenn   man  nun  zu  Wurzeln  der  Exponentengleichung   bei  den  x 
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singulären  Punkten  im  Endlichen  und  zu  Wurzeln  der  Exponentengleicliung 

bei  x  =  r\  f  =  0  Grössen  wählt,  deren  Summe  gleich  (;/-!)  "'^""^^  wird. 

so  giebt  es,  wenn  x>-l  ist.  reguläre  Ausdrücke  »»<"  Ordnung  F„,,  so  dass 
F„.  =  0  keine  anderen  singulären  Punkte  im  Endlichen  hat,  und  die  Exponenten- 
gleichungen bei  diesen  Punkten  und  bei  x  =  t-\  t  =  0  die  vorgeschriebenen 
Wurzeln  haben.  Denn  werden  die  Coet^cienten  hi  F,,  durch  p,  bezeichnet,  so 
ist  p,  vollständig  bestimmt  (s.  No.  1,  Gl.  (5.)  luul  No.  5,  Gl.  (6.)  und  {!.))  und 

in  p,  =  ((^^_„^)^^^;^'^,,,^^_^^)^a  (a  =  2...m\  wo  ^',{x)  eine  ganze  rationale 
Function,  deren  Grad  ^a{%  —  l),  sind  von  ^'^{x^  ;?  Werthe  für  die  Punkte 
a,  {a  =  l...y)  und  der  Werth  {U',ir')t'"^'-'%,.  bekannt. 

Nimmt  man  also  bei  y.^1  zu  Wiuzeln  der  f^xponentengleichungen 
von  F„,  =  0  bei   den   singulären  Punkten  o,  bis   a,   im  Endlichen  und  bei 

x  =  t  *.  t  =  0  solche  Grössen,  deren  Summe  gleich  (;f— 1)-^^2~^  ^^t 
und  die  so  beschaffen  sind,  dass  keine  der  Summen  ^iJj"'~*^-l-/i^"'"*'(A-=l.../H—l) 

ganzzahlig  wird,  und  dass  bei  keinem  Punkte  a^  (a  =  !...;?>  die  Wurzeln 
mit  den  positiven  Zahlen  0,  1,  . . .  m— 1  übereinstimmen,  so  kann  man  re- 
guläre Ausdrücke  F„Xy,x)  mt^r  Ordnung  bilden,  so  dass  F,„  =  0  nur  die 
Punkte  a^{a=  l...y)  im  Endlichen  und  diese  jedenfalls  zu  singulären  hat. 
und  dass  bei  diesen  Punkten  und  bei  x  —  /  '.  1  =  0  die  Exponentenglei- 
chuugen  zu  F„,  =  0  die  vorgescluiebeuen  Grössen  zu  Wurzeln  besitzen. 
Diese  regulären  Ausdrücke  sind  alsdann  un:jerlegbar. 

Zu  dem  vorliegenden  Zwecke  genügt  es.  die  Wurzeln  in  folgender 
Weise  zu  wählen.  Die  Wurzeln  der  P^xponentengleichungeu  bei  den  shigu- 
lären  Punkten  Oi  bis  a,  werden  reell  und  positiv  genommen,  so  dass  bei 
keinem  dieser  Punkte  die  Wurzeln  mit  den  positiven  ganzen  Zahlen 
0.  1.  ...  m  — 1  zusammenfallen  und  dass  die  Summe  sämmtlicher  Wurzeln 

gleich  (;r-l) '"^"'-^1-1-1  ist.  Werden  dami  alle  Summen  Vßi"  '\A--1.../h-1) 

gebildet  und  bei  jeder  der  L'eberschuss  (.^0  und  <;lt  dieser  Summe  über 
die  nächst  niedrige  ganze  Zahl,  so  sei  der  kleinste  derjenigen  reberschüsse, 
die  grösser  als  Null  sind,  or,  der  grösste  ß.    Die  Wurzeln  seien  so  gewählt, 

dass  /?>.a>0  ist.  wozu  nur  bei  zwei  der  Summen  ^"ßj"  "(A-=  l...»w  — 1) 

diese  Ueberechüsse  grösser  als  Null  und  vwi  einander  verschieden  zu  sein 
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brauchen.  Dann  werden  die  Wurzeln  der  Exponentcngleichung  bei  x  =  r\ 
^^0  reell,  von  Null  verschieden  und  negativ  genommen,  so  dass  ihre 
Summe  gleich  -1  Avird  und  dass  eine  der  Wurzeln  absolut  genommen 
grösser  als  ß,  die  Summe  der  übrigen  absolut  genommen  kleiner  als  a  ist. 
Alsdann  ei-füllen  die  Wurzeln  die  vorgeschriebenen  Bedingungen. 

II.  Als  Beispiel  einer  homogenen  linearen  Di/f'erentialgleichmig  mit 
rationalen  Coefßcienlen ,  die  in  mehrere  Differentialgleichungen  zerfällt,  in 
welchen  normale  Differenlialausdriicke  gleich  Null  gesetzt  sind,  kann  die  homogene 
lineare  Differentialgleichung  mit  constanten  Coefficienten  aufgeführt  werden. 

Es  seien  in  der  Differentialgleichung  f„Xy,x)  =  0  der  Form  (1.)  die 
Coefficienten  p  constant,  p,„  von  Null  verschieden.  Diese  Differentialglei- 
chung hat  nur  den  Punkt  x  =  t'\  /-O  zum  singuläreu  Punkte.  Der 
charakteristische  Index  bei  diesem  Punkte  ist  derselbe,  wie  in  dem  Systeme 
P»('~')  (-fl  ^  0 . . .  m,  p„  =  1) ,  daher  gleich  m.  Man  hat  nun  bei  dem  Punkte 
^1  i  —  Q  o(ier  in  FÜy,  t)  —  Q  ^ei  /  =  0  die  Hauptpotenzen  (No.  6,  I  und  111) 
aufzusuchen.    Der  Coefficient  von  -^'^   in  Fi,,  =  0  p,  ist  (Abh.  Bd.  78, 

No.I,  Gl.  (15.)) 

;  ,    _     ?«(?»- i)...(m-a+0    (>»  — !)(»»- 2)... (ot  —  o) 

P"  -  1.2...a  <" 

Werden  nun  aus  p'^  (a  =  l.../«)  nach  No.  6,  (.11.)  die  Zahlen 

(10.)        .^n     4'-,      ...     —^ 

bestimmt,  so  ergiebt  sich,   dass  die  grösste  derselben  2  ist  und  zuletzt  bei 

-^^  auftritt.    Daher  werden  die  Hauptpotenzen  at'  und  die  Coefficienten- 

m 
gleichung  zur  Bestimmung  von  o  (No.  6,  Gl.  (14.)) 

Ul.)       o"'-p,a'"'+p2a"-' +  (-l)">,„  =  0. 

Die  Wurzehi  dieser  Gleichung  seien  -o,  bis  -o,„.    Dann  sind  nach  No.  6,  I 

(12.)       e"'',     e"^,     .  .  .     e""'^ 
die  möglichen  Werthe  der  detcrminireuden  Factoren  derjenigen  normalen 
Ausdrücke,   die   gleich  Null  gesetzt  Differentialgleichungen  liefern,   deren 
Integrale  F„,  =  0  erfüllen.     Man  bilde  nun,  um  die  zu  den  determinirenden 
Factoren  gehörenden  regulären  Ausdrücke  zu  finden,  e-''«^F„,(e''«^y, «)  =  0 


oder 
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(13.) 


dx 


\  +P. 

Ist  -o,  eine  einfache  Wurzel  von  (11.") ,  so  wird  der  grösste  dia- 
rakteristische  Index  in  U3.),  der  charakteristische  Index  bei  x  =  r\  t  =  0 
gleich  m-1,  der  Coefficient  von  Y  in  (13.)  verschwindet,  während  der  von 
-^   von  Null  verschieden  ist.   und   die  Differentialgleichung  (13.)   enthält 

das  Integral  von  -^  =  0.  Ist  -o,  eine  p  fache  Wurzel  von  (11.),  so  wird 
der  charakteristische  Index  in  (13.)  bei  x  =  t~\  t  =  0  gleich  m  —  p  der 
Coefficient  von    ^^„,1^-  in  (13.)  verschwindet  nicht,  während  die  Coefficienten 

der  Ableitungen  niedrigerer  Ordnungen  verschwinden,   die  Differentialglei- 

d''Y 
clmng  (13.)  enthält  die  Integrale  von   -j-;;-  =  0. 

Die  Differentialgleichung  F„Xy,x')  =  0  enthält  demnach  das  Integi-al 

dx 

d?e- 


de~^<i^v 
von  e"»"" — -j — ^  =  0,  wenn  —  a,  eine  einfache  Wurzel  von  (11.)  ist  und  die 


Integrale  von  e"''^  '  .  °  ^  =0,  wenn  —n.  eine  o  fache  Wurzel  von  (11.)  ist. 
Die  sämmtlichen  Ausdrücke  e""' — y^-  und  e"'''       .  "  — ,  welche  den  von 

dx  dx?       ' 

einander  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  (11.)  entsprechen,  sind 
normale  mit  von  einander  verschiedenen  determinirenden  Factoren,  daher 
sind  die  Integrale  der  Differentialgleichungen,  in  welchen  diese  normalen 
Ausdriicke  gleich  Null  gesetzt  sind,  von  einander  linearunabhäiigig  (No.  3.  III 
oder  No.  7,  IV,  c.)).  Die  Differentialgleichung  F,„  =  0  zerfallt  denniaeh  in 
diese  Differentialgleichungen. 

9. 

Es  sollen  jetzt  die  Integrale  einer  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung 4>x{y,  x)  =  0  ttntersuchl  u- erden,  in  der  0,v  durch  ein  System  nor- 
maler Differentialausdriicke  gegeben  ist. 

I.    Der  Differentialausdruck  'tt.siy,  ^)  sei  durch  das  System 
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dargestellt,  wo /;^.  (ä  =  0.../)  ein  normaler  Diffeieiitialausdruck  a^ter  Ordnung 
mit  dem  determinireuden  Factor  A.  und  dem  regulären  Ausdrucke  /;*(»*»«)) 

A^=a„-faiH \-a,  ist. 

Geht  nun  die  homogene  lineare  Diiferentialgleichuug  (m+«)ter  Ord- 
nung F,„^„{y,x)  =  0  aus  dem  Systeme 

(2.)       F„Xy,x)  =  s,     f,Xs,x)  =  0 
hervor,   wo  F,„   ein  homogener  linearer  Differentialquotientenausdruck  m^er, 
f„  ein  solcher  /«t^r  Ordnung  ist  und  die  Coefficienten  der  höchsten  Ableitungen 
gleich  1  sind,  und  sind  die  m  linearunabhängigen  Integrale  von  F,„  =  0 

(.3.)       2/t)  =  IH'i/dx  liiT  V'2 .  ■J^h^i  y-i  dx     (b  =  1 . . .  »*)) 
die  «  Integrale  von  f„  =  0 

(4.)       Si  =  n,„+iJdxi.i-Xifi,„+^...Jfi~Xi-il-i,n+hdx     (b==  1...«), 
so  sind  die  /«  +  «  Integrale  von  F„,^„  =  0  (No.  7,  V, «.)) 

(5.)       yi  =  fiifdx,Ui\ih.../fit\,Uidx     (b  =  l...m  +  w). 
Nun  seien  die  a^  Integrale  von  fa^iy^,  x)  —  0 

(6.)      y,:.t  =  H.xjdx  ,u^7,'  i-i^. .  ..Jixül-i  ,ihfi  dx    (b  =  1 . . .  a*). 

Es  ergie1)t  sich  dann  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  die  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung 

(7-)    fa,^M-^^^)  =  y"  f',(y>>^)=^ 

folgende  sind: 

(8.)      y,.-i,i  =  Ui-i.JdxurXx  Uli-.  •  • -/"v  Vs-i  ,"'-1.6  dx    (b  =  1 . . .  a,-i  +  a,), 

wo  in  den  Grössen  //  der  Zeiger  /-l,  a,  ,  +  c  =  /,  c  (c  =  l...a,)  zu  setzen  ist. 
Und  dadurch  dass  dieses   Verfahren  fort  gesetzt  toird,  findet  sich,  dass 
die  Integrale  von  <t>x(y,x)  —  ^  diese  sind: 

{9.)      y,,  t  =  i'v.Jdx  ,«,7/  ,«„,5 . .  y,",^b-i  ,"„,b  dx     (b  =  1 . . .  N\ 

wo  in  den  Grössen  u  die  Zeiger 

/0,a„-l-c  =  l,c  (c=  l...a,) 
(10)      |o.o„+a,  +  c  =  2,c  (c  =  l...a,) 

(o,  au  +  a,4--H---  +  aM-f-c  =  /,  c  (c  =  l...a,) 
zu  setzen,  alsdann  die  Werthe  von  (x  aus  (6.)  zu  entnehmen  sind. 
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Sind  die  Coefficienten  in  dem  Systeme  (2.)  rational,  so  ergiebt  sich 
ans  (2.)  für  a;  =  ^"',  wenn 

F,..^M  n  =  (.-tr^'-K+Ay,  t),    F„xy,  n  =  {-tYF'jy,  0, 
fn{y>t-')  =  {-tyf„{y,t)  und  r'"'f'„{f'u,t)=f':{u,t)  gesetzt  wird, 
(11.)       F„Xy,()=n,    r:{u,t)  =  F:„^^{y,t). 
Wird  nun 

und  'i*yiy,t-')  =  {-ty^'y{y,t)  gesetzt,   so  ergiebt  sich  aus  (1.)  und  (11.) 

(12.)    f:xy,t)  =  n,,  ri{»i,t)  =  u,,  ...  A;(«„o  =  *:v(y,o- 

Geht  der  determinirende  Factor  12^  in  /"«^  durch  Substitution  von  x  =  t~^  in 
ni,  der  reguläre  Ausdi-uck  7a, (y*,a;)  in  7aM,t~*)  =  {-f-y'7cA,t)  über,  so 
wird  f',^{y„  t)  =  n'J^^{n[r'y„  t),  und  wenn 

7li^h,  t)  =  r^(^+-+-*-o/;^(<H«-+-+«.-i)„,.,  t) 

gesetzt  wird,  so  ist  f^iu,,  t)  =n',f;^{n[r'u„t). 

Die  beiden  Ditferentialgleichungen  faXyk>f)  =  0  nnd  Al.("*'')~^ 
haben  bei  t  =  0  und  überhaupt  bei  jedem  Punkte  (Abh.  Bd.  78  p.  243)  den 
charakteristischen  Index  gleich  Null.  Daher  sind  fa^iy^yt)  und  f'a^(ui,t) 
normale  Ausdrücke  mit  dem  determiniren den  Factor  i2j.  Die  Integrale  von 
<P\.{y,  t)  =  0  bei  /  =  0  werden  nun  aus  dem  Systeme  (12.)  ebenfalls  unter 
der  Form  (9.)  dargestellt. 

Es  werden  jetzt  die  Entwickehiigen  der  Integrale  ton  4^.\{y,  x)  —  Q 
hei  einem  im  Endlichen  liegenden  singulären  Punkte  x  =  a  untersucht. 

Um  die  Integrale  von  /■»^(j/i,  a^)  =  i2jAt(A~'y*5  a^)  =  0  liei  x  =  a 
nach  Formel  (6.)  aufzustellen,  seien  in  der  Exponentengleiclmng  von  fa^{yk,x)  =  Ü 
hei  X  ~  a  die   Wurzeln : 

(13.)      r,,(b=l...a,). 
Die   a,  regulären  Integrale  letzterer  Differentialgleichung  können  dann  auf 
die  Form  gebracht  werden 

(14.)       yti  =  Vt^J'dx  Vt7,'  i't,, .  .y»',Tb-i  n.b  d^     ( b  =  1 . . .  aO, 

»CO  i'jj  =  (x  — o)'"'-'+'yt6(x)  (b=l...aO  ist,   die  Function  y,.t  (b=l...aj 
die  Form  c^"c,(x-0;'' hat,  c  eine  von  Null  verschiedene  willkürliche  Constante 
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und  c„  =  1  ist,  die  Coefficieuten  c«  aus  der  Differeutialgieicliung  eindeutig  und 
endlich  bestimmt  sind  und  die  Potenzreihe   für  die  Function  ^jj,  in  einem 
Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  x  =  a  convergirt  nach  einem  Satze  von  Herrn 
Fuchs  Bd.  66  dieses  Journals  p.  148,  Bd.  68  p.  362. 
In  den  Integralen  y^,,  Formel  (6.)  wird  dann 

(15.)      //,,t  =  A,bn,i,    (b  =  1 . . .  a,), 
wo  iin,  =  iij.  (b  =  l...af)  gesetzt  ist. 

In  den  Integralen  (9.)  «/nb  «o«  4*^y{y,x)  =  0  wird 

(16.)       .«,,,  -  i2„,,  (a;-o)'".t-^-'(/5„,^  (a;)     (b  =  1 . . .  N), 
wo   in  Betreff"  der  Zeiger   0,  a,,+  l,    0,  a,i4-2   bis   0,  iV  in  i2„j,   r,j,t,    y,i.j  die 
Bestimmungen  (10.)  gelten. 

Die   einwerthige   Grösse  ii^.  =  e"',  wo   VT^   eine  rationale  Function 

ist ,    wud  bei  x  =  a   dargestellt  durch  die  Summe  von  zwei  Potenzreihen 

^c_j(a;  — a)~''  +  ^c^(a;  — ff)",  wo  die  erste  Reihe  verschwhidet,  wenn   W  \\i 

a  nicht  unendlich  wird,   sonst  unendlich  viele  Glieder  enthält,   da  alsdann 

— ~ — ~   in  höherer,    als  erster  Ordnung  unendlich  wii'd.     Werden  die  Eut- 
dx  '  ° 

Wickelungen  von  i2;  (ä  =  1 . . .  /)  in  «„  t  eingesetzt,  so  ergiebt  sich  aus  (9.) 
durch  Integration,  dass  y,,^  die  Form  erhält 

(//„,,  =  (x-ö)'-^|Vv.(a^)+n.2(aj)log(a;-a)  +  .--4-y/t,,^^(x)(log(.x-a))'*-'j 

I  (b-l...N), 

wo  die  Grössen  </'  sich  in  einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  x  =  a  durch  die 
Smnmc  ton  zwei  convergirenden  Potenzreihen  darstellen  lassen,  von  denen  die 
eine  nach  Potenzen  von  x  —  a  mit  negativen,  die  andere  mit  positiven  ganz- 
zahligen Exponenten  fortschreitet.  Die  Zahl  q^  —  1  ist  höchstens  gleich  der 
Anzahl  derjenigen  Exponenten,  die  in  der  Reihe  r,,,! ,  r„i  .  . .  /•,,  y  vor  rm  stehen 
und  sich  von  r„t  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden. 

Diejenigen  Integrale  (17.\  in  welcheji  die  Exponenten  r„j,  sich  nur 
um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  bilden  eine  Gruppe.  Wird  ein  System 
von  N  linearunabhängigen  Integralen  von  *  v  =  0  durch  Ausdrücke,  der  Form 
(17.),  worhi  statt  der  Exponenten  /m,  die  Exponenten  t^,  stehen,  gegeben, 
so  kommen  in  diesem  Systeme  nur  solche  Exponenten  f^  vor,  die  sich  von 
den  Grössen  r,,,,  um  ganze  Zahlen  unterscheiden.  Dieses  System  muss  in 
eben  so  viele  Gruppen  zerfallen,  wie  das  System  (17.)  und  einer  Gruppe  des 
einen  Systemes  eine  des  anderen  entsprechen,  so  dass  in  beiden  Gruppen 


(17.) 
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die  Exponeuteu  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden  und  die  Anzahl 
der  Integrale  dieselbe  ist  (Abli.  Bd.  74:  No.  1,  (5.):  No.  2.  II). 

Vergleicht  man  demnach  das  System  (17.)  mit  der  allgememen  Form, 
welche  nach  Herrn  Fuchs  (Bd.  66  d.  J.  p.  136)  ein  System  linearunabhängiger 
Integrale  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  bei  einem  I'unkte 
X  —  a  hat.  wenn  die  Coefficienten  dieser  Differentialgleichung  in  einem  um 
den  Punkt  x  =  a  als  Mittelpunkt  geschlagenen  Kreise  abgesehen  von  diesem 
Punkte  einwerthige  und  stetige  aualjtische  Functionen  sind,  so  ergiebt  sich. 
dass  die  Wurzeln  der  daselbst  von  Herrn  Fuchs  als  Fundamentalgleichung 
bezeichneten  algebraischen  Gleichung,  deren  Coefficienten  auf  transcendente 
Weise  mit  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  zusammenhängen,  bei 
der  Differentialgleichung  *A-(y,  a:)  =  0  die  Grössen 

(18.)       e''".!"''",     e^".^""".     .  .  .     eu-'v'"" 
sind. 

Ist  der  Punkt  x  =  t  \  t  =  0  in  4>x{y,x]  =  0  singular ,  so  fuhrt  die 
Formel  (12.)  zit  entsprechenden  Resultaten. 

U.  Es  werden  nun  bei  dem  im  Endlichen  liegenden  singulären 
Punkte  x  =  a  die  Integrale  von  <P^.  =  0  der  Form  (17.),  die  eine  Gruppe 
bilden,  tu  welchen  sich  also  die  Exponenten  r,,,,  nur  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden,  weiter  untersucht.  In  dem  Systeme  normaler  Differential- 
ausdrücke, welches  den  Ausdruck  0v  darstellt,  seien  diejenigen  auf  einander 
folgenden  Bestandtheile ,  in  welchen  die  in  Paitialbrüche  zerlegten  ratio- 
nalen Functionen  W  der  determinirenden  Factoren  e"  diejenigen  Glieder, 
in  welchen  sie  für  x  =  a  unendlich  werden ,  übereinstimmend  haben .  zu 
einem  Ausdnicke  zusammengezogen,  und  es  sei  alsdann  der  Ausdruck  0v 
durch  folgendes  System  gegeben: 

(19.)       e'"Fa(e'"y,  x)  =  y\,     e'^'F^  (e~"^'y\,  x)  =  y\.     .  .  .     e"^'^F„^{e~"''y^,x), 
worin 
,.Q  {f^Xy>  ^)  =  y^-'-fniVi^  ^)  =  e"F,[e-''y,  x)     a„  +  --  +  a6  ==  et, 

\fa,iy,  x)  =  yi+i ...fa^ {y, ,  x)  =  e"' F„, {e-'' y,  x)     (i,  +  --  +  a,  =  «,    etc. 

ist.    die   Grössen    w,{a  =  0...k)    von    der  Form   Null    oder    2:c_^{x  —  a)~* 

und  je  zwei  auf  einander  folgende  von  einander  verschieden  sind,  F^^{y^.  x)  =  0 
bei  x  =  a  den  charakteristischen  Index  gleich  Null  hat.  Die  Exponenten- 
gleichung von  F„  (y,  x)  =  0  bei  x  —  a  ist  diejenige  von 
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diejenige  von  F„,  (y , ,  x)  =  0  ist  die  von  7cj+,  iVi ,  ^)  =  y^+2  •  •  •?»,  (j/c  a;)  =  0  u.  s.  w. 

(Vgl.  No.  7,  I.) 

Es    seien    nun    in    der    Exponentengleichung    von    F„^ {y„,  x)  =  0    die 

s  Wurzeln  r,  bis  r,  tinter  einander  nur  um  ganze  Zahlen,  und  von  einer  Wurzel 

der  Exponentengleichung  ton  F„^(y,,x)  =  U  {a^g,  a=l...k)   nicht  um  eine 

ganze  Zahl  verschieden.     Alsdann  soll  die  Gruppe   der  Integrale  von  <Py  =  0 

mit  den  Exponenten  r,  bis  r,  untersucht  werden. 

Die  Wurzeln  n  bis  r,  seien  so  geordnet,  dass  der  reelle  Tlieil  der 

vorhergehenden   nicht  kleiner   als    der   der   folgenden    ist,   so    entsprechen 

diesen  Wiirzeln  s  Integrale  von  F„^  =  0  der  Form 

(20.)       yi  =  v,fdx vr V, . .  .y^T-i ndx     (b  =  1 . . .  s), 

^0  y^^i^x-ay^-'+'cpiix)  ist,   <fi   die  Form  Ic^x-aY   hat,    c„   von   Null 

verschieden  ist,  und  aus  (20.)  ergiebt  sich  durch  Integration  in  den  einzelnen 
Gliedern,  wobei  die  jedesmalige  Integrationsconstante  annullirt  wird,  die 
Gruppe  von  s  Integralen  der  Form 

(21.)  y,  =  {x-ay\{x,,  +x,,  \og{x-a)  +  -  +  /.,,,{^og(x-a)y^-']  (b  =  l...s), 
wo  die  Grössen  /  Entwickelungen  der  Form  Ik,{x-ay  haben  und  für 
x  =  a  nicht  alle  verschwinden,  die  Zahl  9,<b  und  /,.,,,  von  Null  ver- 
schieden ist;  die  Integrale  y\  gehören  dann  zu  den  f:xponenten  n  (s-  tlie 
Abb.  des  Herrn  Fuchs  Bd.  66  d.  J.,  p.  155.).  Um  die  Zahl  q^  zu  bestimmen, 
genügt  es  in  den  Grössen  (/)  in  (20.)r,-r,4l  Glieder  zu  entwickeln  (in  Betreff 
dieser  Entwickelungen  s.  No.  5,  II  nach  (31.))  und  die  Integrationen  in  (20.)  aus- 
zuführen. Denn  wird  bei  der  Integration  eines  Ausdruckes  der  Form  (21.),  der 
zu  dem  Exponenten  a  gehört,  wo,  wenn  «  eine  negative  ganze  Zahl,  -«<;? 
ist,  und  in  den  Coefficienten  der  Potenzen  des  Logarithmus  q  Glieder  von 
{x-a)"  an  gerechnet  bekannt  sind,  die  in  dem  Coefficienten  des  Logarith- 
mus mit  dem  höchsten  Exponenten  nicht  alle  versch^vinden,  die  Integrations- 
constante annullirt,  so  erhält  man  einen  Ausdruck  der  Form  (2L),  der  zu 
dem  Exponenten  «  +  1  gehört,  und  es  werden  in  den  Coefficienten  der  Po- 
tenzen des  Logarithmus  q  Glieder  von  (o^-a)«'^  an,  die  in  dem  Coefficienten 
des  Logarithmus  mit  dem  höchsten  Exponenten  nicht  alle  verschwinden, 
bekannt  durch  Integration  der  in  jedem  Summanden  des  ursprünglichen 
Ausdruckes  gegebenen  q  Glieder.     Dieses  beruht  darauf,  dass 
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(  J{x~aY{x-  af  (log  {x-a) )"  dx 

ist,  wo  0  und  n  ganze  Zahlen  ^0   sind,  «^  die  Form  ä^'^x  — a]"   hat  und, 
■nenn  a  keine  negative  ganze  Zahl  ist,   oder  falls  a  eine  solche  ist,  wenn 
a  von  —  a— 1  verschieden  ist,   dass  alsdann  «„  =  0   und  s,   von  Null  ver- 
schieden ist,  und  wenn  a  =  —«—!,  dass  s„  von  Null  verschieden  ist. 
Es  werden  nun  die  Integrale  y^,  (b  =  !,...«)  von  <f>^  =  {) 

(23.)       y»  =  ,"(^yrfa;t/,^,' ,«,,,,.. y,u,7i 4.. +„^_je'''? ^6 rfiE     (b  =  1,  ...  s) 

aufgestellt,  wo  die  Grössen  «„,  (c  =  l,  ...cf„4 h«.,  i)  durch  (16.)  gegeben 

sind  und  bei  den  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder  der  Potenzreihen 
zu  bewerkstelligenden  Integrationen  jedesmal  die  willkürliche  Constante 
anuullirt  werden  soll.  Die  Integrale  ij<,  (b  =  l,  ...sj  sind  linearunabhängig, 
weil  die  Integrale  y^,  (b  =  1, ...  s)  linearunabhängig  sind.  Die  Integrale  (23.) 
nehmen,  wenn  für  y^  die  Ausdrücke  (21.)  eingesetzt  werden,  die  Form  an 

U,  =  {x-af^  j.\,(a:)  +  |,,,(a;)log(a;-ö)  +  .--  +  ^..,^(x)(log(a;-a))'^-'|. 
^'^•^      (  (b  =  l.  ....) 

wo  die  Grössen  l  in  der  Umgebung  von  x  —  a  abgesehen  von  diesem  Funkte 
emwerthige  und  stetige  analytische  Functionen  von  x  sind,  ^i,q^{x)  von  Null 
verschieden  ist. 

Es  gehe  jetzt  das  Integral  (20.)  y,,  bei  einem  Umgänge  um  x  =  a 
über  in  [yt],  so  ist 

(25.)       [y,]  =  cj'^y,  +  d''y,+  -  +  cl'^y,. 
wo  die  c"^'^  Constanten  sind.    Dass  y^  nach  geschehenem  Umgange  diese  Form 
annimmt,  ergiebt  sich  aus  dem  (b—1) fachen  Integrale  (20.),   aus  welchem 
yi  hei-vorgeht  (siehe  die  Abhandlung  des  Herrn  Fuchs  Bd.  68  dieses  Journals 
p.  363). 

Um    die    Constanten    c""^    zu    bestimmen,     hat    man    in    folgender 
"Weise     zu    verfahren.      AVenn    ein    Ausdiiick    Y    der   Form    (21.;*    durch 
I      einen    Umgang    um    a    übergeht    in    [Y],    so    geht    JYdx.     in    welchem 
Integral  das  constante  Glied  in  der  Entwickelung  anuullirt  wird,  diucli  den- 
selben Umgang  in  einen  Ausdruck  ül)er.  der  gloi(^h  ist   /[J'](/.r-f  c,    wo  in 

I      der  Entwickelung  von  f[Y]dx   kein    constautes   Glied   vorkommt,    c    eine 

'  ^  20* 
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Constante  ist:  denn  beide  Ausdrücke  haben  dieselben  Differentialquotienten. 
Die  Constante  c  wird  dadurch  ermittelt,  dass  /Ydx  auf  die  Form  (21.)  ge- 
bracht, alsdann  in  diesem  Ausdrucke  der  Umgang  um  a  gemacht  wird; 
das  constante  Glied  in  der  Entwickelung  ist  dann  die  Grösse  c.  Nun  geht 
in  (20.)  J'b~-i»'b  ^ei  einem  Umgange  um  «  über  in  e^'"» "'■>-' "'^■'"VrJiVt,  daher 
fviliVidx  in  e''^''  ^'-'"'^'■"m^iVtrfx  +  Ä, ,   wo  k^   das   constante  Glied  in  der 

Entwickelung  ist,  in  welche  die  Entvvickelung  von  fr^liV^dx  bei  dem- 
selben Umgange  übergeht. 

Dann  geht  r^-!^^'fc_l/n-^''^'^^  über  in 

daher  jdxv^l.v^Jv^l^v^dx  in 

e<^r,-r,..-vin,J'^j;y~l^  v^_^ß,-\  ^  dx  +  k,  e^'^-^-'^-^-'^'""  fril,r\^^dx-\- k,, 
wo  k-i   das  constante  Glied  in  der  Entwickelung  ist,  in  welche  die  Ent- 
wickelung  von    /dxt'^lnj't-i/r;'2it'idx    bei   demselben   Umgange    übergeht, 

u.  s.  w.  Um  die  Constanten  ä,  ,  k. ,  etc.  zu  bestimmen,  genügt  es  in  den  Grössen 
(p  in  (20.)  r,  —  r,+l  Glieder  zu  entwickeln  und  die  Integrationen  in  (20.)  aus- 
zufUlu'en. 

Das  Integral  y^  (23.)  geht  nun  durch  denselben   Umgang  um  a  über  in 

(26.)       [y,]  =  cWy,+  c^')y,  +  ...  +  cryt, 

und  die  c^'^  die  Constanten  aus  (25.)  sind. 

Dieses    beruht    darauf,    wenn    ein    Ausdruck    Y    der    Form    (17. \ 
worin   r,n  nicht   ganzzahlig  ist,   durch    einen   Umgang   um   a  übergeht  in 

[Y],  dass  alsdann /yrfx,  bei  welchem  Integral  das  constante  Glied  in  der  Ent- 
wickelung annullirt  ist,  durch  denselben  Umgang  in  einen  Ausdruck  über- 
geht, der  gleich   /[Y]dx  ist,    wo   in  der  Entwickelung  letzteres  Integrales 

ebenfalls  das  constante  Glied  gleich  Null  gesetzt  ist.  Denn  beide  Ausdrücke 
haben  dieselben  Differentialquotienten,  müssen  daher  nach  Addition  einer 
Constanten  zu  einem  derselben  einander  gleich  sein.  Diese  Constante  muss 
gleich  Null  sein,  da  die  Coefficienten  der  gleichen  Potenzen  des  Logarith- 
mus auf  beiden  Seiten  einander   gleich    sein  müssen  und  in  den  Entwicke- 


e  '■""»+-+«9-1 
Ferner  geht 


in 

e~''""'+-+''j-i-'''"l/.w 
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laugen    beider    Ausdrücke    kein    coustantes    Glied    vorkommt.     Nun    geht 

in  (23.)  ,tvi,+„+„^_,e'^^y6  über  in  e~''"«'+-+''^-i''"/vJ^^^^^  ^e''.,'ci^V,+  ••.  +  cJ^)y,^, 
daher    /,".Xa.+..+„^_,e"'3  j/tdx  in 

'"  lcPy/',7;+...+„^_,e''^  y,  rfx  + . .  •  +  cpy/<+...+„^_,  e-^^y^  rfx}  • 
."C+...+a,_i-i  ."o,„,+...+a,_y.".7„\+...+„^_,  e-^py^  rfx 

i"T7a„+...+a3_,-I  ,".l.<r„+.,.+a,_,y,".TaV.-  +  o,_,  e'^^l  «/x  +  •  •  • 

über.  u.  s.  w. 

Werden  in  (26.)  die  Ausdrücke,  die  aus  (24. )  hervorgehen,  auf  beiden 
Seiten  eingesetzt,  so  erhält  man  durch  Gleiehsetzung  der  Coefficienten  gleich 
hoher  Potenzen  des  Logarithmus  auf  beiden  Seiten  die  Grössen  lt ,  i^c  =  2 ...  9^) 
linear  mit  constanten  Coefßcienten  durch  diejenigen  Grössen  i".^  ausgedrückt,  in 
denen  a<:b  ist.  (S.  die  Abh.  des  Herrn  Fuchs,  Bd.  68  dieses  Journals,  p.  356). 
In  Bezug  auf  die  untersuchte  Gruppe  von  Integralen  von  *.v  =  0  hat  man 
also  folgende  Resultate: 

Jedes  Integral  tritt  zunächst  unter  der  Form  eines  durch  mehrfache 
Integration  zu  bildenden  Ausdruckes  (9.)  auf,  in  welcher  Form  unter  den 
Integralzeichen  bekannte  Functionen  der  Form  ;16.}  stehen  (19.),  (20.)    (23.). 

Xach  geschehener  Integration  nimmt  das  Integral  die  Form  (17.)  an, 
wo  der  Exponent  r„t  und  der  Exponent  der  höchsten  Potenz  von  \og{x  —  a) 
(21.),  (24.)  bekannt  ist.  Bei  einem  Umgänge  um  x  =  a  geht  das  Integral  in 
eine  aus  den  Integralen  der  Gruppe  bestehende  lineare  Verbindung  mit  constante.i 
Coefficienten  über,  welche  Coefficienten  bekannt  sind  26.).  Hierdurch  wird 
ferner  bekannt  der  Ausdruck  der  Grössen  cV,  (C  =  2...f/t)  in  \24..\  der  durch 
eine  lineare  Verbindung  mit  constanten  Coefficienten  der  Grössen  c,  ^  gebildet 
irird,  in  denen  a<b  ist.  Die  Grösse  c^,^  (24.)  ist  unter  der  Form  eines 
vielfachen  Integrales  (9.)  darstellbar,  in  welchem  unter  den  Integralzeichen 
bekannte  Functionen  der  Form  16.^  stehen,  die  iibrigen  Grössen  cV,  ^^C-:^^) 
treten  unter  der  Form  einer  Summe  derartiger  Integrale  auf  Gehört  die 
Gruppe  der  Integrale  der  Diff'erentialgleichung  e—  F^ie"tj,x>  =  0  an,  so  crliall 
man  die  Integrale  unter  der  Form  e" g^  [b  =  l...s)  (21.\  wo  y^  Integral  einer 
Differentialgleichung,  die  bei  x  =  a  nur  reguläre  Integrale  hat. 
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Sind  nun  alle  Differentialgleichnngen  F„  («/ ^ ,  j;)  =  0  (a  =  0 . . .  ä)  so  beschaffen, 
dass  bei  x  =  a  die  Exponentengleichung  von  F^^  =  0  Wurzeln  besitzt,  von  denen 
keine  sich  von  einer  Wurzel  der  Exponentengleichung  von  ¥„  =0  (b  ^  c  =  0 . . .  fr) 
um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet,  so  erhält  man  alle  Gruppen  eines  Systemes 
linearunabhängiger  Integrale  (Abh.  Bd.  74,  No.  1,  (5.))  unter  der  vorhin  be- 
trachteten Form. 

Ist  der  Punkt  x  =  tr\  t  =  0  in  <P^,  =  0  singulär,  so  ist  aus  Formel 
(12.)  zu  ermitteln,  ob  Voraussetzungen  stattfinden,  die  den  nach  (19.)  ange- 
gebenen entsprechen,  worauf  auch  bei  diesem  Punkte  die  Gruppen  liuearunab- 
hängiger  Integrale  in  der  vorhin  angegebenen  Form  aufgestellt  werden  können. 

III.  Bei  Ausführung  der  Integrationen  (9.)  nach  Einsetzen  der 
Grössen  (16.),  so  wie  bei  den  Integrationen  in  (23.),  kommen  Integrale 
der  Form 

(27.)       /e'"2;c^{x-ay'+'dx,     w  =  2c^,{x~a)~\ 

wo  r  von  einer  ganzen  Zahl  verschieden  ist,  vor,  und  es  fragt  sich,  unter 
welchen  Bedingungen  ein  solches  Integral  die  Form 

(28.)       e''2K{x-aY+'+^ 

annimmt,  wo  u  die  Form  ^k-A^  —  aY"  hat.  b  eine  ganze  Zahl  ist,  c,,  und 
/c„  von  Null  verschieden  sind.     Aus  der  Gleichung 

(29.)       fe"\ic,{x-ay^'dx  =  e"  JSk,{x-ay+''* 
folgt  durch  Differentiation 

(30.)       e-Ic^x-aV-'  =  e"- j-^- Ja,  (.r -«)'■+''+» +  -/-!*,  (x -«)•+»+»)■ 

U  '  (IX      (I  (IX      (j  ' 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  durch  logarithmiscihe  Differentiation 
(81.)       W  =  M,     b  =  M-|-l. 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  /e"{x~-aydx  nicht  unter  der  Form  (28.)  dar- 
stellbar ist.  Denn  in  der  Entwickelung  von  e~"'/e"'{x  —  aydx  kommt  das 
Glied  -^^ — j^, —  vor,  während  nach  (29.)  und  (30.)  die  Entwickelung  die 
Form  ^Äj(a;— a)' +"+"+' haben müsste.  Ebenso  kann  / e"  ^ c^ix—aY+'dx  (l<in) 
nicht  die  Form  (28.)  haben,  weil  das  Glied  C;  -—    ./       -  in  der  Entwickelung 


von  e'"' / e'" ^ Ci,{x -  ay^' dx  vorkommt. 
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Wenn  nun  ein  Integral  von  *v  =  0  wie  (23.)  sich  unter  der  Foim 

(32.)       (x  -  ay^  +  ^  e"  I C,,,  {x)  +  ^,,,  (x)  log  (rr  -  o)  -|-  •  ■  •  +  tt,,^  {x)  (log  (er  -  o))'^  | 

darstellen  lassen  soll,  wo  c  ganzzalilig  ist,  u  gleich  Null  oder  ^A-.,  (x --«)"" 

ist,  die  Grössen  C  die  Form  Zc^ix—af  haben,  so  mnss,  wie  sich  ergiebt, 
wenn  mau  (23.)  und  (32.)  successive  durch  die  Grössen  a  in  (23.)  dividirt 
und  jedesmal  differentiirt  und  zuletzt  die  Coefficienten  der  Logarithmen  auf 
beiden  Seiten  einander  gleich  setzt,  n  gleich  w,,  sein. 
Wenn  man  also  in  Differentialgleichung 

(33.)       e"'F,{e""y,  x)  =  y\     e"'' F,J.e-"y\,x)  =--  y\...e"''F,^{e-"iiy'^,  x)  =  0 

y  =  e'"'}  Y  setzt,  so  ist,  damit  das  Integral  (32.)  besteht,  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  die  Diiferentialgleichung  für  7  bei  x  =^  a  ein  Integral  der  I"'orm 

(32".)       {x-ar^^'\'C,,,{x)  +  t,,(x)\og(x-a)  +  ---  +  t,,,^ix){\og{x-a))nl 

besitze,  wo  c  ganzzahlig  ist,  die  C  die  Form  JEc^ix—a)"  haben.  Um  dieses 
zu  untersuchen,  wenn  sich  nicht  der  Ausdrack  *,v  durch  ein  solches  System  (19.) 
darstellen  lässt,  in  welchem  der  erste  Bestandtheil  gleich  Null  gesetzt  die  Inte- 
grale mit  dem  Exponenten  r^  enthält,  bedarf  man  specieller  Convergenzbeti'ach- 
tungen,  die  sich  auf  die  formellen  Entwickelungen  der  regulären  Integrale  der 
Differentialgleichung  für  Y  beziehen.  Enthält  das  Integral  (32.)  keinen  Loga- 
rithmus, so  ergiebt  sich  für  die  Coefficienten  in  der  formellen  Entwickehing 
von  ?i.6(a;)  aus  den  rationalen  Coefficienten  der  Differentialgleichung  für  Y 
eine  Recursionsformel,  die  eine  constante  Anzahl  jener  Coefficienten  enthält. 
Alsdann  hat  man  eine  Anzahl  Coefficienten  zu  bereclinen  und  zuzusehen, 
ob  aus  diesen  und  der  Recursionsformel  sich  eine  allgemeine  Eigenschaft 
der  Coefficienten  erkennen  lässt,  aus  welcher  die  Convergenz  oder  Divergenz 
der  Entwickehing  geschlossen  werden  kann.     (Vgl.  Abb.  Bd.  74,  No.  8.) 

IV.  Hat  man  bei  jedem  singulären  J 'unkte  von  <Py  =  0  ein  System 
linearunabhängiger  Integrale  aufgestellt  und  verbindet  man  zwei  soldicr 
Punkte  A  und  B  durch  eine  sich  selbst  nicht  schneidende  Linie,  welche  keinen 
der  anderen  singulären  Punkte  enthält,  so  ist  zu  ermitteln,  in  weldic 
lineare  Verbindung  der  Integrale  bei  B  mit  constanten  Coefficienten  ein 
Integral  bei  A  übergeht,  weim   es   auf  dieser  Linie  zu  B  hingeführt   wird. 

Bei  der  Diflerentialgleichung 

^34.)       F„.  {y,  x)  =  s,     f„  {s,  x)  =-  0, 
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WO  F,„  und  /■„  von  der  Form  der  Ausdrücke  iu  (2.)  siud  uud  rationale  Coef- 
ficienten  enthalten,  erfülle  ein  Integral  y  bei  A  die  Differentialgleichung 

(350       FJy,x)  =  «,,. 
Geht   nun   s^   auf  dem   genannten  Wege   nach  B  über  hi  Sß,  so  muss  das 
Integral  y  in  ein  solches  übergehen,  welches  die  Differentialgleichung 

(36.)       FJy,x)  =  s, 
erfüllt.     Es  seien  nun  bei  B  die  Integrale  von  (34.)  y^  bis  y„,^„  und  unter 
diesen  yi  bis  y„,   die  Integrale  von  F„,  =  0.     y,„^^^   (a  =  l...w)   erfülle   die 
Differentialgleichung 

(37.)       F,„(y,x)=s,     (a=l...«). 
Es  ist  dann  zunächst  aus  /"<,  —  0  der  Ausdruck  Sg,   der  durch  die  Grössen 
s,  dargestellt  wird,  zu  ermitteln 

(38.)       Sß  —  A'iSi  +  ÄjSjH h  k„s„, 

wo  die  k  Coustauten.  Dann  wird  das  hetreffende  Integral  y  bei  B  am- 
gedrückt  durch 

(39.)       y  =  c,?/,  +  c,?/2  +  --.  +  c„,«/,„+&,y„+,  +  ---  +  Ä„y„^.„, 

wo  die  c  m  neue  Constanten. 

Die  Coustanten  k  bestimmt  man,  wenn  man  die  Werthe  von  Sß 
und  von  s„  (a  =  l...w)  und  deren  w  — 1  er.sten  Ableitungen  in  einem 
Punkte  C  kennt.  Ist  /"„  ein  normaler  Differentialausdruck,  so  erhält  man 
aus  den  Ueihenentwickelungen  der  Integrale  bei  einem  singulären  Punkte 
a  die  Werthe  von  s^  iu  C  unter  der  Form  einer  Summe  einer  endlichen 
Anzahl  von  Summanden,  die  Ausdriicke  der  Form 

^"■^(log(C-a))''(C-a)'-J4(C-a)'' 

haben,  wo  e"-^  der  Werth  des  detcrminirenden  Factors  in  C,  n  eine  positive 
ganze  Zahl  und  2>„  eine  rationale  Function  der  Coustanten  ist,  die  in  den 
rationalen  Coefficienten  von  f„,  deren  Nenner  in  Factoren  aufgelöst  sind, 
vorkommen. 

Ebenso  sind  die  Constanten  c  zu  bestimmen,  wenn  man  in  einem 
Punkte  C  die  Werthe  von  y  und  y^  (q  =  l...m-|-?«)  und  den  m  —  \  ersten 
Ableitungen  kennt.  Wenn  iu  der  Differentialgleichung  (34.)  eiu  System 
normaler  Differeutialausdrücke  gleich  Null  gesetzt  ist,  so  ergeben  sich  aus 
den  Reihenentwickelungen  der  Integrale  bei  einem  singulären  Punkte  a 
jene  Werthe    unter   der  Form   einer   Summe   einer   endli(;hen   Anzahl   von 
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Summanden,  die  die  Form 

(C-o)'-(log(C-a))-(iz;_„(C-ar  +  i4(C-ar) 

haben,  wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  L^  und  L,  eiiifacli  oder  mehr- 
fach unendliche  Reihen  sind,  deren  Elemente  rationale  Functionen  der  Con- 
stanten sind,  die  in  den  rationalen  Coefficienten  von  F„,  und  f„  vorkommen. 
In  der  Differentialg-lcichung  *v  =  0  sind  bei  je  zwei  singulären 
Punkten  successive  die  linearen  Delationen  zwischen  den  Integralen  von 
f^  =  0,  f^^  =  y,  /■(,,  =  0  u.  s.  w.  aufzustellen. 

10. 

Im  Anschlüsse  an  die  Untersuchungen  in  No.  7  werden  nun  folgende 
Sätze  über  einen  durch  ein  System  normaler  Differentialausdrücke  darstell- 
baren Dift'erentialausdruck  entwickelt. 

I.  Es  sei  <f>x{y,x)  ein  System  normaler  Differentialausdrücke,  diese 
Differentialausdrücke  seien  in  unzerlegbare  Bestandtheile  aufgelöst,  alsdann 
seien  je  zwei  Bestandtheile  des  Systemes  von  *v  nicht  einander  ähnlich 
(No.  7,  III). 

Es  mögen  nun  in  dem  Systeme  <Py  zwei  auf  einander  folgende  Gruppen 
von  Bestandtheilen  von  folgender  Beschaffenheit  vorkommen.  Die  zweite 
Gruppe  bestehe  aus  einem  unzerlegbaren  normalen  Dift'erentialausdrucke, 
und  dasjenige  System  normaler  Differential  ausdrücke,  welches  aus  den  Be- 
standtheilen dieser  beiden  Gruppen  in  derselben  Reihenfolge  zusammenge- 
setzt ist.  soll  nicht  durch  ein  solches  System  normaler  Dift'erentialausdrucke 
dargestellt  werden  können,  in  welchem  ein  Diff'erontialausdruck,  der  dorn  in 
der  zweiten  Gnippe  enthaltenen  ähnlich  ist,  an  der  Spitze  des  Systemes  steht. 

Alsdann  kann  in  keiner  Darstellung  ton  '/>v  durch  ein  System  normaler 
Differentialausdrucke  (Vgl.  No.  7,  III,  c.))  ein  dem  Differentiala/isdriirke  der 
zweiten  Gruppe  ähnlicher  Bestandtheil  vor  allen  Amdriicken ,  die  denen  der 
ersten  Gruppe  ähnlich  sind,  stehen. 

Das  System  0.v  bestehe  zunächst  aus  drei  Gruppen  \o\\  Bestand- 
theileu.  Die  Bestandtiicile  der  ersten  Gruppe  bilden  das  System  l-\  ,  die 
beiden  anderen  Gruppen  seien  durch  die  beiden  unzerlegbaren  normalen 
Differentialausdrücke  /"„,  und  f^^  gebildet,  so  dass 

( 1-)      ^«„  iy,  x)  =  yi    /"a,  (»/, ,  x)  =  y ,    /;,,  [,y, ,  X)  -  «/>.v  {y,  -r). 
Die   beiden   ersten    Grujjpen   sollen   die    in    dem   Satze    vorausgesetzte    Be- 
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schaflFenheit  haben.  Wenn  nnn  in  einer  Darstellung  von  *,v  ein  dem  Diflfe- 
rentialausdrucke  f^^  ähnlicher  an  der  Spitze  stehen  könnte,  so  würde  das  auf 
diesen  Ausdruck  und  das  System  (1.)  angewandte  Verfahren  von  No.  4,  I 
ergeben,  wenn  dabei  der  Satz  No.  7,  11,  a.)  und  die  Voraussetzung, 
dass  je  zwei  unzerlegbare  Bestandtheile  in  (1.)  nicht  ähnlich  sein  sollen, 
berücksichtigt  werden,  dass  jener  Differentialausdruck  auch  in  einer 
Darstellung  des  Systeraes  F^Xy,  x)  =  y^  f^iHn  ^)  ^"  ^^'^'  Spitze  stehen  könnte, 
entgegengesetzt  der  Voraussetzung.  Es  bleibt  also  der  Fall  zu  untersuchen, 
wo  in  einer  Darstellung  von  0,y  eüi  A.  ähnlicher  Ausdruck  an  der  Spitze 
steht.  Alsdann  ergiebt  sich  durch  das  Verfahren  von  No.  4,  I  und  Satz 
No,  7,  II,  a.),  dass  das  System  *^v  dargestellt  werden  kann  durch 

(2.)     Xa,{y,^)  =  yi   x.Xy^i^)  =  y^  /«,'j/2,^)  =  *v(2^, a:), 

wo  Xt,  wiK^  X».  (^en  Ausdi'ücken  /"„,  bezüglich  f^^  ähnliche  sind,  Xt,  ein  dem 
Systeme  F„  ähnliches  System  ist.  Wenn  nun  auch  folgende  Darstellung 
von  <Py  möglich  wäre 

(3.)  X>Xy,x)  =  yi  H'aSyi,x)  =  y2  ^'^^y,,x)  =  <Py(y,x), 
wo  i//„,  dem  Ausdrucke  /"^^  ähnlich  wäre,  ip^^  ein  System  unzerlegbarer  nor- 
maler Ditferentialausdrücke  sein  soll,  von  denen  je  einer  einem  Bestandtheile 
des  Systeme«  F„,  ähnlich  ist  und  umgekehrt,  so  müssten  nach  No.  7,  V 
(Gl.  (23.)  und  (24.))  in  der  reciproken  Differentialgleichung  von  4»jf  =  0, 
*v(^3  x)  —  O5  die  Integrale  der  Differentialgleichungen 

V'a,(y,a:)  =  0,     /..(y,  x)  =  0     und    f,^{y,x)  =  0 

enthalten  sein,  wo  tp„„i  x<i,i  L  bezüglich  die  zu  V'o,,  Xa,,  L.  reciproken  Diffe- 
rentialausdrücke sind.  Diese  Integrale  sind  unter  einander  linearunabhängig 
(No.  7,  IV,  c.)  und  V,  «.),  Schluss).  Daher  kann  man  nach  No.  7,  IV,  a.) 
^yiy,  x)  die  Form  geben 

i-t-)  y^a,{y,x)  =  yi  (pAyi,x)  =  yi  (p,^{y,,x)  =  <Py{y,x\ 
wo  ^a,  und  ^0,  den  Ausdrücken  Xa,  bezüglich  /o,  ähnlich  sind.  Hieraus 
ergiebt  sich  nach  No.  7,  V,  Gl.  (23.),  (24.),  dass  <iiy{y,x)  =  0  die  Integrale 
einer  Differentialgleichung  F„,  {y,  x)  =  0  enthalten  müsste,  wo  F„, ,  der  reci- 
proke  Differentialausdruck  zu  yi,,,  dem  Ausdrucke  /"„_  ähnlich  sein  müsste, 
was  nach  dem  oben  Gesagten  nicht  möglich  ist. 

Bei  dem  Beweise  des  allgemeinen  Satzes  ist  das  ursprüngliche  System 
*.v  nach  dem  Verfahren  von  No.  4  umzuformen. 
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Wenn  es  eine  der  Behauptung  des  Satzes  entgegenstehende  Dar- 
stellung von  *v  gäbe,  die  als  zweites  System  bezeichnet  werde,  so  könnte 
der  erste  unzerlegbare  Bestandtheil  derselben  nicht  einem  Bcstandtheile  aus 
der  ersten  der  beiden  in  dem  Satze  hervorgehobenen  Grui)i)en  ähnlich  sein. 
Er  könnte  auch  nicht  dem  Diffcrentialausdrucke  in  der  zweiten  Gru])pe  ähn- 
lich sein.  Denn  dann  würde  das  Verfahren  von  No.  4,  I  und  No.  7.  11,  a.) 
auf  diesen  Bestandtheil  und  auf  die  urspiüngliche  Darstellung  von  *.v  an- 
gewandt ergeben,  dass  eine  Darstellung  des  aus  jenen  beiden  in  dem  Satze 
bemerkten  Gruppen  zusammengesetzten  Systemes  besteht,  welche  der  Vor- 
aussetzung widerspricht.  Wenn  nun  der  dem  ersten  Bcstandtheile  des  zweiten 
Systemes  ähnliche  Ausdruck  in  dem  ursprünglichen  Systeme  vor  den  ge- 
namiten  beiden  Gruppen  steht,  so  bleiben  diese  bei  der  Umformung  des 
ursprünglichen  Systemes  nach  No.  4,  I,  durch  welche  jener  erste  Bestand- 
theil des  zweiten  Systemes  an  die  Spitze  der  Darstellung  tritt,  ungeändert. 
Steht  aber  der  dem  ersten  Bestandtheile  des  zweiten  Systemes  ähnliche 
Ausdruck  in  dem  ursprünglichen  Systeme  nach  den  genannten  beiden  Gruppen, 
so  komm  tman  bei  der  bezeichneten  Umformung  auf  drei  auf  einander  folgende 
Gruppen,  von  denen  die  beiden  ersten  die  in  dem  Satze  betrachteten  sind, 
die  dritte  aus  einem  zu  dem  ersten  Bestandtheile  des  zweiten  Systemes  ähn- 
lichen DitferentialausdiTicke  besteht.  Diese  drei  Gruppen  seien  die  Ausdrücke 
(1.)  F„  .  /\,,  und  /",  .  Durch  weitere  Umformung  des  Systemes  (1.)  nach 
No.  4  kommt  man  dann  auf  das  System  (2.),  worin  die  Gruppen  /^  und  /j, 
nach  dem  bei  (2.)  etc.  Bewiesenen  wieder  die  in  dem  Satze  vorausgesetzte 
Eigenschaft  haben.  Diese  beiden  Gruppen  bleiben  bei  der  weiteren  Um- 
formung ungeändert. 

Nachdem  man  nun  den  ersten  Bestandtheil  des  zweiten  Systemes 
durch  Umformen  des  ursprünglichen  nach  No.  4  an  die  Si)itze  der  Dar- 
stellung von  *v  gebracht  hat,  sind  auf  letztere  Darstellung  dieselben  Be- 
trachtungen anzuwenden.  Indem  man  so  fortfährt,  findet  man.  dass  eine 
der  Behauptung  des  Satzes  entgegenstehende  Darstellung  von  4>s  nicht  be- 
stehen kann. 

n.  Ein  durch  ein  System  normaler  Differentialausdrücke  darstell- 
barer Differentialausdruck  *.v  werde  in  folgender  AVcise  dargestellt: 

(5.)       fa.(.y,x)  =  yi,     fjy^,x)^y,.     .  .  .     /;,(y„  x)  =  *viy,  x). 
"0  fa^  (Ä  =  0.../)  ein  normaler  Differcntialausdruck   mit  dem  determiniren- 
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den  Factor  S2^  ist,  und  zwar  von  denjenigen  normalen  Differentialmisdrüchen, 
die  an  derselben  Stelle  mit  demselben  determinirenden  Factor  £1^  etwa  auf- 
treten können,  der  von  der  höchsten  Ordnung. 

Es  kann  an  derselben  Stelle  bei  demselben  determinirenden  Factor 
nur  ein  normaler  Lifferentialausdruck  von  höchster  (Jrdnung-  vorhanden  sein, 
wie  sich  aus  den  Sätzen  No.  2,  II,  No.  3,  I  und  II  ergiebt. 

Ferner  sollen  in  der  Darstellung  (5.)  die  normalen  Differenlialausdrücke 
mit  dem  determinirenden  Factor  1  den  anderen  möglichst  vorangestellt  werden. 

p]s  ist  also  zuerst  zuzusehen,  ob  der  erste  Bestandtheil  in  (ö.)  re- 
gulär sein  kann,  ferner,  wenn  ein  nichtregulärer  Bestandtheil  in  (5.)  aufge- 
nommen ist,  ob  auf  diesen  ein  regulärer  folgen  kann. 

Eine  solche  Darstellung  des  durch  ein  System  normaler  Diflferential- 
ausdrücke   darstellbaren   Differentialausdruckes   *.v  heisse   eine    canonische. 

Es  seien  nun  von  den  unzerlegbaren  Bestandtheilen  des  Systemes  4*^ 
nicht  je  zwei  einander  ähnlich.  Diese  Bedingung  ist  jedenfalls  erfüllt,  so- 
bald in  der  canonischen  Darstellung  die  Bestandtheile  mit  demselben  de- 
terminirenden Factor  gleich  Null  gesetzt  Differentialgleichungen  liefern,  von 
denen  jede  einen  singulären  Punkt  enthält,  bei  dem  die  Wurzeln  der  Ex- 
ponentengleichung sieh  untereinander  und  von  den  Wurzeln  der  Exponenten- 
gleichungen der  übrigen  Differentialgleichungen  bei  diesem  Punkte  nicht 
um  ganze  Zahlen  unterscheiden  (No.  7,  I,  a).  Wenn  alsdann  in  einer  cano- 
nischen Darstellung  von  *^  auf  einen  nichtregulären  Dift'erentialausdiiick 
ein  regulärer  folgt,  so  bilden  die  unzerlegbaren  auf  einander  folgenden  Be- 
standtheile des  ersteren  und  der  erste  unzerlegbare  Bestandtheil  in  dem 
letzteren  in  dem  Systeme  von  4>^  zwei  auf  einander  folgende  Gruppen  von 
Bestandtheilen,  wie  sie  in  Satz  I  dieser  No.  vorausgesetzt  sind,  was  aus  den 
Eigenschaften  der  canonischen  Darstellung  folgt.  Bei  irgend  einer  Um- 
formung von  0.V  ist  daher  Satz  I  in  Rücksicht  auf  die  Bestandtheile  dieser 
beiden  Gruppen  anwendbar. 

Sollen  nun  bei  einem  durch  ein  System  normaler  Difterentialausdrücke 
gegebenen  Difterentialausdrücke  die  Darstellungen  desselben  durch  Systeme 
homogener  linearer  Differentialausdrücke  mit  rationalen  Coefficicnten  aufgestellt 
werden,  so  hat  man  von  den  Sätzen  No.  7,  III  auszugehen  und  die  Sätze 
No.  7,  VI  und  dieser  No.  I  und  II  bei  Anwendung  des  in  der  No.  5  und 
No.  6  dargestellten  Verfahrens  zu  berücksichtigen. 

III.    Der  durch  ein  System  normaler  Difterentialausdrücke  ausdrück- 
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bare  Diiferentialauscliuck  *.v  sei  in  caiionischer  Form  dargestellt.  Alsdann 
sollen  die  normalen  Di/ferentialausdrücke  näher  betrachtet  werden,  die  gleich 
Null  gesetzt  Differentialgleichungen  liefern,  deren  Integrale  in  0^  =  0  ent- 
halten sind.  Bei  demselben  determiiiireuden  Factor  kann  nur  ein  solclier 
Differentialausdnick  von  höchster  Ordnung  vorhanden  sein,  und  derselbe 
gleich  Null  gesetzt  muss  eine  Differentialgleichung  liefern,  welche  die 
Integrale  jeder  Differentialgleichung  enthält,  in  der  einer  der  betrachteten 
Differentialausdrücke  mit  demselben  determinirenden  Factor  gleich  Null  ge- 
setzt ist  (No.  2,  II,  No.  3,  I  und  II). 

In  einem  solchen  normalen  Differentialausdrucke,  der  von  denen 
mit  demselben  determinirenden  Factor  die  höchste  Ordnung  hat.  F{y,x),  sei 
der  determinirende  Factor  i2^.  Aus  der  canonischen  Darstellung  von  0.v 
werde  nun  das  System  S(y,  x)  derjenigen  normalen  Differentialausdrücke 
herausgenommen,  die  vor  dem  Bestandtheile  mit  dem  determinirenden  Factor 
Sl,.  stehen  (No.  7,  III,  a. )).  Alsdann  werden  die  Integrale  von  F  =  0  und  S  —  0 
in  einer  Differentialgleichung,  deren  Ordnung  gleich  der  Summe  der  Ord- 
nungen jener  ist,  nach  No.  7,  IV,  a.)  und  c.)  vereinigt.  Hieraus  und  aus  den 
Eigenschaften  der  canonischen  Darstellung  von  0v  folgt  nun: 

Die  Ordnung  von  F  kann  nicht  grösser  sein,  als  die  des  ersten 
Bestandtheiles  G  in  der  canonischen  Darstellung  von  0.v,  welcher  denselben 
determinirenden  Factor  wie  F  enthält.  Werden  die  regulären  Diff'erentialaus- 
drücke  in  diesen  beiden  normalen  gleich  Null  gesetzt,  so  entstehen  Differential- 
gleichungen, bei  denen  bei  jedem  Funkte  die  Wurzeln  der  E.rponenleugleichtnig 
der  ersten  sich  von  eben  so  vielen  Wurzeln  der  Exponentengleichung  der  zweiten 
nur  um  ganze  ZAihlen  unterscheiden.  Es  folgt  weiter  (No.  7,  IV,  «.),  c.)  und  III,  c.)) : 

Wenn  die  Differentialgleichung  </>^v  =  ü  tollstündig  in  solche  Diffe- 
rentialgleichungen  zerfallen  soll  (No.  7,  V,  b.),  in  denen  normale  Differcntialaus- 
driicke  gleich  Null  gesetzt  sind,  so  ergiebt  sich  als  nothwendig  und  hinreichend : 

In  einer  canonischen  Darstellung  von  0.v  müssen  die  determinirenden 
Facloren  in  je  zwei  Ih'standtheilen  von  einander  verschieden  sein  und  ein 
etwa  vorhandener  regulärer  liestandtheil  darf  nur  zu  Anfang  stehen.  Die 
Ordnungen  der  vorhin  betrachteten  Ausdrücke  F  und  G  mtissen  übereinstimmen 
und  die  Anzahl  der  Ausdrücke  F  muss  gleich  der  der  Bestandtheile  in  der  cano- 
nischen Darstellung  sein. 

Nachdem  aus  einer  canonischen  Darstellung  von  </>>•  diese  Eigen- 
schaften der  hier  betrachteten  Differeutialausdrücke    erkannt  sind,    ist  nacli 
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dem  Verfahren  No.  5  aus  der  Differentialgleichung  ^^  =  0  zu  ermitteln,  ob 
solche  Ausdrücke  bestehen.  Vereinigt  man  die  Integrale  der  Differential- 
gleichungen, in  welchen  diese  Ausdrücke  gleich  Null  gesetzt  sind,  in  einer 
Differentialgleichung,  deren  Ordnung  gleich  der  Summe  der  Ordnungen  jener 
ist,  ^'^  =  0  (No.  7,  IV,  a.)  und  c.))  und  stellt  *  v  unter  der  Form 

(Pniy,  a")  =  s,     VV-« («,  x)  =  *v(y,  x) 
dar,  wo  i/'a-»  ein  homogener  linearer  Differentialausdruck  (iV  — «)*er  Ordnung, 
so  erhält  man  eine  Darstellung  von  *,V5  die  ftii"  die  Betrachtung  der  Inte- 
grale von  0^-  =  0  von  Wichtigkeit  ist  (s.  folgende  No.). 

11. 

Es  sei  also  jetzt  die  homogene  lineare  Differentialgleichung  m*«"^  Ord- 
nung mit  rationalen  Coefficienten 

vorgelegt. 

I.  Nun  werde  untersucht,  ob  sich  Differentialgleichung  F„.  =  0  unter 
der  Form 

(2.)  4>Ay,x)  =  s,  F.,,^,.{s,x)  =  0 
darstellen  lässt,  wo  4>i^  und  F„,_j^.  Differentialausdrücke  der  Form  von  F„ 
bezüglich  iV'er  und  (m— /V)t«r  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  sind,  *a. 
sich  durch  ein  System  normaler  Differentialausdrücke  darstellen  lässt,  und 
entweder  m—N  =  0  ist,  oder  wenn  ?»  — iV>0  ist,  unter  den  Integralen  von 
F,„^ff  =  0  nicht  mehr  die  Integrale  einer  Differentialgleichung  enthalten  sind, 
in  welcher  ein  normaler  Difterentialausdruck  gleich  Null  gesetzt  ist. 

In  der  Darstellung  der  Difterentialglei(nuing  (1.)  unter  der  Form  (2.) 
und  den  angegebenen  Bedingungen  sind  die  beiden  Differentialausdrücke 
<^A  »^md  F„_,v  niu-  auf  eine  Weise  möglich  (No.  4). 

Zunächst  ist  nun  nach  No.  7 ,  I  aus  F,„  {y,  x)  =  0  die  obere  Grenze 
für  die  Zahl  A^  zu  bestimmen.  Alsdann  ist  unter  Anwendung  der  in  den 
Nn.  5  und  6  entwickelten  Methoden  die  Darstellung  von  F,„  («/,  x)  unter  der 
Form 

(3.)       f,Xy>x)  =  y,     F„,_Jy,,a:) 

aufzusuchen,  wo  /"^,  ein  normaler  Ausdmck  Od*®""  Ordnung,  F,,,.^,  ein  Ausdruck 
der  Form  von  F,„  (m  —  au)**^""  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  ist.    Hier- 
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auf  ist  die  Darstellung  von  F„_,   unter  der  Form 

(4-)       rjy,,x)  =  y,     F„._.„_,,(y,,x) 
aufzusuchen,  wo  f^^  ein  normaler  Ausdruck  a,*«""  Ordnung,  F,„_^_,^  ein  Aus- 
druck der  Form  von  F„,  (m  —  a«  -  aO*"  Ordnung-  mit  rationalen  Coefficienten 
ist,  bis  schliesslich  F„,  (y,  x)  unter  der  Form 

(5-)       fdy,^)  =  yi     fa,{yi,x)  =  y....f,^{y,,x)  =  s     F„,.y{s,x) 
dargestellt  ist,  wo  f^^  {k  =  O..J)  ein  normaler  Differentialausdruck  a*'«'' Ord- 
nung Oi,-f-a,H hn,  =  iV  ist.     Hierbei  sei  der  Differentialausdruck  't>s{y,x) 

(6.)       f,^{y,x)  =  y,     fa,iyi,a;)=-y^...f,^(y,,x)  =  <f>s«{y,x) 
durch  das  System  (6.)  in  canonischer  Darstellung  (No.  10,  II)  gegeben. 

Bei  dieser  Darstellung  von  F„,  {y,  a;),  wo  <t>y  unter  canonischer  Form 
gegeben  wird,  hat  man  in  Bezug  auf  die  formellen  Entwickelungen ,  die 
nach  No.  5  erforderlich  sind,  immer  zuerst  den  Fall  ins  Auge  zu  fassen, 
der  am  Schlüsse  von  No.  5  betrachtet  ist.  Enthält  F,„  =  0  einen  solchen 
singuläreu  Punkt,  bei  welchem  entweder  eine  Coefficientengleichung  (No.  6) 
nicht  besteht,  oder  diejenigen,  die  bestehen,  nur  einfache  Wurzeln  enthalten, 
und  bei  welchem  in  der  Exponentengleichung  je  zwei  Wurzeln  sich  nicht 
um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  so  behält  dieser  Punkt  nach  No.  6,  I  uiul  III 
und  No.  7, 1  auch  in  den  Differentialgleichungen  F,„_„^  =  0,  F,„_„  _„,  =  0  etc.  diese 
Eigenschaft,  und  man  weiss  von  vorn  herein,  dass  man  alle  formellen  Ent- 
wickelungen, die  nach  No.  5  gebraucht  werden,  bei  diesem  Punkte  vornehmen 
kann,   ohne  auf  unbestimmte  Constanten  zu  stosseu.     (Vgl.  No.  7,  VI,  b.)). 

IL  Hat  die  Differentialgleichung  (1.)  F,„  =  0  die  Darstellung  (2.) 
*.v (y,  a;)  =  s, ,  F„,_,v(.v,  x)  =  0  erhalten,  wo  *v  durch  das  System  (6.)  ge- 
geben ist,  so  kann  man  unter  Anwendung  der  Methode,  die  in  No.  7,  V,  b.) 
gegeben  ist,  zusehen,  ob  die  Differentialgleichung  F,„  =  0  in  zwei  homogene 
lineare  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten 

^Ay,  X)  =  0,    'P,..Ay,  X)  =  0 
zerfällt  (No.  7,  V,  b.)). 

lieber  die  verschiedenen  DarsteUunyen  des  durch  ein  System  normaler 
Differentialamdrücke  (6.)  gegebenen  Difjerentialausdruckes  4»^  {y ,  x)  siehe 
No.  10,  IL 

III.  In  Bezug  auf  die  Integrale  der  Di/ferenlialgleichmig  ( 1 . )  F„,  ^  0, 
nachdem  dieselbe  unter  der  Form  (2.),  tco  *,v  durch  (6.)  gegeben  ist.  darge- 
stellt worden  ist,  werde  erstens  der  Fall  m  — iV>-0  betrachtet. 
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Bei  einem  nicht  singulären  Punkte  von  F,„  =  0  werde  ein  System 
von  m  linearunabhängigen  Integralen  dieser  Differentialgleichung  ent- 
wickelt ,  unter  denen  sich  N  linearunahhängige  von  <Py  —  0  befinden.  Bei 
einem  solchen  Punkte  ist  der  charakteristische  Index  in  *.v  =  0  und  F„_,v  =  0 
oleich  Null .  und  der  Punkt  ist  in  *,y  =  0  entweder  nicht  singulär  oder 
ausserwesentlich  singulär.  In  Betreff  der  Entwickelungeu  dieser  m  In- 
tegrale s.  No.  9  Gl.  (5.),  (20.),  (21.)  und  ferner  Abh.  Band  81  pag.  3. 
Es  seien  nun  von  einem  Integrale  von  F,„  =  0  und  seinen  m— 1  ersten 
Ableitungen  die  "Werthe  in  derii  betreffenden  Punkte  gegeben.  Die  De- 
terminante des  Systemes  der  m  linearunabhängigen  Integrale  in  diesem 
Punkte  ist  endlich  und  von  Null  verschieden  (s.  die  Abhandlung  des  Herrn 
Fuchs,  Bd.  66  p.  128  Gl.  (3.))  und  in  dem  Ausdrucke  eines  Integrales  von 
F„,  =  0 ,  welcher  durch  eine  lineare  Verbindung  der  tu  linearunabhängigen 
Integrale  mit  constanten  Coefficienten  gegeben  wird,  sind  diese  Coefficienten 
durch  ein  System  von  tn  linearen  Gleichungen  vermittelst  der  in  dem 
Punkte  gegebenen  Werthe  des  Integrales  und  seiner  m  — 1  ersten  Ablei- 
tungen eindeutig  bestimmt.  Die  Entwickelungeu  der  7«  linearunabhängigen 
Integrale  sind  zu  dem  Zwecke  bis  zur  Potenz  mit  dem  Exponenten  m  —  1 
zu  nehmen.  Ergiebt  sich  nun.  dass  in  dem  Ausdrucke  des  betreffenden 
Integrales  von  F,„  =  0  durch  eine  lineare  Verbindung  der  m  linearunab- 
hängigen Integrale  mit  constanten  Coefficienten  nur  Coefficienten  der  Inte- 
grale von  *  V  =  0  von  Null  verschieden  smd,  so  erfüllt  das  Integral  letztere 
Dift'erentialgleichung  und  ist  mittels  dieser  weiter  zu  untersuchen. 

Soll  ein  Integral  von  F„.  =  0  bei  einem  singulären  Punkte  dieser 
Ditt'erentialgleichung  regulär  sein  und  ist  bei  diesem  Punkte  der  charakte- 
ristische Index  von  F,„_.v  =  0  gleich  m  —  N,  so  muss  das  Integral  die  Diffe- 
rentialgleichung 4>y  =  0  erfüllen  (s.  No.  3.  I). 

In  diesen  beiden  Fällen  kommt  man  also  zur  weiteren  Untersuchung 
eines  Integrales  von  F,„  =  0  auf  die  Differentialgleichung  4>y  =  0  zurück. 

Es  werde  zweitens  der  Fall  m  —  N  =  0  betrachtet,  oder  es  werden  die 
Integrale  der  Differentialgleichung  *  y  =  0  untersucht. 

Voti  diesen  Integralen  sind  in  No.  9,  I  bei  den  singulären  Punkten  von 
0.V  =  0  Entwickebmgen  gegeben,  aus  denen  immer  die  Wurzeln  der  zu  einem 
singulären  Punkte  gehörenden  von  Herrn  Fuchs  als  Fundamentalgleichung 
bezeichneten  algebraischen  Gleichung  hervorgehen,  wodurch  in  der  allge- 
meinen Form,  die  ein  System  linearunabhängiger  Integrale  bei  einem  solchen 
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Punkte  aimimmt  (s.  die  Abliaudluug  des  Henu  Fuchs,  Bd.  66,  p.  136) .  die 
Anzahl  der  Gruppen  der  Integrale  und  die  Anzahl  der  linearunahhängigeu 
Integrale,  die  zu  einer  Gruppe  gehören,  und  die  Exponenten  der  Potenzen  in 
den  Potenzreihen  der  Entwickelungen  bis  auf  ganze  Zahlen  bekannt  werden. 

Dann  kann  man  bei  den  singulären  Punkten  nach  No.  9,  II  im  All- 
gemeinen die  zu  eil/er  Gruppe  gehörenden  linearunabhängigen  Integrale  in 
solchen  Formeln  aufstellen,  aus  denen  in  der  I^ntwickelung  jedes  Integrales 
die  höchste  Potenz  des  Logarithmus  bekannt  wird,  und  aus  denen  die 
Constanten  Coefficienten  in  der  linearen  Verbindung  der  Integrale  mit  con- 
stanten  Coefficienten,  in  welche  Verbindung  ein  Integral  bei  einem  Um- 
gange um  den  singulären  Punkt  übergeht,  bekannt  werden,  wodurch  zugleich 
die  linearen  Relationen  zwischen  den  Coefficienten  der  Potenzen  des  Lo- 
garithmus erhalten  werden. 

Besonders  hervorzuheben  ist  der  Fall,  wo  * y  =  0  eine  solche  Ditfe- 
rentialgleichuug  ist,  oder  in  mehrere  solche  zei-fällt  (No.  7,  V,  6.)),  die  dadurch 
entstehen,  dass  normale  DiflferentialausdiTicke  gleich  Null  gesetzt  sind  (in 
Betreff  dieses  Falles  s.  No.  10,  III).  Denn  alsdann  nehmen  die  Integrale 
die  Form  e"'£/  an,  wo  W  eine  rationale  Function  ist,  U  das  vollständige 
Integral  einer  Differentialgleichung,  in  welcher  ein  regulärer  Ausdruck  gleich 
Null  gesetzt  ist.     Vgl.  No.  8,  II. 

Es  kann  ferner  von  einem  Integrale  von  <Py  —  0.  wo  <^,v  durch  das 
System  normaler  Ausdrücke  /"j^,  (y,  x)  =  y , ,  /ä,  (y i  ?  ar)  =  y, . . .  /".^  [y,,  x)  darge- 
stellt ist,  untersucht  werden,  ob  dasselbe  einer  linearen  homogenen  Diffe- 
rentialgleichung niedrigerer  Ordnung  /"^  =  0,  /"a  =  ^i  /a,  =  0  etc.  genügt. 

Hier  ist  wie  oben  {m  —  N'^0)  der  Fall  zu  beachten,  wo  bei  einem  nicht 
singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  *,v  =  0  die  Werthe  eines  Integrales 
von  0,v  =  0  und  seiner  N—  1  ersten  Ableitungen  gegeben  sind;  ferner  der  Fall, 
wo  ein  Integral  von  *.v  =  0  bei  einem  singulären  Punkte  dieser  Differen- 
tialgleichung regulär  sein  soll  und  *^v  =  0  die  Darstellung 

1'„{y,x)  =  s  x,-„{s,  X)  =^  0 
hat,  wo  !F„  und  Xy  „  Systeme  normaler  Ausdrücke  sind,  und  bei  diesem 
Punkte  der  charakteristische  Index  von  Xx—<  =  0  gleich  V— «  ist,  so  dass 
das  Integral  die  Differentialgleichung  ¥^„  =  0  erfüllen  muss.  Ist  in  der 
Entwickelung  eines  Integrales  von  *v=0  unter  der  Form  No.  9,  Gl.  (17.) 
der  Exponent  einer  Potenz  in  den  Potenzreiheu  bis  auf  eine  ganze  Zahl 
gegeben,    so  kann  man  nach  No.  9,    I  das  System  'Py  so   auf  die  Form 
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^„{y,  x)  =  s  /„y-nis,  x)  bringen,  dass  ^^  das  System  derjenigen  Bestandtheile 
von  0,v  ist,  welches  gleich  Null  gesetzt  eine  Differentialgleichung  liefert, 
die  Integrale  mit  dem  gegebenen  Exponenten  enthält. 

Bei  dieser  Untersuchung  der  Integrale  von  *>■=  0  sind  die  verschiedenen 
Darstellungsformen  von  *v  durch  Systeme  normaler  Differentialausdrücke 
zu  berücksichtigen.  Besonders  ist  die  Darstellung  von  *  v  ^n  iy,  x)  =  s 
Xjf-nis,  x)  =^  fpyiy,  x)  zu  betrachten,  wo  die  Integrale  von  W„  =  0  aus  den 
linearunabhängigen  Integralen  derjenigen  Differentialgleichungen  bestehen, 
in  welchen  normale  Differentialausdrücke  gleich  XuU  gesetzt  sind,  und  deren 
Integrale  die  Differentialgleichung  <t>x  =  0  erfüllen  (s.  No.  10,  III). 

Ergiebt  sich  aus  einer  Darstellung  von  <f>y,  dass  ein  bei  ehiem 
singulären  Punkte  von  ^y  ==  0  zu  untersuchendes  Integral  dieser  Differen- 
tialgleichung einer  solchen  Differentialgleichung  genügt,  die  aus  einem 
gleich  Null  gesetzten  Systeme  normaler  Ausdrücke  besteht,  in  welchen  die 
in  Partialbrüche  zerlegten  rationalen  Functionen  W  der  determinirenden 
Factoren  e"  die  Summe  der  Grlieder,  in  denen  sie  bei  dem  singulären  Punkte 
unendlich  werden,  übereinstimmend  haben  gleich  w,  wo  w  =  0  ist,  wenn 
W  bei  diesem  Punkte  nicht  unendlich  wird,  so  hat  das  Integral  die  Form 
e^u,  wo  u  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten  genügt,  die  bei  diesem  Punkte  den  charakteristischen  Index 
gleich  Null,  demnach  bei  demselben  Punkte  nur  reguläre  Integrale  hat. 

Greifswald,  den  18.  November  1876. 


Abdruck  ans  dem  „Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik"  Bd.  83. 
Druck  von  G.  Reimer  in  Berlin. 


l. .  / 


7 


'77 


r, 


>s 


«ff 


^ 


r 


f     ^ 


^     f 


^ 


X 


Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 


L.  W^.  Thome. 


Y  OF  TORONTO 


Ahdruck  ans  dem  „Juunial  für  die  reine   und  angewandte  Mathematik",  Bd.  S7. 


Druck   von  (,;.   Keimer  in   Berlin. 


V  on  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Functionen  als  Coefficienten  sei  bei  zwei  Punkten  der  Constructionsebene 
je  ein  System  linearunabhängiger  Integrale  entwickelt.  Werden  alsdann 
längs  einer  Linie,  beständig  auf  einer  Seite  derselben,  die  Integrale  des 
einen  Systems  aus  ihrem  Entwickelungsgebiete  in  das  Entwickelungsgebiet 
des  anderen  Systems  hin  fortgesetzt,  so  geht  jedes  Integral  des  ersten 
Systems  in  eine  homogene  lineare  Verbindung  der  Integrale  des  zweiten 
Systems  mit  constanten  Coefficienten  über.  Die  Aufgabe,  diese  constanlen 
Coefficienten  zu  ermitteln,  wird  in  nachstehender  Abhandlung  behandelt, 
und  zwar  besoiulers  rücksichtlich  solcher  Differentialgleichungen,  in  denen 
normale  Differentialausdrücke  oder  Systeme  solcher  (s.  die  Abh.  des  Ver- 
fassers Bd.  83  dieses  Journals  No.  1)  gleich  Null  gesetzt  sind.  Die  zu 
dem  Zwecke  in  den  Nrn.  1,  5  und  6  in  den  allgemeineren  Grundsätzen 
aufgestellte  Methode  ist  überhaupt  auf  homogene  lineare  Differential- 
gleichungen mit  allenthalben  einwerthigen  Coefficienten  und  einer  endlichen 
Anzahl  siugulärer  Punkte  anwendbar.  Bei  der  Darstellung  der  Integrale 
kommen  allgemeine  Eigenschaften  von  homogenen  linearen  Differential- 
gleichungen mit  rationalen  Coefficienten  zur  Anwendung,  die  in  No.  7  ent- 
wickelt sind. 

Wenn  bei  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  m*«""  Ordnung 

mit  rationalen  Coefficienten  um  einen  singulären  Punkt  im  Endlichen  x  ~  a 
als  Mittelpunkt  ein  Kreis  geschlagen  wird,  der  bis  zu  dem  nächsten  sin- 
gulären  Punkte   reicht,    so  giebt  es  in  diesem  Kreise   nach  Herni  Fuchs 
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Bd.  66  dieses  Journals  p.  131.  Bd.  68  p.  355  (^gl.  die  Abh.  des  Verfassers 
Bd.  75  No.  8)  ein  System  von  m  linearunabliängigen  Integralen  der  Diffe- 
rentialgleichung unter  folgender  Form: 

Das  System  der  Integrale  zerfällt  in  eine  Anzahl  Gruppen.  Eine 
Gruppe  von  A  (/.]^1)  Integralen  hat  die  Gestalt: 

(2.)      y.  =  {x-  aY'  i,  </),,  (log  {x  -  a))^-'     (a  =  1 . . .  X). 

die  Exponenten  r,  unterscheiden  sich  nur  um  ganze  Zahlen,  die  Functionen 
y,i.  sind   innerhalb   des  Kreises,   abgesehen   vom  Mittelpunkte,   einwerthige 
und  stetige  analytische  Functionen,  die  Function  {x  —  d)''ifi^i,  (b  =  2...ftj  ist 
einer  homogenen  linearen  Verbindung  der  Functionen 
,         .r,         ja=  \...k—\  { 

mit  constanten  Coefficienten  gleich.  Die  Exponenten  r  von  einer  Gruppe 
zur  anderen  unterscheiden  sich  nicht  um  ganze  Zahlen. 

Jede  Function  (f^^  lässt  sich  durch  die  Summe  zweier  Potenz- 
reihen darstellen,  von  denen  die  eine  nach  Potenzen  von  x  -a  mit  positiven, 
die  andere  mit  negativen  ganzzahligen  Exponenten  fortschreitet,  und  die 
erste  wenigstens  innerhalb  des  oben  angegebeneu  Kreises  convergirt,  die 
zweite  für  jeden  Werth  von  x,  ausser  x  —  a. 

Wird  ein  Integral  aus  den  Integralen  dieser  Gruppen  linear  mit 
constanten  Coefficienten  zusammengesetzt,  und  sind  diese  Integi-ale  in  der  vorhin 
angegebenen  Weise  ent"n-ickelt,  so  erhält  dasselbe  eine  F.ntwickelung  einer 
Form,  die  es  nur  auf  eine  Weise  annimmt  (Abh.  Bd.  74  No.  1  [h. )).  Hat  also  ein 
Integral  in  einem  Kreise  um  iE  =  a  eine  Eutwickelung  von  solcher  Form 
erhalten,  so  müssen  die  Potenzreihen  in  derselben  innerhalb  des  oben 
angegebenen  Kreises  convergiren  (die  mit  negativen  Exponenten  ausser  x  —  a). 

Entsprechend  ist  es,  wenn  x  =  <  '  in  F„Xy,x)  =  0  eingesetzt  wird 
und  /  —  0  siiigulärer  Punkt  ist. 

Es  möge  das  Gebiet  innerhalb  des  um  den  singulären  oder  nicht- 
shigulären  Punkt  x^a  als  Mittelpunkt  gesclilagenen  Kreises,  der  durch 
den  nächsten  singulären  Punkt  der  Ditfercntialgleichung  F,jy,  x)  =  0  geht, 
der  zu  dem  Punkte  x  =  a  gehörende  Bezirk  genannt  werden.  Zu  dem 
Punkte  X  =  oc  gehört  als  Bezirk  das  Gebiet  ausserhalb  des  um  x  =  0  als 
Mittelpunkt  gesclilagenen  Kreises,  welcher  durch  den  von  x  =  0  entferntesten, 
im  Endlichen  liegenden,  singulären  Punkt  hindurchgeht. 

29* 
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Wenn  man  nnn  zwei  l^unkte  a  und  b  nimmt,  so  dass  der  zu  a  ge- 
liihende  Bezirk  in  den  von  b  hineinreicht,  so  kann  man  hei  jedem  der 
heiden  Punkte  je  ein  System  linearunahliängiger  Integrale  entwicrkeln  und 
diese  Entwickelungen  gelten  alsdann  in  dem  gemeins(diat'tliche.n  Gebiete 
heider  Bezirke.  Kiii  Integral  des  einen  Systems  ist  nun  gleich  einer  homo- 
genen linearen  Verbindung  der  Integrale  des  anderen  Systems  mit  constanten 
Coefficienten.  Differentiirt  man  diese  Gleichung  in  dem  genannten  gemein- 
schaftlichen Kntwickelungsgebiete  (m— l)mal,  so  erhält  man  im  Ganzen  ein 
System  von  m  in  Bezug  auf  die  m  unbekannten  constanten  Coefficienten 
linearen  Gleichungen.  Durcli  Auflösung  dieses  Systems  von  m  linearen 
Gleichungen  gelangt  man  zur  Bestimmung  der  m  Unbekannten. 

Liegt  aber  der  zu  a  gehörende  Bezirk  ausserhalb  des  zu  b  ge- 
hörenden, so  kann  man  durch  eine  Substitution  für  x  diesen  Fall  auf  den 
vorigen  zurückführen. 

Es  wird  hier  nun  folgende  Substitution  angewandt. 

Die  siiigiilären  oder  nicht  singulären  Punkte  a  und  b  mögen  so 
liegen,  dass  durch  h  ein  Kreis  gelegt  werden  kann,  innerhalb  dessen 
Peripheiie  «  und  ausserhalb  derselben  alle  übrigen  singulären  l'unkte  der 
Diifercntialgleichung  (ausser  etw^a  a  oder  b)  liegen.  Dieser  Kreis  werde, 
indem  x  gleich  einer  rai'ionalen  FmicHon  ersten  Grades  von  i'  gesetzt  wird, 
conform  auf  den  Kreis  in  der  ^-I^bene  mit  dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt 
und  dem  Radius  1  abgebildet,  so  dass  dem  Punkte  x  =  a  der  Punkt  1  =  0, 
dem  Punkte  x  =  b  der  Punkt  i^'  =  1  entspricht. 

Die  Bestimmung  dieser  rationalen  Fun(;tion  ergiebt  sich  aus  den  be- 
kannten Eigenschaften  einer  rationalen  Substitution  ersten  Grades  für  x. 
Eine  rationale  Substitution  ersten  Grades  für  x  hat  die  Form 


woraus  folgt 


Ist  y  gleich  Null  und 


^^■)  -         -      yS,^ö^ 


(4.)     ^-    "^ 


«=Mod(|)<  ;;-=.+e,, 

h  und  //  reell,  /'/ ^  —1,  so  hat  man 

(5.)       x-f-iri  =  u^  e'"  v  =  e"'Mod  (  "  j  c. 
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Die  Heliition  .c  —  t-~ir,  =  n  driirkt  aus,  ilass  mim  clurcli  eine  Versr-hiebung 
der  T-I-lbeiie  um  die  Grösse  *  parallel  der  Axe  der  reellen  Wertlie  und 
um  die  Grösse  rj  parallel  der  Axe  der  Coefficienten  vou  i  die  «/-Ebene  er- 
hält, welche  so  auf  der  .^-P^bene  liej^t.  dass  entsprechende  Punkte  zusammen- 
fallen. l»ie  llelation  u  =  e"'v  stellt  dar,  dass  eine  Drehung  der  M-Kl>ene 
um  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  und  um  den  Winkel  6  die 
c-Ebene  giebt,  welche  so  auf  der  y/-Ebene  liegt,  dass  entsprechende  Punkte 
zusammenfallen.  Gemäss  der  Relation  c  =  Mod(>  )i'  werden  alle  Pvadien- 
ve(;toren    in  der  r- Ebene  vom  Ursprünge   des  Coordinatensystems  mit  dem 

Factor  nuütiplicirt;    einer   C'urve   in   der  c- Ebene  entspricht  eine 

^     M.<«) 

ähnliche   in   der  |- Ebene. 

Ist  ;'  von  Null  verschieden,  so  liat  man 

i 
(6.)       x^pzrq,     >  =  rL,  +  s,     3  =  -^, 

wo  p,  f/,  r,  s  durch  die  Gleichungen 

(7.)       ys  +  (y  =  0,     r/-77  =  0,     ft-d(i~-ypr 

gegeben  sind.     Setzt  man  'C  =  Mod('C)e"',   woraus  s  =  ^tj— r^^-.  e"'*,  so  ergiebt 

sich :  Durchläuft  ein  Punkt  in  der  u- Ebene  eine  sieh  selbst  nicht  schneidende, 
geschlossene  Linie,  welche  ein  endliches  Gebiet  begrenzt,  das  den  Nullpunkt 
nicht  enthält,  in  positiver  Richtung,  (so  dass  die  Richtung  zu  der  Richtung  der 
von  Innen  nach  Aussen  gezogenen  Normalen  liegt,  wie  die  Strecke  +  i  zu  der 
Strecke  -fl),  so  durchläuft  der  entsprechende  Punkt  in  der  z-?^bene  eine 
sich  selbst  nicht  schneidende  geschlossene  Linie,  welche  ein  endliches  Ge- 
biet begrenzt,  das  den  Nullpunkt  nicht  entliält,  in  positiver  Richtung,  und 
einem  Punkte  im  Iimcni  des  ersteren  Gebietes  entspricht  ein  Punkt  im 
Innern  des  letzteren  und  umgekehrt.  Durchläuft  ein  Punkt  in  der 
'-'-Ebene  eine  sich  selbst  nicht  schneidende  geschlossene  Linie,  welche 
ein  endliches  Gebiet  begrenzt,  das  den  Nullpunkt  im  Innern  enthält,  in 
liositiver  Richtung,  so  durchläuft  der  entsprechende  Punkt  in  der  c--Ebenc. 
eine  sich  selbst  nicht  schneidende,  geschlossene  Linie,  welche  ein  (iebiet 
begrenzt,  das  den  Unendlichkeitspunkt  enthält,  in  positiver  Richtung  und 
dieselbe  Linie  als  Begrenzung  eines  endlichen  Gebietes,  welches  den 
Xulll)unkt  im  Innern  enthält,  in  negativer  IJichtung,  und  einem  Punkte 
ausserhalb    letzteren    (Jebietes    in    der  3 -Ebene    entspricht  ein   l'unkt  inner- 
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halb  des  Gebietes  in  der  C- Ebene  und  umgekehrt.  Einem  Kreise  in 
der  ^- Ebene  entspricht  ein  Kreis  in  der  z-E^bene.  Denn  ist  s  =  u-\-iv, 
l^=a-\-iT,  wo  11,  V,  a,  r  reell  sind,  so  ergiebt  sich  aus  z  =  ^-: 

ia  —T 

_       u  _     "" 

und  aus  der  Gleichung  eines  Kreises  in  der  ^-Ebeue 

(9.)       c„(o'-|-T-)  +  c,a+C2r  +  c,  -=  0 
folgt  die  Gleichung  euies  Kreises  hi  der  z-Ebene 

(10.)  C||4- c,M  —  C2» +  C3  («'+»')  =  0 
und  umgekehrt.  Durchläuft  also  in  (3.)  der  Punkt  in  der  iJ-P^bene  einen  Kreis 
als  Begrenzung  des  den  Mittelpunkt  enthaltenden  Gebietes  (Kreisfläche)  in 
positiver  Richtung,  dessen  Kreisfläche  nicht  den  Punkt  s  — —  enthält,  so 
durchläuft  der  entsprechende  Punkt  in  der  a;-Ebenc  einen  Kreis  hi  positiver 
Richtung,  dessen  Kreisfläche  nicht  den  Punkt  7=  enthält,  und  einem 
Punkt  im  Innern  des  einen  Gebietes  entspricht  ein  Punkt  im  Innern  des 
andern.  Und  durchläuft  ein  Punkt  in  der  ^-Ebcne  einen  Kreis  in  positiver 
Richtung,  dessen  Kreisfläche  den  Punkt  s  =  —  im  Innern  enthält ,  so 
durchläuft  der  entsprechende  Punkt  in  der  x- Ebene  in  negativer  Richtung 
einen  Kreis,  dessen  Kreisfläche  den  Punkt  q  =  im  Innern  enthält  und 
einem  Punkte  im  Innern  des  ersten  Gebietes  entspricht  ehi  Punkt  ausser- 
halb des  zweiten  und  umgekehrt. 

Um  nun  die  oben  angegebene  conforme  Abbildung  zu  vollziehen, 
sei  der  Mittelpunkt  des  dunih  6  gelegten  Kreises  in  der  x-Ebene,  in  dessen 
Innern  a  liegt,  c.     Dann  werde  gesetzt: 

(11.)  x  =  c  +  n,  />  -  c  =  Mod  (A  -  c)  c'",  m  =  Mod(/»- c)«'"», 
so  wird  der  betrachtete  Kreis  in  der  a;-Ebene  conform  auf  den  Kreis  in 
der  V  -  Ebene  mit  v  —  0  als  Mitteljjunkt  und  dem  Radius  1  abgebildet,  so 
dass  der  Punkt  x  =  a  dem  innerhalb  dieses  Kreises  in  der  v  -  Ebene 
liegenden  Punkte  «5  =  r^'^  ,  der  Punkt  x  =  b  dem  Punkte  v  =  1  entspricht. 
Nun  werde 

(12.)       .  =  ^^ 
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gesetzt.  Die  drei  willkürlichen  (.'onstanteii  in  (12.)  sollen  so  bestimmt 
sein,  dass  drei  Wertlien  |  mit  dem  Modul  =1,  drei  Werthe  c  mit  dem 
Modnl  =  1  in  übereinstimmender  (positiver)  Reihenfolge  so  zugeordnet  sind, 

dass  zugleich  der  Werth  1  =  0  dem  Werthe  v  —  ?~  entspricht.  Dem 
Werth  1=1  entspricht  »  =  1.      .  _      sei  gleich  d  gesetzt.     Die  conjugirten 

Grössen  der  complexen  v,  |,  /.,  u,  v,  (j,  d  werden  durch  v' ,  i' ,  ).',  u,  v,  {>',  d' 
bezeichnet.  In  (12.)  muss  alsdann,  wenn  'i^'  =  1  ist,  zugleich  er'  =  1  sein. 
Demnach  hat  man: 

( 13  )      cv'  =  ^^  +  ^  H±t'^  =    AA'-fjMft'-t-  Aft'.g  +  ^A'I'    ^ 
^    '  ''  v^-l-g     v'l'+P'  vv'+Qg'+vQ'^  +  Qv'i.' 

Daraus  folgt 

1    A/.'+H/t'   =     J't''-\-Q(j' 

(14.)       //.,»'-!'(>'  =  0 

\).'u^J''(J     =    0, 

und  hieraus  ergieht  sich  {kk'—uu'f  =  ivv'—()()'f,  und  da  ^~  —  dd'  <Z'i  ist, 

(15.)  ,       ^. 

f  litt    ==  iv . 

Demnach  muss 

(16.)       l  =  (j'e'%     u  =  j/V 

sein,  wo  *  und  t]  reelle  Grössen  sind,  und  i~j]  —  2k7i,  wo  k  eine  ganze 
Zahl.     Es  ist  mithin 

(17.)      V  =  -^^  +  '^. 
Für  1  =  0  soll  V  —  d,  für  ^  =  1  v  —  1  werden,  daher 
(18.)      rf=ii,    1=-"';^^:^. 

Aus  letzterer  Gleichung  folgt  e'*  =  -^,— ",  wodurch,  da  Mod.f-r^'A^)  =  1 
ist,  e"  bestimmt   ist.     Wird   (^  =  1    gesetzt,   so   wird   (*'  =  1,  ,«  =  d,  u'  —  d'. 


(19.)      .  '-■' 


'-U(+i 


I  — rf* 
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l)a  in  (19.)  den  Punkten  i'  auf  der  Penpherie  des  Kreises  in  der  ^'-Ebene 
mit  dem  Nullpunkte  als  Mittelpunkt  und  dem  Radius  1  die  Punkte  v  auf 
der  I'eripherie  des  Kreises  in  der  »-Ebene  mit  dem  Nullpunkte  als  Mittel- 
punkt und  dem  Radius  1  entsprechen,  und  dem  Punkte  1  =  0  der  Punkt 
ti  ~  d  im  Innern  des  letzteren  Kreises,  so  muss  nach  den  obigen  Ent- 
wickelungen  durch  die  Relation  (19.)  der  eine  Kreis  auf  den  andern  conform 
abgebildet  werden. 

Die  gesuchte  Substitution  für  x  ist  also  folgende: 

(20.)       X  -^  c-\{h-c)-^^ , 

d=  l^_^  ■  d'  der  conjugirte  Ausdruck  zu  d. 

Wird  in  die  Differentialgleichung  (1.)  F,Jy,  x)  =  0  für  .r  eine  rationale 
Function    ersten    Grades    von    $,   /t(i),    eingesetzt,    wodurch   F,„(y,x)   in 

(   .j. )     G„Xy,  s)   übergehe,    so    entspricht    bei   den   Differentialgleichungen 

F„Xy,x)  =  0  und  G,„(y,  i')  =  0  ebiem  nichtsingulären  Punkte  der  einen  ein 
nichtsingulärer  Punkt  der  anderen,  und  die  charakteristischen  Indices  l)ei 
irgend  zwei  entsprechenden  Punkten  sind  übereinstimmend,  nach  Abb.  Bd.  78 
No.  3.  Zugleich  ergiebt  sich  aus  den  dort  angegebenen  Formeln,  dass  die 
Exponentengleichungen  (determiuirenden  Fundamentalglei<rhungen)  l)ei  ent- 
sprechenden Punkten  übereinstimmend  sind.  Einem  ausscrwesentlich  sin- 
gulären  Punkte  entspricht  ein  ausserwesentlich  singulärer  Punkt. 

Ist  mm  /?(!)  gleich  dem  Ausdructke  (20.),  so  müssen  in  der  Diffe- 
rentialgleichung G„Xy,  i)  =^0  abgesehen  von  den  Punkten  ^'-^0  und  5  =  1 
(die  Singular  sind,  wenn  a  bez.  h  singulare  Punkte  von  F,„{y,  x)  =  0  sind) 
alle  übrigen  singulären  Punkte  ausserhalb  der  Peri])lierie  des  Kreises  in  der 
$-Ebene  mit  dem  Nullpunkte  als  Mittelpunkt  und  dem  Radius  1  liegen. 

Wird  aber  x~a  =  R{§)  —  a  entwickelt  in  J^/>,,^'"  und  diese  Ent- 
Wickelung  in  das  Integral  y,  in  (2.)  (in  dieser  allgemeinen  Entwickeluiigs- 
form  ist  zugleich  die  Darstellung  bei  einem  nichtshigulären  Punkte  ent- 
halten) eingesetzt,  so  kann  man,  indem  man  nach  Potenzen  von  s  ordnet, 
dem  Integral  ^,,  eine  von  i;  abhäMgeiulc  l'jitwickelung  geben,  die  dieselbe 
Form  hat.  wie  die  Form  der  Darstellung  (2.)  ist,  wenn  an  Stelle  von  x-a 
?  tritt  (vgl.  No.  2.).     Entsprechend  ist   es.   wenn    in  die  Entwickelung  von 
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M  bei  x  =  b  x  —  b  =  R{§)  —  b  =  2:b[{§—lY  eing-esetzt  wird.    Andererseits  ist 

1 

die  Entwickeluiig  von  y,  diucli  ein  System  linearniiabhängig-er  Integrale  von 
G,„{y,^)'—^  ^ei  1=0,  die  eine  der  Form  ^^2.)  entsprechende  Form  haben,  linear 
mit  Constanten  Coefficienten  darstellbar.  Es  müssen  also  in  dieser  von  |  ab- 
hängenden Entwickelung  von  </,  die  Potenzreihen,  wenigstens  solange 
Mod{i)  •<  1  ist,  convergiren  (die  mit  negativen  Exponenten  abgeselien  von 
^  =  0),  wenn  aber  x  =  b  und  ^'=1  kein  singulärer  Punkt  ist,  in  einem 
Kreise  mit  einem  grösseren  Radius,  als  1. 

Sollen  die  linearen  Beziehungen  eines  Integralsystems  von  F„{y,  x)  =  0 
bei  X  =  oc  zu  einem  Integralsystem  bei  einem  Punkte  rc,  im  Endlichen  er- 
mittelt  werden,   durch   welchen  ehi  Kreis   gelegt  werden  kann,    innerhalb 

dessen  Peripherie  alle  übrigen  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung 

I 
und  der  Punkt  x  =  0  liegen,  so  setze  man  x  =  —  in  die  Differentialgleichung 

ein.   dann  verhalten   sich  die  Punkte  t  =  0  und  t  =  —  in  Bezuö-  auf  ihre 

Lage  wie  die  vorhin  betrachteten  Punkte  a  und  b.  Sollen  die  linearen 
Beziehungen  des  lutegralsystems  von  F,„{y,x)  =  0  bei  a;  =  oc  zu  einem 
Integralsystem  bei  x  =  Xi  ermittelt  werden,  wenn  durch  den  Punkt  a:  =  .r, 
ein  Kreis  gelegt  ist,  innerhalb  dessen  Peripherie  alle  übrigen  singulären 
Punkte  der  Differentialgleichung  liegen,  während  x  =  0  beliebig  liegt, 
so  ist  x  —  u+x,  einzusetzen,    wo  er,   ein  Punkt  innerhalb  dieses  Kreises 

i  /         1  \ 

ist.  n=  -f-     Dann    entsprechen  den  Punkten   x  =  oo   yx  =  —-.  /  =  0 j   und 

X  =  X,  die  Punkte  t'  =  0  und  /'  = ,  die  sich  in  Bezug  auf  ihre  La"c 

wie  die  friiheren  Punkte  a  und  b  verhalten. 


2. 

Die  Differentialgleichung    F„,  («/,  .t)  =  0  in   No.  1    gehe    durch  Sub- 
stitution von  .T  =  /l(t),  wo  B{4)  ein  rationaler  Ausdruck  ersten  Grades  vnn 

(dx  \— '" 
j t  j     f'nXy,?)-     '^^  ird   in    die 

Entwickelung  des  Integrales  y,  No.  1  (2.)  für  .t  Rii)  eingesetzt  und  ent- 
spricht dem  Werthe  .t  =  a  im  Endlichen  der  Werth  !?  —  a  im  Endliclien 
(auf  welchen  Fall  jeder  andere  zurückgeführt  wird),  so  dass 

(1.)       .T-fl  =  2:b,{^  —  a'Y. 
1 
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/  dx  \  1 

WO  b,  =  ( -71.  )       =  — T5 von  Niül  verschieden  ist,  so  kann  man,  wenn 

\  dx  /t=« 

für  x-a  die  Entwickelung  (1.)  eingesetzt  wird,  die  Potenzreiheu  wegen 
ihrer  unbedingten  Convergenz  nach  Potenzen  von  §—a'  anordnen.  Die 
einzelne  Reihe  mit  positiven  ganzzahligen  Exponenten  von  x  —  a  nach  Po- 
tenzen von  ^—a'  geordnet,  convergirt  wenigstens  für  Moä{§—a')<:ZA,  wo 
A  eine  gewisse  positive  Zahl  grösser  als  Null  ist,  und  stellt  die  Function 
von  I  dar.     Wird  in   eine  Reihe   mit  negativen   ganzzahligen   Exponenten 

1  1 

von  x  —  a,   die   für  beliebige  Wertlie  von  (ausgenommen  =  oc) 

3c — (i  *r — et 

1  I  00 

converaürt,  =— ? — r-2^kJ^—a'Y  eingesetzt,  so  lässt  sich  dieselbe  durch 

^     '    x—a         §—ci     0  ° 

Anordnen  nach  Potenzen   von  I  — a'  m   die  Summe  von  zwei  Potenzreihen 

entwickeln,  von  denen  die  eine  nach  Potenzen  von  $  —  a'  mit  positiven,  die 

andere   mit  negativen   ganzzahligen  P^xponenten   fortschreitet,   die  für  alle 

l 
Werthe  von  I— a'  (hei  der  letzteren  ausgenommen    ^__  ,   =  oc),  für  Avclchc 

Mod(^— rt'Xß,  wo  B  eine  gewisse  positive  Grösse  grösser  als  Null  ist, 
convergiren  und  deren  Summe  die  Function  von  $  darstellt.    Was  die  Factoren 

(log{x  —  a)y  und  {x -  a)'' =  e''^""'-''"'^  angeht,  so  ist  das  Resultat  der  Sub- 
stitution (1.)  in  log  (x  —  a)  zu  betrachten.     Man  erhält: 

(2.)       \osix-a)  =  log(i-a')  +  log(-^^-)^_,+  log|(l  +  -''^(^-an 
Hier  müssen  die  Coefficienten  von  i  auf  beiden  Seiten  in  den  entsprechenden 
Punkten    hi   Uebereinstimmung    gebracht   werden.      logJ;(l-t-— ^  (^'  — «')'0 
sei  für  i  —  a    gleich  Null   und  nach  Potenzen  von  $  —  a    mit  positiven  I^x- 
ponenten  entwickelt.     Ist 

x-a^'Moäix-a)e'",  |-a' =  Mod(|-a')e'"',  (^X„.  =  M«d(^)^,^^,e"', 
und 

log (x  —  a)  =  log Mod {x~a)  +  id,  log (1  —  a)  =  log Mod (|  —  a)  +  iO', 

wo  logMod(x  — a),  logMod(|  — a')  reell  genommen  sind,  so  muss 
(3.)      log(-;Jp^.^„.  =  logMod(4p^_  +  e(ry-f  ^2.-1) 

sein,   wo  logModr-^\_     reell  und  k  eine  bestimmte  ganze  Zahl  ist.    Lässt 
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man  aber  mit  unendlich  abnehmendem  Mod(a;— a)  die  Grösse  6  gegen  einen 
l)estimmten  Werth  [d]  convergiren,  etwa  indem  x  sich  auf  der  Peripherie  eines 
durch  a  gelegten  Kreises  dem  Punkte  a  unendlich  nähert,  so  convergirt  0', 
indem  ^  sich  auf  der  eutsjjrechenden  Curve  dem  Punkte  a'  unendlich  nähert, 
gegen  einen  bestimmten  Werth  [9'],  und  man  erhält  k  bestimmt  aus  der 
Gleichung 

(4.)       [Ö]  =  [e']+7j  +  k2n. 

Wird  nun  der  Ausdruck  (1.)  in  j/,,  eingesetzt  und  werden  die  Älultiplicationen 
der  Potenzreihen  ausgeführt,  so  erhält  man  die  Darstellung  von  ?/,,  unter 
einer  Form,  wie  die  Form  (2.)  in  No.  1,  wenn  dort  I  — «'  für  x  —  a  gesetzt 
wird.  Wenn  dasselbe  Integral  sy,,  durch  Integrale  von  G,„  {y,  i)  =  0  bei 
i'  =  a'  linear  mit  constanten  Coefficienten  ausgedrückt  wird,  so  können  nur 
solche  Integrale  von  der  Form,  die  (2.)  in  No.  1  entspricht,  in  diesen 
Ausdruck  eingehen,  in  denen  die  Exponenten  r  sich  von  dem  Exponenten 
r,,  in  «/a  um  ganze  Zahlen  unterscheiden  (Abb.  Bd.  74  No.  1,  (5.)). 

Letztere  Darstellung  soll  nun  näher  untersucht  werden  in  den  Füllen, 
wenn  in  F,„  {y,  x)  =  0  bei  x  —  a  der  charakteristische  Index  gleich  Null  ist 
und  wenn  F„Xy ,  ^)  durch  ein  System  normaler  Di/ferentialausdrücke  {Abk. 
Bd.  83  No.  1)  dargestellt  ist. 

I.  Ein  Integral  der  Differentialgleichung  F,„  {y,  x)  =  0,  die  bei  .-r  =  a 
den   charakteristischen  Index  gleich  Null  hat,  bei  x  =  a  sei  von  der  Form 

(5.)       (x  -  «)'■  \xu  {x)  +Xi  {x)  log  (a;  -  a)  H h  x,^  {x)  (log  (x  -  a))''; , 

worin  x,{x)  eine  Entwickelung  der  Form  J; /,, (.t  —  aV  hat  und  nicht  sämmt- 
liche  Werthe  xd^)  verschwinden. 

Durch  die  Substitution  (1.)  ei'hält  dieses  Integral  die  Darstellung 

(6.)      (i-«'rUo(l)+z;(^")log(l-a')  +  -  +  z;(^')(log(l-a'))"|, 

worin /X^)  eine  Entwickelung  der  Form  .^/1(|— o')'  hat  und  nicht  sämmt- 

liehe  Werthe  ;fc(a')  verschwinden.  Sind  in  (5.)  in  der  Entwickelung  xou 
X^{x)  {c  =  i)...q)  die  n  ersten  Coefficienten  von  ;f,(o)  an  bestimmt  (vgl.  Al)h. 
Bd.  83  No.  9,  (20.)),  so  erhält  man  vermittelst  derselben  und  der  n  ersten 
Coefficienten  in  (1.)  die  n  ersten  Coefficienten  in  x'<{^)  (c  =  ()...</)  von  ;^Art)  au. 
Wenn  nun  in  G„Xy,§)  =  0  bei  ^  =  «',  wo  der  charakteristische  Index 
ebenfalls  Null  ist,  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Exponontcngleichung,  die 
sich   von   dem  Exponenten  r  in  (ü.)  nur  um   ganze  Zahleu  i  incl.  0)  unter- 
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scheiden,  A  ist  und  diese  Wurzeln  rj ,  r^  bis  /•;.  sind,  der  reelle  Tlieil  der  vor- 
hergehenden nicht  kleiner  als  der  der  folgenden,  der  Ausdruck  (6.)  durch 
Y  bezeichnet  wii'd,  so  hat  man 

(7.)        y  =  K,y,  +  K,y,+  --  +  K,y,, 
wo  die  /T  Constanteu,  y^  bis  yi  l  linearuuabhängige  Integrale  von  G,„{y,  l)  =  0 
von  der  Form  (6.)  sind,  in  denen  die  Exponenten  sich  von  r  in  (6.)  nur 
um  ganze  Zahlen  unterscheiden.    Die  Gleichung  (7.)  werde  A— 1  mal  diffe- 
rentiirt,  so  erhält  man: 

(^•^        ^d^         ^'~W"^     '^d^'^      '^^'W'      ^l^==l--^-l)- 

Die  Determinante  in  dem  Gleichungssysteme  (7.)  und  (8.)  sei  D,  der  Coef- 
ficient  von  ~—  in  derselben  sei  D„.  Dami  erhält  man  durch  Auflösen  des 
Gleichungssystems 

(y.)      «..-  -^1^  + ^D--rf|- +  •••+— D--rf|7rr,     (a-l...A). 
Werden  die  linearunabhängigen  Functionen  y,,   »/a,   ...  y^  auf  die  Form 
gebracht 

(10.)       ,«1,     ,ih  //^'T\'hdx,      .  .  .,     I^i\  / dx uT^  iii-  ■■  hhl\f^i,.dx, 

•so  ist  die  Determinante  D  =  /iitiii2...U).  (siehe  No.  7  III 6).  Werden  aber 
diese  l  Functionen  durch  l  andere  linearunabhängige  Integrale,  deren  De- 
terminante D'  ist,  linear  mit  constanten  Coefficienten  ausgedrückt,  wo  J  die 
von  Null  verschiedene  Determinante  der  Substitutionscocfficienten  ist,  so  hat 
man  D  —  JD'.     Nun  bestehen  l  Integrale  unter  der  Form  (10.),  wo 

(11.)       ,»,„  =  (|-a')'''^-'^'"i/'a(l) 
ist,  VAiCi?)  ehie  Entwickelung  der  Form  .Z  c,, (^  — «')'  hat,   O)  von  Null  ver- 

u 

schieden  ist.  Daher  muss  die  Entwickelung  der  Determinante  D  bei  §  =  a' 
die  Form  haben 

(12.)       ii-a')'  lAr„(|-a')'\ 

wo  Ä„  =  K  von  Null  verschieden  ist.  Diese  Constante  K  ist  unmittelbar  aus 
der  Determinante  D,  in  deren  Elementen  die  Logarithmen  mit  ihren  Factoren 
Aveggelassen  sind,  zu  bestimmen. 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  (9.)  mit 
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SO  erhält  man  rechts: 

(13.)    (§-«)  irr^+nr-d|-+-+-T-^F^!- 

Wenn  die  Werthe  von  \og{is  —  a')  in  F  einerseits  und  in  den  Integralen  y, 
bis  yx  andererseits  im  imaginären  Theile  nicht  iiberehistimnien ,  so  ist  fin- 
den Werth  von  log(J  — a')  in  Y  der  von  log- ($  —  «')  in  den  Integralen  ^, 
bis  ijx,  zu  welchem  ein  bestimmtes  ganzzahliges  Vielfache  von  2ni  addirt  ist, 
einzusetzen.  Auf  dieselbe  Weise  sind  die  Logarithmen  in  (^— o')"  =  e"'°^^'"'"'^ 
in  den  Integralen  y^  bis  yi  und  (| —  «')'=  e''"8(*-"')  in  (6.)  in  Ueberein- 
stimmung  zu  bringen. 

Geht  alsdann  in  dem  von  den  Potenzen  von  log(i"— «')  freien  Theile 
von  (13.)  $  in  «'  über,  so  erhält  man  aus  dem  constanten  Gliede  Ä",,.  Die 
Constante  /f,  wird  auf  diese  Weise  erhalten  als  rationale  Function  von  Con- 
stanten, die  in  den  Entwickelungen  von  Y  und  y^  bis  yx  vorkommen,  mit 
rationalen  Zahlen  als  Coefficienten.  Es  genügt  hierzu,  weini  die  Integrale 
</i  bis  yx  bezüglich  zu  den  Exponenten  r^,  bis  r^  gehören  (s.  die  Abb.  des 
Herrn  Ftichs  Bd.  66  dieses  Journals  p.  155)  (auf  welchen  Fall  man  jeden 
anderen  zurückführen  kann),  in  der  Entwickehtng  von  /'(s)  (c  =  0...^)  von 
/,(«')  ^u  r^  —  r-\-l  Anfangscoefficienten  zu  bestimmen  (der  reelle  Theil  von 
r  kann  nicht  grösser  sein,  als  der  von  r,,  weil  {^—a'Yx,{^)  der  Diiferential- 
gleichung  G,„  =  0  genügt),  und.  wenn  in  der  Entwickelung  von  «/i,  die  den 
/'  in  (6.)  entsprechenden  Functionen  durch  ^PHi^)  bezeichnet  werden,  m 
den  Entwickelungen  dieser  Functionen  r,  — /•  +  !  Anfangscoefficienten  von 
'/^^{a')  an  zu  ermitteln. 

Wenn  irgend  ein  Integral  von  G,„  («/,  ^')  =  ü,  dessen  Entwickelung  bei 
c  =  a'  gegeben  ist,  durch  ein  System  linearunabhängiger  Integrale  aus- 
gedrückt werden  soll,  die  zu  den  Wurzeln  der  Exponentengleichung  ge- 
hören, so  hat  man  auf  die  einzelnen  Theile  des  Integrales,  in  denen  die 
Exponenten  von  i  —  a  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  das  vorigi- 
Verfahren  anzuwenden.  Hat  man  dann  durch  dasselbe  System  linear- 
unabhängiger Integrale  irgend  ein  anderes  System  linearunabhängiger  Inte- 
grale bei  ^'  =  a  ausgedrückt  und  kehrt  dieses  Gleicihungssystem  um .  so 
kann  man  vermittelst  letzteren   Integralsystems  jedes   Integral   ausdrücken. 

II.     /''„.(?/,  x)   sei  gleich   einem    Systeme   homogener   linearer  Ditfe- 
rentialausdrücke  mit  rationalen  Coefficienten 
(14-)      /\Sy,x)^yii    kiyi,x)  =  y,,     ...    f.,{y.,x)  =  F,^,,,+,„.^,^{y,x), 
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WO  /;,^(Ä  =  0.../)  ein  liomog-euer  linearer  Differentialausdruck  a^t^r  Ordnung 
mit  rationalen  Coefficieuten  und  dem  Coefficienten  der  liöclisten  Ableitung- 
gleich  Eins  ist.     Wird  x  —  R{^)  gesetzt  und 

dx 

w 

so  geht  der  Ausdruck  (14.)  über  in 


(16.) 


(15.)    /:,,(2/.,^)  =  (|p"\(y.,^'), 

ack  (14.)  über  in 


(17.) 


Hieraus  entsteht,  wenn 

(  (Ä=l.../),    9.Sy,S)  =  q.,Xy,i) 

gesetzt  wird, 

(18.)  q.Ay,^)  =  ni,  </,,,(«!,!)  =  «3,  .  .  .  9.i,(Mo^)  =  G,„+...+n,(^,  b^)- 
Die  charakteristischen  Indices  in  /;,^  {y,  x)  =  0  und  g',,^^  (y,  I)  =  0  sind  in  ent- 
sprechenden Punkten  übereinstimmend,  ebenso  in  gr,^  (y,  §)  =  0  und  g^,,^  (y,  I)  =  0. 
/äi(2/j  x)  sei  nun  ein  normaler  Differentialausdruck  und  gleich  S2^/^,j^£2;^y,  x), 
wo  i2j.  der  determinirende  Factor,  f,i,{y^,  x)  der  reguläre  Differentialausdruck. 
i2t  =  e"'^'^';  in  den  rationalen  Ausdruck  W^{x)  wird  x  —  R{'§)  eingesetzt, 
alsdann  in  dem  in  Partialbrüche  zerlegten  Ausdruck  Wi,[R'i)  das  constante 

Glied  annuUirt,  wodurch  Wl{'^)  erhalten  werde,  und  nun  e  *^^-'  =  i2jJ(|) 
gebildet.     Nun  sei 

4(!/A,aT)  =  (^-^,-;      g„^[y„§), 
SO  wird 

1 7„^.(«,,  s)  =  i2;(i)9;^((i2;(i-))-'M,,  s^), 

so  dass  q.,^{u^,i)  ehi  normaler  Differentialausdruck  mit  i2j.(|)  als  determi- 
nirendeni  Factor  und  q.-,^{ih,  ^)  als  regulärem  Ausdrucke  ist.  In  fai.{yk,  x)  =  0 
und   q,,i^{Uk,  I)  =  0  stimmen  bei  den  entsprechenden  Punkten  x  —  a  und  ^  =  a 
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die  Exponenteng-leichiingen  überein,  da  die  Punkte  a  und  a'  im  Endlichen 
liegen  sollen  und  daher  (-i|-),_     nicht  Null  und  unendlich  ist. 

In  dem  Systeme  (^14.)  werden  diejenigen  auf  einander  folgenden  Be- 
standtheile,  ia  denen  die  in  Partialbrüche  zerlegten  rationalen  Functionen 
W  der  determinii-enden  Factoren  e"'  die  Glieder,  in  welchen  sie  für  x  =  a 
unendlich  werden,  übereinstimmend  haben,  zusamraengefasst,  so  dass 

(21.)     F,Xy,^)  =  yi^    FaSy\,x)  =  y^,    ...    i^.,(«/l,a')  =  F,,+„.+...+„/y,a;) 
entsteht,  wo  der  Differentialausdrnck  «1*®""  Ordnung 

KM'  ^)  =  e"%ie-""''y„  x)  (Ä-  =  0...A), 
ist,  Wk{k  =  0...k)  von  der  Form  .Zc_,,(a;  — «)  '  oder  gleich  Null  ist,  und  je 
zwei  auf  einander  folgende  Grössen  w^  von  einander  verschieden  sind,  der 
charakteristische  Index  in  F„^{y^,x)  =  0  bei  x  =  a  gleich  Null  ist.  Und 
zwar  wird  vorausgesetzt,  dass  der  Diff'erentialausdruck  i*^,,.^ ..(.,ij(«/,  x)  durch  ein 
solches  System  (21.)  dargestellt  werden  Jcann,  dass  jede  beliebige  Wurzel 
der  Exponeutengleichung  von  F„  {y,,,x)  =  0  bei  x  =  a  sich  von  jeder  be- 
liebigen Wurzel  der  Exponentengleichung  von  F„^{y^,  x)  —  0  bei  x  =  a, 
wo  g^k,  (g,  k  =  0...i.)  nicht  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet. 

Ebenso  werden  in  dem  Systeme  (18.)  diejenigen  aufeinanderfolgenden 
Bestandtheile,  in  denen  die  in  Partialbrüche  zerlegten  rationalen  Functionen 
W(^)  die  Glieder,  in  welchen  sie  für  §  =  a  unendlich  werden,  überein- 
stimmend haben,  zusammengefasst,  wodurch 

(22.)     Q,,XyJ)  =  n[,    (>„,(«;,!)  =  «;,    ...    (>„,(«;,  s^)  =  G„„„,,..,+,,(y,|) 
entsteht,  wo  der  Differentialausdruck  ß^.te'"  Ordnung 

Q.,(rhJ)  =  e'"''^^'^Q,,^{e~'''''^^\i„S)  i,k  =  0...).), 
ist,  w'i,{$)  dadurch  erhalten  wird,  dass  in  w^  für  x  —  a  die  Entwickelung  (1.) 
ehigesetzt  und  die  Summe  der  Potenzen  von  i  —  a  mit  negativen  P^xponenten 
herausgenommen  wird,  der  charakteristische  Iiulex  in  Pa^X«*,  i?)  =  0  bei 
if  =  a'  gleich  Null  ist,  die  Exponentengleichung  von  Q„^{ih,  I)  =  0  bei  S  =  a 
mit  der  von  F„j(yt,  a;)  =  0  bei  x  =  a  übereinstimmt.  (Vgl.  Abh.  Bd.  8.S 
dieses  Journals  No.  9  II  (19.)). 

Die  Integrale  der  Differentialgleichung  F,,  ..,.,, ^t^*/,  ;r)  =  0  bei  x  =  a, 
wenn  F,  ,,  .^.^y,  x)  durch  das  System  (21.)  gegeben  ist,  werden  mm  unter 
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folgender  Form  aufgestellt.  (Vgl.  hierbei  Abli.  Bd.  83  dieses  Journals 
No.  9,  I  und  II.) 

Die  Exponentengleicliung   von  F^^iy^sX)  =  0   ik  =  0...).)  bei  x  =  a 
habe  die  Wurzeln: 

(23.)      n,    (b  =:!...«,) 

und  diese  seien  so  angeordnet,  dass   diejenigen,    die  sich  nur  um  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  auf  einander  folgen  und  unter  letzteren   die    vorher- 
gehende einen  reellen  Theil  habe,  der  nicht  kleiner  sei,  als  der  der  folgenden. 
Die  Integrale  von  F^^iy^,  x)  =  0  treten  alsdann  unter  der  Form  auf: 

(24.)       v^^J dxvT^v^.  .  .  .  y"»'*" -iJ'«,rfa;,  (b  =  1 . . .  a^ 

■woj'n,=  (a;— ay"'~'^''^'i/'H('''^)  ist,  (/'«(^^  eine  Entwickelung  der  Form  J;c,,(a;—a)' 
hat,  worin  c„  von  Null  verschieden,  die  in  einem  gewissen  Kreise  mit 
x  =  a  als  Mittelpunkt  und  von  Null  verschiedenem  Radius  couvergii't.  Bei 
Ausführung  der  Integrationen  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder  soll 
jedesmal  das  constante  Glied  in  den  Entwickelungen  (Integrationsconstante) 
aunuUirt  werden.    Die  Integrale  von  F<,^(«/i,  a;)  =  e"'*F„^(e~"*«/j.,  x)  =  0  sind: 

(25.)       /'«y  rfa-,Mü\"a  .  "  J hhk^-i^h'.dx,   (b  =  1  ...  o.^ 
wo  ,«;(,  =  e"^*j'H,,  also,  wemi  noch  w^  —  w^i,  (b  =  l...r/^)  gesetzt  wird, 

(26.)      ^H,  =  /*" (X- a)'""'-'"-"'  V'..  (a;),     (6  =  1...  «.). 
Die  Integrale  von  F,,+. +,,^  {y,  x)  =  0  sind  alsdann : 

(27.)      ?/„i,  =  A'iii /rf.T,«,^'u„2  ...  y  »,^'_,«vrfa;,  (b  =  1 ...  a„+cfiH j-«;) 

wo  in  den  Grossen  u  der  Zeiger 

(28.)  0«,,+ «i+.-+a,.i+c  =  Ä-c  !^,^I';;/„J 

zu  setzen  ist ,  und  die  Werthe  der  Grössen  «  aus  (26.)  für  Ä-  =  0 . . .  ^.  zu 
nehmen  sind.  Bei  Ausführung  der  Integrationen  soll  das  constante  Glied 
in  den  Entwickelimgen  jedesmal  annuUirt  werden.  l 

Entsprechend   sind  die  Integrale  von  ^„jX^j  ^)  =  0,  \ 

(29.)      n.yrfi-  (K,)-'  r,,  .  .  •  /("u.  - 1)  '  "h.  d;,     (b  =  1 . . . «,) 

wo  nb  =  ($  — a')''*''~'"*'V*i.(!^'\  ^lÄS)  eine  Entwickelung  der  Form  ^c[,{§—a'y 
hat,  worin  c,',  von  Null  verschieden,  die  in  einem  gewissen  Kreise  mit  i=a 
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als  IVIittelpunkt  und  ^■on  Null  \  erschiedenem  IJadius  couvergirt.    Wird  dauu 

(30.)      »,,  =  e"'"<^^^(i--o')'*^"'^V,;ri),     (b=l...aj,     w,,(^)  =  tc;(D 
gesetzt,  so  werden  die  Integrale  von  G,^^  ._j.,,j(y,  I)  =  0: 

(31.^        F„t.  =  fi',njdg{ti'„,)-\u',„  .  .  .y(/',',t_i)"'«,',brf^j,    (\)=l...a,n r-ßi) 

wo  in  Betreff  der  Zeiger  in  ,«'  die  Bestimmung  (28.)  gilt,  die  Werthe  der 
Grössen  «'  aus  (30.)  fUi'  ä-  =  0.../.  zu  nehmen  sind.  Die  jedesmalige 
Integrationsconstante  in  den  Entwickelungen  soll  annullirt  werden. 

Man  habe  nun  ein  Integral  von  F„^{yt]x)  =  0  unter  der  Form 
(32.^  y,  =  (x~aY\x„{x)+z^(.x)\og{x-a)  +  --+x,,(x){\og(x-a)y\ 
aufgestellt,  wo  x^ix)  eine  Entwickelung  der  Form  ^yjx  —  ay  hat.  Alsdann 
werden  aus  (24.)  diejenigen  Integrale,  deren  Exponenten  sich  von  r 
niu-  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  unter  einer  Form  wie  (32.)  ent- 
wickelt. (In  Betreff  dieser  Entwickelung  s.  Abh.  Bd.  83  dieses  Journals 
No.  9  11  nach  (21.)).  Vermittelst  dieser  Integrale  kann  man  das  Integral 
y^  (32.)  nach  I  dieser  Nummer  Gl.  (7.)  etc.  ausdiücken.  Wenn  die  Integrale 
(24.)   durch  «/^|,(b  =  1 ...  «i)  bezeichnet  werden,  so  erhält  man 

(33.^  y,  =  K,y,,+K,y,,  +  --  +  K„Jj,^^, 
wo  diejenigen  ( 'onstanteii  K  Null  sind,  bei  denen  als  Factoren  Integrale 
yit  stehen,  deren  Exponenten  sich  von  r  nicht  um  ganze  Zahlen  unter- 
scheiden, die  übrigen  ( "onstanten  K  rationale  Functionen  von  ( 'onstanten  in 
den  Entwickelungen  von  ys,  und  t/^j,  sind.  Dann  wird  das  Integral  von 
F.+...^.,{y,x)  =  0 

in  welchem  die  Integrationsconstanten  annullirt  werden,  gleich 

WO  die  Constauten  K  die  aus  (33.)  sind. 

Entsprechend  ist  es  bei  G^_f._^^^{y,s)  —  0. 

Ks>so\l  jetilin  ein  Integral  von  F,^^+^^{y,x)  =  {)  unter  einer  Form,  wie 
(34.),  x  =  R{4)  eingesetzt  werden.    Dadurch  geht  das  Integral  (34.)  über  hi 

(36.)    //„lyrfc .«/.;, ',«/,„  -f^/d^ii;i\u„,  -^^  •  ••/."'^l^ ~.+a,^,  (e**y*)x  «c«)  df'^^- 
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Die  Integrationsconstanten   siiul   liier  in  den  Kntwickeluugen  zu  annulliren, 

weil  die  P^xponenten  r^^^,  (b  =  l...cf|,H !-«*-!,  in  Betreff  der  Zeiger  Ob  gilt 

die  Bestimmung  (28.))  sich  von  r  in  (32.)  nicht  um  ganze  Zahlen  unter- 
scheiden.    Nun  geht  die  Differentialgleichung 

(37.)     F„^Xy,^)  =  y'i,    F,Sy'nx)  =  y'„    ...    F,.,_M-,,x)  =  e"% 
durch  Substitution  von  x  =  R  (£)  über  in 

(38.)     Q,^{yJ)  =  n\,    Q„,{»'i,§)  =  u',,    ...    C«,_,  («Li ,  I)  =  *, 
wo  s  =  (e  *yi).,  /;(|)(^-7|-j  ist.    Dieser  Differentialgleichung  (38.)  ge- 

nügt also  als  Integral  (36.).  Derselben  Differentialgleichung  (38.)  genügt 
aber  das  Integral 

(39.)  UuJdi{,a[n)~\tlmJdS{ll[n)'''llm ■  ■  ;/(,tV,+...  I  «A_i)~'(^"''y*)^-«CJ)(^)  "  '"'^S, 

worin  die  lutegrationsconstanten  annullirt  werden. 

I]s  könnten  sich  demnach  die  Grössen  (36.)  und  (39.)  nur  um  Inte- 
grale der  Differentialgleichung  (38.) ,  in  welcher  «  =  0  gesetzt  ist,  unter- 
scheiden. Da  nun  in  beiden  Integralen  (36.)  und  (39.)  die  lutegrations- 
constanten annullirt  werden,  so  erhält  man  bei  Ausführung  der  Integrationen 
Ausdrücke  von  einer  Form  wie  (2.)  in  No.  1,  wo  an  Stelle  von  x—a  ein- 
tritt I  — rt'  und  worin   die   Exponenten   sich   von  r  in  (32.)  nur  um   ganze 

Zahlen  unterscheiden.    Weil  aber  die  Exponenten  r„t(b  =  1  ...  «„H |-ßt-i) 

sich  von  r  in  (32.)  nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  so  kann  durch 
einen  Ausdruck  der  linear  mit  constanten  von  Null  verschiedenen  Coef- 
ficicnten  zusammengesetzt  ist  aus  Integralen  der  Differentialgleichung  (38.), 
worin  s  =  Ü  ist,  welche  die  Form  (31.)  haben,  der  Unterschied  zwischen  den 
Grössen  (36.)  und  (39.)  nicht  dargestellt  werden.  Dieser  Unterschied  muss 
demnach  Null  sein. 

Nun  erfüllt 

,«.--,  /  dx  yo+'-'+'k-i 

{e  'y.l^RaA-djJ 

die  Differentialgleichung  ^„^(ai,  l)  =  0,  und 

di 


die  Differentialgleichung  Qa^i^h,  §)  =  0.    Werden  die  Integrale  (29.)  durch  % 
(b^l...«J  bezeichnet,  so  erhält  man  nach  I  dieser  No. 
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Dann  wird  (39.)  gleidi  (vgl.  (32.)  bis  (35.)) 

(41.)        Ai  Joo,,!  a,  +  ...+oj._,  II  +^^2  J'^Doj-l  o,+...+on.    1+2 +  '        lAo^  '  Uo^+o,  I  ..■+Ot_i  +  ot' 

Man  erhält  also  auf  diese  Weise  die  Integrale  (27.)  dureli  die  Integrale 
(31.)  linear  mit  constanteii  Coeffieienten  ausgedrückt.  Diese  coustanten 
Coefficientcn  Averden  rationale  P'unetionen  von  Coustanten.  die  in  den 
Grössen  ?/5i,  i'^^  (24.),  v'^^.  (29.)  und /i(i')  vorkommen,  mit  rationalen  Zahlen 
als  Coeffieienten. 

Die  Determinante  der  Integrale  (27.)  ist  (s.  No.  7  III b. 

,"(.1  ,"lß  •  •  •  ,""«„+...-)  .<;.• 

Ebenso  die  Determinante  der  Integrale  (31.)  ,"('n,"(n  •••  ,"t)ao+...+a  • 

Wenn  ein  Integralsystem  von  /^i„+...+a,  {y,  a^)  =  0  bei  jj  =  ^  mit 
einem  solchen  bei  einem  Punkte  im  Endlichen  in  Beziehung  gesetzt  werden 
soll,   so   hat   man  nach   den  Forderungen   von   No.  1    (Schluss)  x  — 1~^  in 

jf^a„+...+a,(^j  3?)  =  0  einzusetzen,  wodurch 

wird,  alsdann  ist  auf  die  Differentialgleichung  F^i  ...-i ,,,  (y,  t]  =  0  eine  rationale 
Substitution  ersten  Grades  t  =  R{i)  anzuwenden,  in  welcher  dem  Punkte 
t  =  0  ein  Punkt  ^  im  Endlichen  entspricht.  Ist  ^,, f.. .+,,[(.'/ j  a;)  durch  ehi 
System  normaler  Differentialausdriicke  gegeben,  so  wird  nach  Abhandlung 
Bd.  83  No.  9  (12.)  (oder  diese  No.  (20.))  F;,..+„,(y, /)  ebenfalls  durch  ein 
System  normaler  Differentialausdrücke  dargestellt.  Wird  nun  vorausgesetzt, 
dass,  wenn  der  charakteristische  Iiulex  in  FJh  ^,,^(y,  t)  =  0  bei  /  =  0  grösser 
als  Null  ist,  der  Differentialausdruck  F^'„ , .. .) ,,/^,  0  >^i<"l'  durch  ein  solches 
System  normaler  Ditferentialausdrücke  darstellen  lasse,  welches  bei  t  =  0 
die  Beschaffenheit  liat,  die  von  dem  System  (21.)  in  Bezug  auf  die  Wurzeln 
der  Ex])onentengleichüngen  angenommen  ist,  so  kommt  man  auf  das  Vor- 
hergehende zurück. 

Veberhanpl  soll  von  dem  Differenlialavsdrucke  Fi^+...-^t,i[y,  x)  voraus- 
gesetzt werden,  dass  derselbe  hei  jedem  Punkte,  wo  der  charakteristisrhe 
Index  in  F,  ,  , ,,  (y,  x)  =^  0  grösser  als  A«//  /.s7,  sich  durch  ein  solches  System 
normaler  Differentialansdrücke  darstellen  lasse,  welches,  wenn  es  in  ein  System 
wie  (21.)  übergeführt  ist,  die  dort  in  Bezug  auf  die  Exponentengleiclinngcn 
gemachte  Annahme   erfüllt.     Der  Differentialausdruck  G,,,  i   ^  v (y •  i;')    hat  dann 
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dieselbe  Eigenschaft,  Dieses  ist  für  den  Fall,  dass  die  entsprechenden 
Punkte  X  und  §  beide  im  Endlichen  liegen,  durch  die  Beziehungen 
zwischen    den    Systemen    (21.)   und    (22.)    gegeben,    und    auf  diesen    Fall 

1  i 

kommen    vermittelst    der    Substitutionen    x  —  --,    ^  —  ~,t  diejenigen  Fälle 

zurück,  wo  einer  der  entsprechenden  Punkte  x  und  c  oder  beide  im  Un- 
endlichen liegen. 

3. 
Wenn  man  nun  bei  der  Diiferentialgleichung  F,„  {y,  x)  =  0  in  No.  1 
die  Punkte  x  =  a  und  x  —  b  &o  angenommen  hat,  dass  durch  6  ein  Kreis 
gelegt  ist,  innerhalb  dessen  Peripherie  a  liegt  und  ausserhalb  dessen  Peri- 
pherie alle  übrigen  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  (ausser  etwa 
«  oder  b)  liegen,  so  wird  zu  dem  Zwecke,  die  linearen  Beziehungen  eines 
Tntegralsystems  bei  a  zu  einem  bei  b  aufzusuchen,  nach  No.  1  auf  die 
Differentialgleichung  die  rationale  Substitution  ersten  Grades  (20.)  angewandt, 
durch  welche  der  betrachtete  Kreis  in  der  ar-Ebene  conform  auf  den  Kreis 
in  der  ;i'-Ebene  mit  dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  und  dem  Radius  1  so 
abgebildet  wird,  dass  dem  Punkte  x  =  a  der  Punkt  1  =  0  und  dem  Punkte 
x  =  b  der  Punkt  1=1  entspricht.  Die  Differentialgleichung  F,„{y,x)  =  0 
geht  durch  diese  Substitution  in  G,„{y,i.)  =  0  über,  wo 

dx  \~" 


FJy,x)  =  (~f^y"G,Ay,i) 


ist.  Die  singulären  Punkte  der  Difterentialgleichung  G,„  {y,  i)  =  0  liegen 
abgesehen  etwa  von  S  =  0  und  i"  =  1  ausserhalb  der  Peripherie  des  Kreises 
in  der  i"-Ebene  mit  dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  und  dem  Radius  1. 

Es  sei  jetzt  bei  ^'  =  0  imd  5=1  je  ein  System,  lineartmabhünyiger 
Integrale  von  G,„  (y,  i)  =  0  entwickelt.  Das  System  bei  S  —  0  soll  durch  das 
System  bei  1=1  ausgedrückt  werden,  wenn  beide  Systeme  im  Innern  des 
Gebietes  angenommen  werden,  welches  von  dem  Kreise  mit  dem  Nullpunkt  als 
Mittelpunkt  und  dem  Radius  1  und  von  einem  Kreise  mit  dem  Punkte  i'  =  1 
ak  Mittelpunkt  und  einem  Radius  <"  1    begrenzt  wird. 

Zunächst  werde  der  Fall  betrachtet,  wo  in  F,Jy,  x)  =  0  bei  x~a 
und  X  =  b  und  daher  in  G,„{y,  §)  =  0  bei  i'  =  0  und  ^'  =  1  der  charakteristische 
Index  gleich  Null  ist. 

Das  System   bei  S  =  0   sei   y„i,  y,,,,  ...  ?/„„,  das   System   bei  1=1 
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sei  y,,7  yai  •••  2/im-     Dann  hat  man 

(1.)     y„t  =  C,it/,,  +  C^,y,,,H \-C,,„tj,„      {k=l...m\ 

wo  C  Constanten,  die  zu  ermitteln  sind. 

Aus  (1.)  erhält  man  durch  bitte rentiation 

Die  Determinante  des  Gleichungssystems  (1.)  und  (2.)  bei  einem  und  dem- 
selben Werthe  A-  sei  D,  der  Coefficient  von  .J'  in  derselben  sei  Z)„. 
Dann  erhält  man  durch  Auflösen  des  Gleichungssystemes : 

(3.)    Ca,  -  -^-y,.4--p--^+-  +  — p-    ^^„,_,       (b-l...m). 

Die  Wurzeln  der  Exponentengleichung-  von  G„,  {y,  I)  =  0  bei  §  =  1  seien 

(4.)     r,,     r,,     ...     ;•„,. 
Die  Entwickelung  der  Determinante  D  bei  1=1  hat  ^nun  die  Form  (s.  No.  2, 

(10.),  (24.)): 

j,^  _»«(»»— 1) 

(5.)  1^-1)^  '       ^     ic„(^-i:)% 

1) 

wo  C|,  von  Null  verschieden  ist.  Diese  Constante  c„  =  C  ist  lumiittelbar 
aus  der  Determinante  D,  in  deren  Elementen  die  Logarithmen  mit  ihren 
Fa(;toren  weggelassen  sind,  zu  bestimmen. 

Es  soll  nun  das  Verhalten  der  Grossen  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (3.)  bei  unendlicher  Annäherung  von  i  an  1  untersucht  werden. 

Da,  wenn  J;r,-  '»(>»-<)  ^  n  gesetzt  wird,  lim il— !^f— ^  =  1  und 

daher  lim  ^^^^ 'il^  C,,  =  C^„ ,  so  ist 

i=i  C 

\C    -  lim  ICIzl")!!^«    4-  a-^yO,,  dyu,   ,  ..    ,   (?-l)-«D„.-..  d-'y,^\, 

j  (b-1. ../»). 

/>er  (algebraisch)  kleinste  der  reellen  Theile  der  Grössen  r, ,  r , ,  ...  /•„,  se/  (>.  1  )ie 
Integrale  j/^  {k=  l...ni)  sind  linear  mit  constanten  Coeffieienten  aus  solchen 
Integralen  zusammengesetzt,  die  bezüglich  zu  den  l'^xponenteji  r,  bis  »•„.  ge- 
hiiren  (s.  d.  Abb.  des  Herrn  Fuchs  lid.  (56  dieses  Journals  p.  löö).     Da 

i7.)    limM'''HloffM)"  =  lime^'"'="'''''*-''"+'t^"'''"''""''"HlogModM)"fl+y  -^J-,    Y  ==  0, 
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wenn  f  reell  und  >  0.  j?  reell,  u  —  Mo(i?^e'",  n  ganzzahlig  ^  0  ist,  so  folgt 
aus(l.),  dasslimy,„(§-l)-?+^  =  0.  und  aus  (2.),  dass  lim  *^(s^-l)-<?+'^+«  =  0. 

5=1  ;^i      dt!' 

WO  t  reell  und  >  0  ist. 

Ist  aber  q  ganzzalilig  und  0  '^  p  <C  n,  ist  der  Exponent  r,,  r,,  ...  r,„, 
in  welchem  q  als  reeller  Theil  vorkommt,  reell  und  (>  eine  einfaclie  Wurzel 

der  Exponentengleichuug,  so  ist  schon  lim  — -^^(§— 1)~*+'  '=0,  wo  f' reell 

und  0<C  «'<«!,  «I  aus  der  Reihe,  welche  die  Differenzen  zwischen  den 
von  (i  verschiedenen  reellen  Theileu  der  Grössen  r, ,  rj,  ...  r„,  einerseits 
und  zwischen  p  andererseits  und  welche  die  Zahl  1  enthält,  der  kleinste 
Werth  ist.  Dieses  folgt  daraus,  dass  in  der  Entwickelung  eines  Integrales 
bei  i;  =  l.  welches  zu  q  gehört,  eine  Potenzreihe  mit  dem  Anfangsgliedc 
(1—1)"  (mit  von  Null  verschiedenem  Coefficienten)  nicht  mit  (log(^— 1))", 
«^1,  multiplicirt  sein  kann,  weil  (>  einfache  Wm'zel  der  Exponenten- 
gleichung ist.     Um  dieses  nachzuweisen  ist  Folgendes  zu  bemerken. 

Ist  Y  ein  von  x  —  a  abhängender  Ausdruck  von  der  Entwickelungs- 
forra  eines  regulären  Integrales,  der  zu  dem  Exponenten  r  gehört,  und  ist 
die  »*«(«^0)  Potenz  des  log(ic  — o)  die  höchste  von  denen,  deren  Factorcn 

zu  r  gehören,  so  ist  in  dem  Ausdrucke  f  Ydx,  wo  die  Integratiousconstante 

annuUiii;  wird,  wenn  r  von  —1  verschieden  ist,  ebenfalls  die  n^°  Potenz  des 
log(x  — a)  die  höchste  von  denen,  deren  Factoren  zu  r+1  gehören,  ui 
welchem  Exponenten  der  Gesammtausdruck  gehört;  ist  aber  r  =  —1,  so  hat 
die  (re  +  1)'®  Potenz  diese  Eigenschaft.  Wendet  man  dieses  auf  die  Ent- 
wickelung der  Integrale  einer  Gruppe,  in  weh^her  die  Exponenten  sich  nur 
um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  unter  der  Form  (10.)  und  (11.)  No.  2  an. 
wo  die  Integrationsconstanten  annuUirt  werden,  so  ergiebt  sich  in  Bezug  auf 
die  erhfiltenen  Entwickelungen  Nachstehendes:  Gehört  ein  Integral  zu  einer 
einfachen  Wurzel  der  Exi)onentengleichung.  so  gehört  in  der  Entwickelung 
desselben  nur  das  von  Logarithmen  freie  Glied  zu  diesem  Exponenten. 
Bei  einer  s- fachen  Wurzel  der  Exponentengleichung  ist  unter  den  s  auf- 
einanderfolgenden Entwickelungen,  die  zu  dieser  AYurzel  als  Exponenten 
gehören,  in  der  /'''"  (/=  l...s)  die  (/— 1)*«  Potenz  des  log (a;  —  o)  die  höchste 
von  denjenigen  Potenzen  in  dieser  pjitwickelung,  deren  Factoren  zu  diesem 
Exponenten  gehören.  Wird  nun  aus  Integralen  dieser  Gruppe  linear  mit 
constanten  (von   Null  verschiedenen)  Coefficienten   ein  Integral  zusammen- 
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gesetzt  und  ist  uuter  den  Exponenten,  zu  denen  diese  Integrale  gehören, 
r  derjenige  mit  dem  kleinsten  reellen  Tlieile.  so  muss  das  zusammengesetzte 
zu  dem  Kxpnuenten  r  gehören,  der  also  Wurzel  der  Exponentengleichung 
ist.  und  wenn  diese  eine  einfache  Wurzel  ist.  so  kann  nur  das  von  Loga- 
rithmen freie  Glied  in  dem  zusammengesetzten  Integrale  zu  diesem  Expo- 
nenten gehören.  (Vgl.  d.  Abh.  des  Herrn  Fuchs  Bd.  68  dieses  Journals  p.  365.) 
In  der  Entwickelung  von  ($— l)"i>,,i,  (a  =  0...m— 1)  mnss  daher  jeder 
Ausdruck    der  Form  '1— l)''^c,(^— l)''(log(|— 1))"    in   welchem   der  reelle 

Theil  von  rj  grösser  als  —  p-fa  ist,  mit  t^^  multiplicirt,  ein  Product  geben, 
welches  für  ■?  =  1  verschwindet. 

Es  sind  daher  in  der  f^ntwickelung  von  (|— 1)  '*Djt(a  =  0..,»»— 1) 
in  6.1  diejenigen  Glieder  in  den  Potenzreihen  wegzulassen,  in  denen  der 
reelle  Theil  des  Exponenten  grösser  als  —  p  +  a  ist.  Ist  aber  p  ganzzahlig 
und  0  !^  (><;  a,  ist  der  Exponent  r,,  rj,  ...  r,„,  in  welchem  (>  als  reeller 
Theil  vorkommt,  reell  und  p  einfache  Wurzel  der  Exponeutengleichiuig, 
so  sind  in  den  Potenzreihen,  die  in  der  Entwickelung  von  (s— l)""/?,,b  in 
(6.}  vorkommen,  die  Glieder  wegzulassen,  in  denen  der  reelle  Theil  des 
Exponenten  gleich  oder  grosser  als  —  p  +  a  ist. 

Der  beibehaltene    Theil  von   (t— l)~'*D,t,   werde  durch  F,(.  bezeichnet. 

Wenn  die  Integrale  y„,  y,,,  ...  y,„,  bezüglith  zu  den  Exponenten 
r, ,  r, ,  ...  r„.  gehören,  wo  ;•,  der  Exponent  mit  dem  grössten  reellen  Tlieile, 
r„  mit  p  als  reellem  Theile  ( auf  welchen  Fall  man  nach  No.  2  I  jeden 
anderen  zurückführen  kann),  so  enthält  Z>,t(^— !)""+'■''"''  nur  Potenzen  von 
c  — 1  mit  positiven  gauzzahligen  Exponenten  (incl.  0),  also  auch  F,,t{^—lp~\ 
so  dass  limF,i,(|— 1)'^'^'""^  =  0,  wo  «  reell  und  >  0.  Zur  Bilditng  von  F,», 
und  C  genügt  es  in  diesem  Falle  in  den  Potenzreihen  der  Entwickelung 
von  y,i,!b  =  l...m)  die  q+1  Glieder  von  (1—1)''  angerechnet  zu  ermitteln, 
wo  die  ganze  Zahl  q  so  beschaffen  ist,  dass,  wenn  der  reelle  Theil  von 
r,  — ;•„,  durch  9i(r,  —  r,„)  bezeichnet  wird.  9  "r"  9{(r,  — rJ  <  ?  +  l.  (I"  Betreff 
dieser  Entwickelung  vgl.  Abh.  Bd.  83  dieses  Journals  No.  9  nach  (21.)) 

Nun  können  Functionen  der  Form  (1—1)'  und  (log(|— 1))"  durch 
Potenzreihen  der  Form  .^c,|'  entwickelt  werden,  die  iiiiicrlialh  des  Kreises 

mit  dem  Xulliiuiikt  als  .Mittelpunkt  und  dem  lladius  1  convergiren.  Daher 
haben  die  Functionen  F.u  ebenfalls  solche   Entwickelungen.     Aus  (6.)  geht 
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nun  hervor 

(8.)     C,,-hm|-^j,,„  +  -^--^-+...  +  -^ ^^|,     (b=  !...;»;. 

wo  für  t/,n  seine  in  dem  Kreise  mit  dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  und 
dem  Radius  1  geltende  Ent^vnckelung  einzusetzen  ist.  (Vgl.  die  Abhandlung 
des  Herrn  Fuchs  Bd.  75  dieses  Journals  p.  211  und  212.) 

Was  aber  die  Entwickelung  von  y„k  angeht,  so  setzt  sich  dieses 
Integral  linear  mit  constanten  Coef^cienten  zusammen  aus  Integralen  der 
Form  (2.)  in  No.  1,  die  so  beschaifen  sind,  dass  zwischen  den  Grössen  ^y,,i.(i') 
einer  Gruppe  die  Relationen  bestehen,  dass  §''(p^  (b  =  2.../)  sich  linear  mit 
constanten  Coefficienten  aus  den  Grössen  ^'■^,„  (a=l.../— 1)  zusammen- 
setzt. Diese  Beschaffenheit  haben  die  Integrale,  die  aus  der  Form  (10.) 
(11.)  in  No.  2  hervorgehen,  wo  die  Integrationsconstanten  annullirt  werden, 
wie  sich  ergiebt,  wenn  man  mittels  der  Ausdrücke  No.  2  (10.)  in  den  Inte- 
gralen den  Umgang  um  x  =  a  macht,  die  erhaltenen  Werthe  durch  die 
ursprünglichen  Integrale  ausdrückt  und  in  diese  Gleichungen  die  Ent- 
wickelungen  einsetzt.  (Vgl.  Abb.  Bd.  83  No.  0  (25.)  etc.).  Man  bezeichne 
die  m  linearunabhängigen  Integrale  dieser  Beschaffenheit,  vermittelst  welcher 
y,,;.  dargestellt  wird,  durch  «/,„,  y[„,  ...  y,',„,.  Diese  Integrale  lassen  sich 
durch   yu  bis  ?/,,„   linear   mit  constanten    Coefficienten   ausdrücken,  woraus 

sich  ergiebt  lim!^;(^-l)  «"+*  -  0,  lim-4!|^(^--l)-''+'^+*  =  0,  wo  t  reell  und 

>  0.  Aus  letzteren  Gleichungen  und  den  genannten  linearen  Relationen 
zwischen    den    Grössen    ^'(p^tis)    folgt    nun    lirarf/),i,(5)($  — 1)"^^*^  =  0  und 

\im-^^^P^ {§ -!)-"+'■''=  0,  wo  £  reell  und  >0  (successive  flir  a=l,2...). 

Daraus  folgt,  wenn  man  in  der  Entwickelung  von  y,,^  den  Coefficienten 
irgend  einer  Potenz  des   log§  durch  /"(!)  bezeichnet,  lim/"(|)(|— 1)  "+' —  0 

und  lim-^!^($--l)-P+^+'  =  0.  wo  t  reell  und  >  0. 
;-=i    «s^ 

Nun  werde  in  t/m.  die  Grösse  (log$)"  =  (log(l-|-5'— 1))"  nach  Potenzen 
von  5—1  entwickelt.  Es  soll  ferner  eine  Grösse  (>i,  so  angenommen  werden, 
dass  in  F,t(|— 1)°''"''  die  reellen  Theile  der  Exponenten  von  1—1^0  sind,  so 
dass  limF,i,(|— 1)^''~'^*^  =  0,  e  reell  und  >0,  wo  (>i,  von  a  unabhängig  sein  soll. 

Wenn  die  Integrale  t/n  bis  y,„,  bezüglich  zu  den  Exponenten  r,  bis  r„,  ge- 
hören,  so  ist  P(,  =  Ti,  zu  setzen.     In   der  Entwickelung  von  (log(l4-s  — 1))" 
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muss  eiu  AHsdnick  der  Form  (1— 1)' J;c,($-1)' =  Z,  worin  i]  grösser  als 
der  reelle  Theil  von  Pt— p  ist.  so  beschaffen  sein,  dass  -7,^-,-(/  =  0 ...  o) 
mit  i\,t,— ^|f  ~  multiplicirt.  ein  Produet  giebt,  welches  für  |  =  1  verschwindet. 

Daher  sind  in  y,,,^  in  (8.)  in  der  Enficickelung  von  (log(l+|— 1))" 
nach  Potenzen  von  |— 1  diejenigen  Glieder,  deren  Exponenten  grösser  als 
der  reelle  Theil  von  q^—q  sind,  wegzulassen,  und  der  übrige  Theil  von  y„i. 
ist  statt  j/ui  in  — j^(a  =  0  ... /«— 1)  in  (8.)  einzusetzen. 

Es  werde  nun  von  den  Integralen  y,n  (Ä- =  1  . . . ;«)  vorausgesetzt,  dass 
die  Exponenten  der  Potenzen  von  |  innerhalb  der  Entwickelung  eines  jeden 
Integrales  y^i^  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden  (anf  welchen  Fall 
man  nach  No.  2,  I  jeden  anderen  zurückführen  kannV  Dann  tritt  an  die 
Stelle  der  Grösse   auf  der  rechten  Seite  von  (8.)  ein  Ausdruck  der  Form 

l'^^c,^''.    Nun  ist  lim  (D  =  e'""',  wo /r  eine  bestimmte  ganze  Zahl  ist,  daher 

i)  1=1 

C,,  =  limje^*-'"ic,r!- 

Man  hat  also 

(9.)       C,,  =  lim^,,(|),     {b  =  l...m) 
^=t 

wo  ^Ai,(l)  ß*«ß  nach  Potenzen  von  $  mit  positiven  ganzzahligen  Exponenten 
fortschreitende  Reihe  ist,  die  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Nullpunkt  als 
Mittelpunkt  und  dem  Radius  1  convergirt,  die  man  nach  dem  Vorhergehenden 
zusammensetzen  kann  und  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  Con- 
stauten  sind,  die  in  den  Entwickelungen  von  -^(a  =  0  ... /»— 1),  «/ j,  vor- 
kommen, und  der  Constanten  n/,  e'^'"^'  =  lim(|''),  wo  i^  in  der  Entwickelung  von  y  . 

vorkommt,  mit  rationalen  Zahlen  als  Coefficienten. 

Wenn  die  Integrale  ?/u,  (b  =  1  ... »«)  bezilglich  zu  den  Exponenten 
»•„.(b  =  1  ...  m)  gehören,  so  ist  "Jß^Ci")  =  e  ''^'~'''''°"  ^^«U),  '"o  die  Coefficienten 
der  Potenzreihe  ^^(^0  rationale  Functionen  von  Constanten  sind,  die  in  den 
Entwickelungen  von  yi^{b—l...m)  und  y^y  vorkommen,  und  von  ni  mit 
rationalen  Zahlen  als  Coefficienten.  Ueber  die  zur  Darstellung  \(>n  '^\.Ai:) 
nothwcndige  Entwickelung  von  j/,,  in  dem  Kreise  mit  dem  Nullpunkt  als 
ÄIittel]»unkt  und  dem  Radius   1  folgen  weitere  Untersuchungen  in  No.  7. 

Die  Functionen  F,,i,(o  =  0  ...  ;h— 1)  lassen  sich  über  die  Peripherie 
des   um   den   Nulli)unkt    als   ^Mittelpunkt   mit   dem   Kadius    1    geschlagenen 

Joiirnal   für  Matliomatik   B.i.  l.XXXVII.   Heft  3.  32 


246  Tkome,  5Hr  Theorie  der  linearen  Differenlialgleichungen. 

Kreises  hinaus  in  einem  solchen  endlichen  Ebenenstreifen,  der  den  Punkt 
1=1  nicht  enthält,  einwerthig  und  stetig  fortsetzen.  Dasselbe  gilt,  weil 
auf  der  Peripherie  des  genannten  Kreises,  abgesehen  etwa  von  1=1,  kein 
singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  G,„,  [y,  |)  =  0  liegt,  von  den  oben 
angegebenen  Integralen  «/,',,,  und  daher  von  den  Functionen  |'^,i,($),  vermöge 
der  zwischen  letzteren  bestehenden  linearen  Relationen,  demnach  auch  von 
jedem  Factor  einer  Grösse  (logl)"  in  der  Entwickelung  von  y,n.. 

Die  Funclion,  welche  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Nullpunkt  als 
Mitlelptinkt  und  dem  Radius  1  durch  die  Potenzreihe  '^ktiS)  gegeben  ist,  hat 
daher  die  Eigenschaff ,  dass  sie  innerhalb  des  Gebietes  eimcerthig  und  stetig 
bleibt,  welches  begrenzt  wird  von  dem  Kreise  mit  dem  Nullpunkt  als  Mittel- 
punkt, welcher  durch  den  dem  Nullpunkt  nächsten  singulären  Punkt  a  der 
Di/ferentialgleichung  G,„(y,  i)  =  0,  bei  dem  Mod«>l  ist,  gelegt  ist,  und  von 
einer  beliebigen,  sich  selbst  nicht  schneidenden  Linie,  welche  von  irgend  einem 
Punkte  der  Peripherie  dieses  Kreises  aus  ausserhalb  des  concentrischen  Kreises 
mit  dem  Radius  1  zu  dem  Punkte  5  =  1  gezogen  ist. 

Es  soll  jetzt  die  unendliche  Annäherung  von  i).\r,(c)  an  0^,,  wenn 
5  sich  dem  Werthe  1  unbegrenzt  nähert,  weiter  erörtert  werden. 

Innerhalb  des  eben  genannten  Kreises  mit  dem  Null])unkt  als  Mittel- 
punkt und  dem  Radius  >  1  werde  um  den  Punkt  >  =  1  als  Mittelpunkt  ein 
Kreis  mit  dem  Radius  o^  und  zu  demselben  concentrisch  ein  Kreis  mit  dem 
Radius  a,  geschlagen,  so  dass  1  >  (Tj  >  o,  ist,  und  es  werden  diese  beiden 
Peripherien  durch  die  zwischen  ihnen  liegende  Strecke  auf  der  Axe  der 
reellen  Grössen  zwischen  +1  und  +x),  mit  einander  verbunden.  Dann 
bildet  diese  Strecke,  doppelt  gerechnet,  mit  den  beiden  Peripherien  eine 
einzige  geschlossene  Linie.  Das  von  dieser  Linie  umgrenzte  Gebiet,  die 
Begrenzung  einbegriffen,  sei  S.  Die  Function  ^hU)  ist  in  S  einwerthig 
und  stetig.  Die  unendliche  Annäherung  von  ^a-(^)  ^n  ^»i  wenn  §  gegen  1 
convergirt,  findet  nun  in  der  Weise  statt,  dass,  wenn  man  eine  beliebig  kleine 
reelle  Grösse  (J^O  vorschreibt,  es  immer  ein  solches  Gebiet  S  giebt,  in 
welchem  der  Radius  Oi  constant  bleibt,  a^  beliebig  klein  wird,  so  dass  der 
Werth  von  ^<i.(5)  für  jeden  Punkt  c  in  dem  Gebiete  S  sich  ton  Ca.  um  eine 
Grösse  unterscheidet,  deren  Modul  kleiner  als  ()'  ist. 

Um  dieses  zu  zeigen,  möge  zur  Abkürzung  eine  Function  von  5, 
für  die  es  jedesmal  ein  Gebiet  S,  in  welchem  a,  constant  bleibt,  a,  unendlich 
klein  wird,  giebt  von  der  Art,  dass  in  demselben  der  Modul  der  in  S  ein- 
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werthig'en  und  stetigen  Function  kleiner  bleibt  als  ^',  wo  S'  eine  beliebig  klein 

gewählte  vorge8clinebene  reelle  Grösse  >  0  ist,  durch  T  bezeichnet  werden. 

Nun  gilt  zunächst   die  Gleichung   (3.).     Dieselbe   wird  multiplicirt 

mit  ^^^ — ^ =l+y,   wo  y  die   Beschaffenheit   von  T  hat.     Qi,+  Cji,y   ist 

gleich  der  Grösse  auf  der  rechten  Seite  von  (6.).  C^i,/  hat  die  Beschaffenheit 
von  T,  daher  hat  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  von  (6.)  die  in  dem  zu 
beweisenden  Satze  von  $i.t(^  ausgesagte  Eigenschaft.  Dasjenige,  was  auf 
der  rechten  Seite  von  (6.)  weggelassen  wird,  um  den  Ausdruck  auf  der 
rechten  Seite  von  (8.)  zu  erhalten,  hat  die  Beschaffenheit  von  T,  ebenso 
was  auf  der  rechten  Seite  von  (8.)  weggelassen  wird,  um  den  Ausdruck 
^■' (lim  D"'^H.(i?)  zu  erhalten.  Daher  hat  dieser  Ausdruck  die  in  dem  zu  be- 
weisenden  Satze  von  5Ptt(|)  behauptete  Eigenschaft.  $~''lim(5')  =  l4-y',  wo  /' 
die  Beschaffenheit  von  That;  dieselbe  Beschaffenheit  hat  7'|''(lim!^'')~'^t.i,($), 
daher  muss  ^^i,  (1)  die  zu  beweisende  Eigenschaft  besitzen. 

4. 
Es   ist   nach  (9.)   der  vorigen  Nummer  in  Bezug  auf  die  Constante 
C^^,  ermittelt  worden,  dass 

(1.)       C,  =  lim^\,(s) 

;=i 

ist,  wo  die  Function  ^\i,ic^  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Nullpunkt  als 
IMittelpunkt  und  dem  Hadius  1  durch  eine  nach  Potenzen  von  i'  mit  positiven 
ganzzahligen  Exponenten  fortschreitende  Reihe  gegeben  ist,  und  in  Betreff 
der  Fortsetzung  über  die  Peripherie  dieses  Kreises  und  des  Verhaltens  bei 
unendlicher  Annäherung  von  i'  an  1  die  in  voriger  Nummer  angegebenen 
Eigenschaften  besitzt.  Nim  ist  zu  untersuchen  erstens,  ob  die  Potenzreilie  ^^t  (s") 
noch  für  $—1  convergirl  und  zweitens,  ob  alsdann  %^.  (1.)  gleich  C«,  ist. 

Die  zweite  Frage  ist  immer  zu  bejahen,  sobald  %i,{$)  noch  tür  i  =  i 
convergirt.  Denn  wenn  die  Potenzreihe  ^c,,^'  für  1  =  1  convergirt,  so 
convergirt  diesell)e  für  alle  reellen  Werthe  $,  0  ^  I  ^  1,  und  ist  für  dieses 
Gebiet  eine  endliche  und  stetige  Function  von  §,  Damit  eine  Kcihe  ^«., 
convergirt,  ist  bekanntlich  uothwendig  und  hinreichend,  dass  wenn  e  eine 
beliebig  kleine  vorgeschriebene  reelle  Grösse  >  0  ist,  es  einen  Stellenzeiger 
r  giebt,  so  dass  Mod^M,,  <C  f  ist,  wo  p  beliebig  wachsen  kann.  Ist  jede 
der  Grössen  «,,  in  einem  für  alle  m,,  übereinstimmenden  Bereiche  von  x  die 
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Begrenzung  einbegriffen,  eine  endliche  für  die  Wertlie  r  in  diesem  Bereiche 
(dem  Modul  nach  unterhalb  einer  endlichen  Grenze  A  liegende)  Function 
von  X,  soll  die  Reihe  für  jeden  einzelnen  Werth  von  x  convergiren  und 
zwar    so,    dass    der  Unterschied  zwischen  ^  u,   ((>  =  1,  2, ...  ac)   und  der 

u 

Grenze  dem  Modul  nach  kleiner  ist,  als  eine  beliebig  kleine  ßxirte  reelle 
Grösse  >  0,  wenn  derselbe  Stellenzeiger  ,u  überschritten  ist  bei  beliebigen 
Werthen  von  x  in  dem  betreffenden  Bereiche,  so  ist  dazu  nothwendig  und 
hinreichend,  dass,  wenn  t  eine  beliebig  kleine  vorgeschriebene  reelle  Grösse 
>  0  ist,  es  einen  Stellenzeiger  j'  giebt,  so  dass  bei  fixirtem  v  Mod^"  m,,  <.  e, 
wo  p  beliebig  wachsen  kann,  während  x  in  jenem  Bereiche  beliebig  bleibt. 
Diese  Convergeuz  nennt  man  (nach  Herrn  Weierstrass)  Convergenz  in  gleichem 
Grade.  Aus  derselben  folgt,  wenn  die  Functionen  «,  stetig  sind,  dass  die 
Reihe  eine  endliche  und  stetige  Function  von  x  ist.  Dass  die  Potenzreihe 
^c,^\  wenn  sie  für  ^"=1  couvergirt,  für  O-^jJSt'I  die  Bedingung  der 
Convergenz  in  gleichem  Grade  erfüllt  und  dass  hieraus  die  Stetigkeit  der 
Reihe  folgt,  hat  für  den  Fall  reeller  Coefficienten  Abel  bewiesen  ('Recherche 

sur   la  Serie  l-{-mx-\-  *"  fo      ^^"l — ;   Beweis   des  th^orfeme  IV;  vgl.  auch 

dort  die  Anmerkungj.     Der  Fall  c,  complex  gleich  g,^-\-hJ  kommt  auf  den 

vorigen  zurück,  indem  die  Reihe  in  .Zf/^i'  +  J-TA-aC'  zerflillt.  (Ueber  die 
Convergenz  in  gleichem  Grade  vgl.  die  Abh.  des  Herrn  Seidel,  baier.  Acad. 
1848.)  Convergirt  also  die  Potenzreihe  ^^C^)  noch  für  1=1,  so  folgt 
aus  dem  Vorhergehenden  und  (1.),  dass 

(2.)    c,  -  c;\.(i)).=,. 

Es  bleibt  demnach  zu  untersuchen,  ob  die  Potenzreihe  'iß^,,  (§)  =  J"  c^ !?"  noch 

u 

für  S=  1  convergirt.     ^lan  hat 

wenn  li  =  p e'"' und  der  Radius  p  <  1  genommen  wird.  'i|?ufce"')  habe  zum 
reellen  Theile  ?<(?,  ö,)  und  zum  Coefficienten  von  /  «?((<,  Ö,).    Nun  folgt  aus 

(4.)    /^;\.(ior'rfi,  =  o,  (a  =  i...«)) 

wo  über  die  Peripherie  des  Kreises  mit  dem  Radius  {>  integrirt  wird, 

(5.)       (>'i/'\,{(^e">')e''''de,  =  0, 


(7.) 
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woraus  sich  ergiebt 

(/"(«(?,  Öi)tiosaö,-j5(p,ö,)sinaö,)dÖ,  =  0, 

(6.)       \.. 

//    (?<({*,  ö,'smaöi+t?(p,  ö,)cosaö,)</ö,  =  0. 

Gemäss  (3.)  ist 

c^  =  -g— r|y    0<(p,  ö,)cosaöi4-ü>,  ö,)sinaöi)döi 

—  ?■/    (?/((>,  ö.)  siuaöi—»(p,ö,)cosaö,)dö,|,     (a  =  0...cx)j 
II 
Setzt  man 

(8.)       4  =  Qe",     {6  =  0...2n\ 

so  erhält  man  mittels  (6.)  und  (7.) 

I  Cj  $'  =  —  y     u {q,  6i)  cos  a  ö,  rfö,  cos a ö  +  /    tt{Q,6i)  sin a ö,  rföj  sin q d\ 

I  '  IJ  *!) 

^^'^      j  +^iy  "»(P^  ÖOcosaÖirfö,cosaÖ  +  y"\ -p,  Öj>inaö,rfÖ,sinaöj 

I  ij  II 

(  (a=l...oc) 

und  aus  (7.) 

(10.)       c„  =  ^  1/'"« (p,  ö.)  de,-V  if\  {q,  Ö,)  rfö, } . 

U  II 

Es  nimmt  demnach,  wie  bekannt,  der  reelle  Theil  und  der  Coefficient  von 
i  in  dem  allgemeinen  Gliede  der  Potenzreihe  die  Form  des  allgemeinen 
Gliedes  in  der  Darstellung  von  u  (p,  6)  bezüglich  » {(>,  0)  durch  die  Fo?/nersche 
Reihe  an.  Nun  hat  nach  No.  3  die  Function  %nXi)  die  Eigenschaft,  dass 
sie  für  die  Weithe  i;  auf  der  ganzen  Fläche  des  Kreises  um  den  Nullpunkt 
der  $-Ebene  als  ]\Iittelpunkt  mit  dem  Radius  1,  die  Peripherie  einbegriffen, 
dem  Modul  nach  unterhalb  einer  endlichen  Grenze  liegt  und  eine  stetige 
Function  von  |  ist,  die  für  ^  =  1  den  Werth  der  Constante  C^,  hat.  Wird 
auf  der  Peri))herie  der  reelle  Theil  derselben  durch  w(l,ö),  der  Coefficient 
von  i  durch  p(l,  6)  bezeichnet,  so  sind  daher  für  6  =  0  ...27i  die  Functionen 
«(1,  ö)  und  c(l,ö)  dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  als  eine  endliche 
Grenze  yl  und  stetige  Functionen  von  ö,  ?/(1,0)=m(1,2.^\  ti(l,0)  =  c(l,2.7). 
Es  ergiebt  sich  ferner,  dass,  wenn  e  eine  beliebig  kleine  vorge- 
schriebene reelle  Grösse  >  0  ist,  es  immer  einen  Radius  aus  dem  Null- 
punkte p,  <;  1  giebt,  so  dass  bei  fi.xirtem  p, ,  wenn  p>  die  Bedingung 
p,  <p,  <1  erfüllt,    für  alle  Werthe  Ö,   Q-fCe^2n   der   absolute   Werth 
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von  m(1,  ö)— ?/(p2,  ö)  kleiner  als  f  und  ebenso  der  absolute  Werth  von 
«(1,  ö)  — »((>,,  ö)  kleiner  als  e  ist. 

Denn  nach  No.  3  kann  man  um  jeden  auf  der  Peripherie  des  Kreises 
C  mit  dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  und  dem  Radius  1  gelegenen  Punkt 
a„  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  Ä„  mit  von  Null  verschiedenem  Radius 
schlagen,  so  dass  für  Punkte  $  in  dem  gemeinschaftlichen  Gebiete  beider 
Kreise,  die  Punkte  auf  der  Begrenzung  mitgerechnet. 

Mod(^,,f|)-^,,(«rJ)<Y 

ist.  Man  lasse  nun  von  einem  Punkt  a^  aus,  um  welchen  der  Kreis  h\ 
geschlagen  ist,  einen  Punkt  die  Peripherie  von  C,  ohne  seine  Richtung 
umzukehren,  durchlaufen.  Um  den  hierbei  erreichten  Durchschuittspunkt 
der  Peripherie  von  /f,  und  der  des  Kreises  C  a^  schlage  man  einen  Kreis 
A'j,  um  den  hierauf  erreichten  Durchschuittspunkt  von  A",  und  C  Oj  schlage 
man  einen  Kreis  Äj  u.  s.  w. 

Die  Summe  der  Kreisbogen  von  a,  zu  a>.  von  o.  zu  «3  etc.  soll 
kleiner  oder  gleich  der  Peripherie  von  C  sein:  wenn  der  Punkt  a„  auf 
dem  ersten  Halbkreise  von  C,  von  a,  aus.  liegt,  so  ist  der  Bogen  von  «„ 
zu  a„+i  höchstens  gleich  einem  Halbkreise  von  C  Es  muss  nun  ein 
System  von  Kreisen  K  dieser  Art  existiren,  durch  welches  der  Punkt  a^ 
selbst  wieder  erreicht  wird,  so  dass  der  letzte  Kreis  durch  «i  hindurchgeht. 
Denn  entweder  man  kann  jeden  vorhergehenden  Punkt  durch  irgend  ein 
solches  Verfahren  erreichen  oder  überschreiten,  und  dann  ergiebt  sich  mittels 

der   Eigenschaften    eines   Kreises  /f,,   wobei  ^  statt    „    genommen  wird, 

dass  auch  a,  erreicht  werden  kann,  oder  es  muss  ein  vorhergehender  Punkt 
existiren,  der  die  Eigenschaft  hat,  dass  man  ihn,  welches  derartige  Verfahren 
man  auch  anwendet,  nicht  erreichen  und  nicht  überschreiten  kann.  Wäre 
ein  solcher  Punkt  Uy  vorhanden,  so  hätte  auch  jeder  folgende  Punkt  die- 
selbe Eigenschaft;  und  wird  ein  Punkt  Uß  erreicht  oder  überschritten,  so 
auch  jeder  vorhergehende  Punkt.  Nimmt  man  nun  zwei  solche  Punkte 
üß  und  üy,  von  denen  der  erstcrc  erreicht  oder  überschritten  werden  könnte 
und  demnach  auch  die  vorhergehenden,  und  von  denen  der  zweite  nicht 
erreicht  oder  überschritten  werden  könnte  und  demnach  auch  die  folgenden 
nicht,  und  schiebt  in  das  zwischen  ihnen  liegende  Kreisbogenintervall  einen 
neuen  Punkt  a^  ein,   so  tritt  dieser  an  Stelle  eines  der  Punkte  Uß  oder  a.. 


Thome,  zur  Theorie  der  linearen  Differenlinlgleichungen.  251 

mit  der  genauuteu  Eigenschaft  dieses  Punktes;  in  dieses  Intervall  schiebt 
man  einen  weiteren  Punkt  ein  u.  s.  w.,  so  dass  jedes  folgende  Intervall  in 
dem  vorhergehenden  liegt  und  dabei  die  Intervalle  unendlich  klein  werden, 
etwa  indem  man  die  Bogen  fortwährend  halbirt.  Auf  diese  Weise  ergiebt 
sich,  dass  ein  Grenzpunkt  a^  esistiren  müsste,  so  dass  jeder  folgende  Punkt 
nicht  zu  erreichen  oder  überschreiten  wäre,  jeder  vorhergehende  erreicht 
oder  überschritten  wird.     Dann  könnte  man  aber  mittels  der  Eigenschaften 

eines  Kreises  K^,  wobei  ^  statt   -k-  genommen  wird,    zeigen,   dass  auch 

«^  zu  erreichen  wäre  und  auf  a^  folgende  l'unkte  überschritten  werden 
könnten,  entgegengesetzt  der  vorhergehenden  aus  der  Annahme  gezogenen 
Folgerung. 

Es  sei  nun  das  genannte  System  der  Kreise  K,  das  von  K^  um  a, 
als  Mittelpunkt  ausgeht  und  zu  einem  Kreise  K  durch  o,  zurückführt,  auf- 
gestellt. Zu  den  Punkten  a^.  «,,  etc.  seien  die  Radien  fl,,  7?,,  etc.  von 
dem  Nullpunkte  aus  gezogen.  Innerhalb  des  Kreises  A',  werde  die  Strecke, 
welche  auf  R^  liegt,  innerhalb  des  Kreises  K^^  die  Strecke  auf  R^  etc.  ge- 
nommen, die  kleinste  dieser  Strecken  sei  a.  Dann  kann  der  gesuchte 
Werth  des  Radius  p,  gleich  1— t  gesetzt  werden,  wo  a^T>0  ist.  Der 
Kreis  mit  dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  und  dem  Radius  Pi  sei  C^.  Nimmt 
man  nun  die  Stücke  der  Peripherie  von  C  uud  C^  zwischen  den  Radien  /l, 
und  ^2,  so  liegt  das  von  diesen  beiden  Bogenstücken  und  den  Radien  ß, 
und  7?2  eingeschlossene  Gebiet  ganz  in  K^ ,  und  es  ist,  weil  in  diesem  Kreise  /T, 
Mod  ('iPit.(l)  — '$ib  (oi))  <  2  *^^'  *"^  jeden  Werth  B  in  dem  Kreissector  zwischen 
Ri  und  ßj  Mod(M(l,  ö)-l-jt>(l,  ö)  — ?^(P2,  ö)  — eü(p2,  ö))  ■<  f.  Entsprechend 
wenn  man  die  Werthe  6  in  dem  Kreissector  zwischen  R.  und  /?,  nimmt, 
wo  der  Kreis  IL  in  Betracht  kommt,  u.  s.  w.  Die  oben  aufgestellte  Be- 
hauptung über  die  absoluten  Werthe  von  ?<(!,  6)  —  ii{^2i  0)  lind  ©(1,  ö)— »(p,,  6) 
ist  damit  bewiesen.     Convergii't  nun  in  (9.)  und  (10,}  p  gegen  1,  so  wird: 

c.e""  =  ~  \f"'u{h  ö,)cosaöif/Ö,cosnö+  f'\i{\,  ö,;sinaö,rfö,siiiaö! 

^^^•)  -t--'  [/'^(l,  Ö,)eosoö,rfÖ,cosaÖH-/'"r(l,  d.)sinaÖ.rfÖ,sinaöj. 

(a  =  l...^) 

(12.)    c„  =  ^ »/''«(!,  o,}dd,+  i/'\{i,  e,}de]  • 
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Es  ist  jetzt  zu  untersuclien,  ob  die  Fotirierscheu  Reihen 

inj  1    ?i  '.' 

+y    ?/  ( 1,  ö.)  siu  a  öirföi  sin  a  ö| , 

+y"%(l.Ö,)sinaÖi</ö,sinaöj 


(13.) 


(14.) 


convergiren  und  zwar  in  Rücksicht  auf  den  hier  vorliegenden  Zweck 
speciell  für  6  —  Q. 

Die  Functionen  ?*(1,  ö)  und  »(1,  ö)  sind  also  für  0^d^27i  dem 
absoluten  Werthe  nach  kleiner  als  eine  endliche  Grenze  und  stetige  Func- 
tionen von  6,  m(1,  0)  =  m(1,  27i),  e(l,  0)  =  »(1,  2.n).  Wenn  für  eine  dieser 
Functionen  das  Intervall  von  6  0  ^0  ^2n  sich  in  eine  endliche  Anzahl 
Theile  theilen  lässt.  so  dass  in  jedem  einzelnen  Theile  die  Function  mit 
wachsendem  6  fortwährend  entweder  wächst,  oder  abnimmt,  oder  constant 
bleibt,  so  convergirt  die  bezügliche  Reihe  (13.)  oder  (14.)  für  0  <  ^  <  2^1 
und  zwar  gegen  die  betreffende  Function  als  Grenze  nach  den  bekannten 
Untersuchungen  Dirichletn  im  4.  Bd.  dieses  Journals  p.  157. 

Bewegt  sich  6  zwischen  den  Grenzen  6'  und  9",  so  dass 

0  <  Ö'  <;  Ö  <  6"  <  271 

ist,  so  hat  für  die  Functionen  «/(l,  ö)  wid  v{l.d]  dieses  Intervall  von  0  die 
Eigenschaft,  dass  es  in  eine  endliche  Anzahl  Theile  zerfällt,  so  dass  in  jedem 
Theile  die  Function  mit  waclisendem  6  fortwährend  wächst  oder  abnimmt  oder 
constant  bleibt.  Dieses  ergiebt  sich  daraus,  dass  nach  No.  3  die  Function 
^ji,(^")  sich  über  den  Theil  der  Peripherie  des  Kreises  C  mit  dem  Nullpunkt 
als  IVIittelpunkt  und  dem  Radius  1  von  6'  bis  6"  hinaus  als  einwerthige 
und  stetige  analytische  Function  fortsetzen  lässt.  Wird  |  =  »7+??  gesetzt, 
wo  7j  und  t  i'eell  sind  und  ehi  Punkt  a  =  ?7o+«?u  auf  der  betrachteten 
Strecke  der  Peripherie  von  C  genommen,  so  hat  die  Function  ^ii.(l)  inner- 
halb eines  Kreises  mit  von  Null  verschiedenem  Radius  und  a  als  Mittel- 
punkt eine  Entwickelung  der  Form 

Ik,{i-ay  =  i:Ä„(7y- 7;,,-}- ?•(?-?„))». 
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Für  die  Punkte  der  betrachteten  Curve  ist  rf-^-  ^^  =  1.  daraus  folgt 
demnach  wenn  t  mit  'C,„  im  Vorzeichen  übereinstimmt: 

(15.)     r  =  r..|i-2^^fc^-(ö)ij*, 

ebenso,  wenn  ri  mit  ?j„  im  Vorzeichen  übereinstimmt: 

(16.)     ,^,„}i-^^(^7^-)-g=pif. 

Hieraus  ergeben  sich  die  Entwickelungeu 

(17.)        C-?a  =  Ja,(»^-J^„)^ 
wenn  Co  von  Null  verschieden  ist,  und 

(18.)      T?-,/,,  =  l/?,(C-?o)\ 

1 

wenn  t/u  von  Null  verschieden  ist.  Ist  nun  bei  dem  Punkte  a  ^u  von  Null 
verschieden,  so  ist  die  Entwickelung  (17.)  anwendbar,  sonst  (18.).    Wh-d  in 

lfta('?-'?ü+n?-Co))^ 

II 

die  Entwickelung  (17.)  eingesetzt,  so  kann  man.  weil  die  Potenzreihe  unbe- 
dingt convergirt  (d.  h.  die  Reihe  der  iModuln  convergirt),  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  ?/— vj„  ordnen  und  erhält 

(19.)       %,{^)  =  i:h{ri-V^)% 
u 

wo  die  Reihe  der  rechten  Seite,  wenigstens  solange  der  absolute  Werth  von 
7/— j;,,  kleiner  als  A  ist.  wo  A  eine  gewisse  von  Null  verschiedene  positive 
Grösse,  convergirt  und  die  Gleichung  (19.)  erfüllt.  Ist  h  =  g^+ilh,  g^  und 
A,  reell,  so  folgt  aus  (19.) 

(20.)    ^,,(1)  =  i^a(»?-^o)^+«iA..(^-^o)'\ 

Wenn  die  reellen  Constanten  g^  (a  >  0)  nicht  alle  gleich  Null  sind ,  so 
liefert  -^ZgM  —  '^^T  multiplicirt  mit  (??-t?„;*,  wo  k  Null  oder  eine  ge- 
wisse negative  ganze  Zahl  ist,  ein  Product,  welches  für  t?  =  »j„  von  Null 
verschieden  ist,  woraus  folgt,  dass  für  ein  gewisses  Intervall  von  r/, 

7;.,+  ;f  <:  ri  ^  j?„+  X,     0  <  ;?  <  A, 
wo  y.  bei  constantem  l  unendlich  klein  werden  kann,    ^- ^Sg^iv  —  VaT  sein 
\'orzeichen  nicht  wechselt  und  nicht  verschwindet.     Daher  muss  iu  dieaem 

Jounial  für  Mathematik   Bd.  LXXXVII.  Heft  3.  33 
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Intervalle  j:gc(i]~r]t)T  nfiit   wachsendem  j?  fortwährend  entweder  wachsen 

u 

oder   abnehmen.     Hieraus   und    aus  der  Stetigkeit  von  ^ig^irj—fiuY  folgt, 

u 

dass  diese  Function  mit  wachsendem  r]  von  ?;„  bis  Tj„+k  fortwährend  ent- 
weder wachsen  oder  abnehmen  muss.  Entsprechend  ist  es  für  ein  Intervall 
von  J?u  bis  rj^i—l',  wo  /.'  reell  und  grösser  als  Null.  Sind  die  Constanten 
5',,(n>0)  alle   gleich  Null,   so   ist  J' g^a  (^;  — '?»)'   constant.     Entsprechendes 

gilt  fiir  die  Reihe  ZK{rj  —  rii^\     Ist  bei  dem  Punkte  a  ?„  =  0,  so  hat  mau 

(I 

in  derselben  Weise  die  Entwickelung-  (18.)  anzuwenden. 

Daraus  folgt  nun,  wenn  a  —  e'"'  ist,  dass  wenn  6  von  ö„  bis  ö.i+ö,, 
wächst,  wo  ö|,  eine  gewisse  reelle  Grösse  grösser  als  Null  ist,  «(1,  ö)  fort- 
während entweder  wächst,  oder  abnimmt,  oder  constant  bleibt  und  dass, 
wenn  6  von  ö,,  bis  ö,,— ö,,  abnimmt,  ?<(1,  ö)  fortwährend  entweder  wächst, 
oder  abnimmt  oder  constant  bleibt.     Entsprechend  bei  »(1,0). 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  durch  Anwendung  der  oben  zwischen 
(10.)  und  (11.)  auseinandergesetzten  Schlussweise  der  zu  beweisende  Satz. 

Es  ist  jetzt  das  Verhalten  der  Functionen  ?<(1,  Ö)  und  »(1,0)  in  der 
Nähe  von  ö  =  0  und  0  =  2?!  zu  untersuchen. 

Wenn  die  Exponcnlengleichung  der  Diff'erenlialgleicliung  G„,  {y,  5)  =  0 
in  No.  3  bei  §  =  1  nur  reelle  Wurzeln  besitzt,  so  kann  man  bei  0  =  0  und 
0  =  2n  je  ein  Gebiet  für  6  abgrenzen,  0^0 ^0^^  2n^6^02,  so  dass 
in  einem  solchen  Gebiete  jede  der  Functionen  u{l,  0)  und  »  (1,  ö)  mit  wachsendem 
d  entweder  nur  wächst,  oder  nur  abnimmt,  oder  constant  bleibt. 

Man  hat,  um  dieses  zu  zeigen,  den  Ausdruck  der  Function  '^ü{^) 
für  Werthe  ^  in  der  Nähe  von  1=1  aufzustellen.     In  dem  Ausdrucke  (8.) 

in  No.  3  hat  die  Grösse  -^   (a  =  0...««— 1)  die  Form 

(^--i)"'^.+(i-i)''=^aog($-i)-f--f(i--i)«'.A(iog(i--i))", 

wo  die  Ausdrücke  A  ganze  rationale  Functionen  von  $—1  sind,  die  Ex- 
ponenten a  lineare  homogene  oder  nicht  homogeue  Functionen  der  Expo- 
nenten »'i  bis  r„,  (4.)   in  No.  3  mit  ganzzahligen   Coefticienten.     Wenn  die 

Integrale  tjni  ym  •••  «/i,«  bezüglich  zu   den  Exponenten  rj  bis  /•„,  gehören, 

p 
so  werden  die  Exponenten  a  in  —'-  gleich  —  ri,-|-a.     Die  Grösse,  die  statt 

^„t   in  -.j^   (a  =  0...m— 1)    No.  3    (8.)    einzusetzen    ist,    stellt    sich    dar 


Thotne,  zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  255 

als  eine  Summe  vou  ganzen  rationalen  Functionen  von  |— 1  in  endliclier 
Anzahl,  jede  multiplicirt  mit  einer  homogenen  linearen  Verbindung,  in  welcher 
die  Coefficienten  constant  sind,  von  den  dort  genannten  Functionen  i?'>ab(i?)- 
P^ine  solche  Function  $'9),,t(l)  ist  aber  mittels  der  in  No.  3  erwähnten 
linearen  Relationen  zwischen  diesen  Functionen  ausdrückbar  unter  der  Form 
^c^y'i)^(^og§f%  wo  y[„  die  Integrale  aus  No.  3.  /:?„  positive  ganze  Zahlen 
(incl.  0),  c,,  Constanten,  die  theilweise  Null  sein  können.  Hier  sind  nun  für 
die  Integrale  y,',, (a  =  1 . . . /«)  ihre  Ausdrücke  durch  i/,,,(a  =  l...m),  und  für 
letztere  Integrale  ihre  Entwickelungen  bei  1=1  einzusetzen,  für 

log(|)  =  log  (1+^-1) 
ist  die  Entwickeluug  nach  Potenzen  von  ^—1  einzusetzen.    Alsdann  ist  der 
auf   diese  Weise    aus   (8.)    in   No.  3    hervorgehende   Ausdruck    noch    mit 
^-r^rkiTii  _  (^i^ ^ _i^-r grk2ni ^    wcIchcs   uach  Potcuzen    von    ;;— 1    entwickelt 
wird,  zu  multipliciren. 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Entwickelung  von  ^j,,  {S)  in  der  Nähe 
■\-on  ^  =  1  die  Fonu  annimmt : 

(21.)     %m  =  :^{i-iY'[y,.+xu\og{S-i)+:.+x.A\og(S-i)n 

wo  die  Exponenten  y^  lineare  homogene  oder  nicht  homogene  Functionen 
der  Exponenten  r,  bis  r,„  mit  ganzzahligen  Coefficienten  sind,  die  Functionen 
y_  Entwickelungen   der   Form  .J'Cjff—l)' haben,  die  Potenzen  des  log (b  —  l") 

u 

mit  positiven  ganzzahligen  Exponenten  (incl.  0)  in  endlicher  Anzahl  vor- 
kommen. Wenn  die  Integrale  y,,  bis  «/,„,  bezüglich  zu  den  Exponenten 
r,  bis  r„,  gehören,  so  gehen  die  Exponenten  y,,  aus  den  Differenzen 
r,—rt,{c—l...m),  zu  welchen  ganze  Zahlen  addirt  shid.  hervor. 

Setzt  man  nun  in  (21.)  für  ^"—1  ein  rj—l+iZ  und  für  ?;— 1  die  Ent- 
wickelung (18.),  worin  ??,,  =  1,  ?„  =  0,  so  wird 

(1-1)^"  =  iv-i+i^Y^  =  t'-i^,/:". 

11s  wird  eine  Keihe  der  Form 

1  c,  (^-  - 1)"  =  J  c,  [ri  -1+  i  'Qf  =  J  A„  'C% 
(I  II  II 

log  (I  - 1 )  =  log  (j;  - 1+  e  ?)  =  9  log  ^  +  -f  *■'  ^'"' 

wo  die  positive  ganze  Zahl  </  =  1  wird.     Daher  geht  (21.)  über  in 

(22.)      %,(4}  =  ^?'"(</'„.,  +  y',alog?+---  +  V'»,a(logC)""), 

33* 


(24.) 
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WO  die  Functionen  if>  Entwickelungen  der  Form  ^/^C"  haben.  Durch 
Trennung  des  Reellen  vom  Imaginären  folgt,  da  die  Exponenten  /,,  der 
Voraussetzung  gemäss  reell  sind :  wenn  ?  >  0  ist, 

(23         *  ^'"^^  ^  ^^''XPua+e.Jog?+-+p„^,,(logSr) 
(  +«JS'?'''Xw„,,+  "-  +  t«„,,(log'C)''") 

und  wenn  ^  =  —'C',  ?'  >  0  ist, 

,  %,  {^  =  ^  -c"'  (?;,„+  pijog  •c'+--+ p:„„  (log  m 
'       +  i  ^'C''  (£«;„+  •  •  • + 1»:^,  (log  l')"% 

wo  die  Functionen  (j,  w,  p',  u>'  Entwickelungen  der  Form  .Sq^'C"  haben 
und  die  Coefficienten  q^  reell  sind. 

Man  betrachte  nun  die  Function 

(25.)       AD  =  ^^'"{Q..+  Qulog-C+-  +  (f..,A\ogm. 
Aus  derselben  ergiebt  sich 

(26.)       ^^  =  ^?'''-*-'"(p„„+P,„logc+...  +  (>„„„(logC)"0, 
wo    die  Grössen  k,   ganze  Zahlen   sind,   die  Functionen  p  Entwickelungen 

der  Form  .Zq/C  haben,  und  bei  demselben  Werthe  a  für  ^  =  0  nicht  alle  ver- 

ij 

schwinden,  wenn  sie  nicht  constant  verschwinden,  nachdem  je  zwei  der  Expo- 
nenten /a+Äj  in   (26.)   nicht  um  ganze  Zahlen  verschieden  gemacht  sind. 
Die  kleinste  der  reellen  Grössen  7,,+  Ä"a  hi  (26.)  sei  /.    Dann  muss  t"'''' -  }c 
für  ^  =  0  entweder  endlich  und  von  Null  verschieden  werden,  oder  unendlich, 
wie  ein  Ausdruck     ■     "" 

«o+OilogtH ha,(logcy, 

wo  die  a  Constanten.  Der  Factor  'C^'  wird,  solange  'C  endlich  und  von 
Null  verschieden  ist,  nicht  Null  oder  unendlich.  Es  muss  also  eine  positive 
Grösse  ^2  geben,  so  dass,  wenn  'Q  die  Bedingung  0<cCi^C^t2  erfüllt, 
^jf^  eine,  endliche  und  stetige  Function  von  u  ist,  die  das  Vorzeichen 
nicht  wechselt  und  nicht  verschwindet,  wobei  'Ci  der  Null  beliebig  nahe 
kommen  kann,  oder  es  muss  — /C—  constant  verschwinden.  Daher  muss 
f(C)  auf  dieser  Strecke  von  'C  mit  wachsendem  'C  fortwährend  entweder 
wachsen  oder  abnehmen  oder  constant  bleiben.  Demnach  muss  die  Function 
«(1,  ö)  auf  einer  Strecke  von  6,  0  <[  Ö' :^  ö^  öj,  wobei  ö' unendlich  klein 
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werden  kann,  mit  wachsendem  0  tbrtwälirend  entweder  wachsen  oder  ab- 
nehmen oder  constant  bleiben.  Wegen  der  Stetigkeit  von  «(1,  ö)  muss 
dieses  auch  auf  der  Sti-ecke  0  <;  ö  ?<  ö,  stattfinden.  Dasselbe  gilt  und 
wird  in  derselben  Weise  bewiesen  für  die  Function  ?/(l,  6)  auf  einer  Strecke 
von  e,  271^6^6,. 

Ebenso  für  die  Function  ©(1,  ö). 

Das  Resultat  ist  also  dieses:  Wenn  die  Exponentengleichung  der 
Differentialgleichung  G„Xy,  S)  =  0  in  No.  3  bei  §  =  1  nur  reelle  Wurzeln  be- 
sitzt, so  convergirt  die  Potenzreihe  ^»(1)  für  1=1  und  stellt  für  diesen 
Werth  von  $  die  Constante  C^^  dar. 

Dasselbe  findet  auch  noch  statt,  wenn  die  Exponentengleichung  von 
Gm  iy,  ^)  =  0  bei  1=1  Wurzeln  besitzt,  die  alle  denselben  imaginären  Theil 
haben  und  die  Integrale  y^  bis  «/,„,  bezüglich  zu  den  Exponenten  /•,  bis  r,„ 
gehören,  da  alsdann  die  Exponenten  /„  in  (21.)  durch  die  Differenzen 
r,-~rt,  zu  denen  ganze  Zahlen  addirt  sind,  gegeben  werden,  demnach  wieder 
reell  sind. 

Was  nun  den  Fall  angeht,  wo  die  Exponentengleichung  von 
Gmiy,  ^)  —  ^  bei  i  —  1  irgend  welche  complexe  Wurzeln  besitzt,  so  kann 
man  allgemeinere  Beispiele  aufstellen  (s.  No.  9 ),  bei  welchen  die  Functionen 
'/  1,  ö)  und  »(1,  ö)  nicht  die  Eigenschaft  haben,  in  der  Nähe  von  6  =  0 
und  6  =  2.T  mit  wachsendem  ö  fortwährend  zu  wachsen  oder  abzunehmen 
oder  constant  zu  bleiben.  Werni  sich  in  solchen  Fällen  die  Convergeuz 
der  Reihe  ^«,(1)  für  s  =  l  nicht  nachweisen  lässt,  so  kann  man  zusehen, 
ob  die  Function  ^kv{§)  sich  durch  einen  anderen  analytischen  Ausdruck 
darstellen  lässt,  in  welchem  der  Uebergang  zu  c  =  1  gemacht  Averden  kann, 
(»der  ob  für  den  Fall,  dass,  wenn  die  Wurzeln  r,  bis  r,„  der  Exponeutcn- 
gleiehung  von  G,„  (y,  §')  =  0  bei  1=1,  sowie  Constauten  in  den  Coefticieuten 
der  Differentialgleichung  reell  vorausgesetzt  sind,  eine  analytische  Function 
dieser  Grössen  (^«.(1))==!  darstellt,  und  man  nun  in  dieser  Function  den 
Uebergang  von  reellen  Werthen  der  genannten  Grössen  zu  complexeu 
machen  kann,  wie  bei  der  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen 
Keihe  (s.  No.  8).    Sonst  ist  das  allgemeine  Verfahren  der  No.  5  einzuschlagen. 


I.      In    der   Differentialgleichung  F„(y,  j-)  =  0    der   No.  3   (Anfang) 
seien  jetzt  bei  den  Punkten  o  und  b  die  charakteristischen  Indices  beliebig. 
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Um  nun  in  dem  durch  b  gelegten  Kreise,  innerhalb  dessen  Peripherie  a 
und  ausserhalb  derselben  alle  übrigen  singulären  Punkte  (ausser  etwa  o 
und  b)  der  Dift'ereutialgleichung  liegen,  den  Uebergang  von  einem  Integral- 
systeme bei  a  zu  eiuem  bei  b  zu  vollziehen,  kann  man  in  folgender  Weise 
verfahren. 

Es  werde  in  dem  genannten  Kreise  ein  Punkt  a  genommen,  von  a 
und  b  verschieden  und  so  gelegen,  dass  man  einen  Kreis  construiren  kann, 
in  dem  die  Punkte  a  und  a  eine  Lage  haben,  wie  die  Punkte  a  und  b, 
die  in  No.  1  (vor  (3.))  betrachtet  sind,  und  einen  Kreis,  in  dem  die  Punkte 
6  und  a,  die  Lage  wie  die  Punkte  a  und  6  in  No.  1  haben.  Der  Punkt 
a  ist  ein  nicht  singulärer,  und  es  werde  bei  demselben  ein  System  linear- 
unabhängiger Integrale  der  Ditferentialgleichung  F„,  {y,  x)  —  0  entwickelt. 
Dann  wird  das  Integralsystem  bei  a  in  das  Gebiet  dessen  bei  a  übergeführt 
und  durch  letzteres  System  ausgedrückt.  Durch  Umkehrung  des  dadurch 
erhaltenen  Gleichungssystemes  erhält  mau  das  Integralsystem  bei  «  auf 
dem  umgekehrten  Wege  in  das  Gebiet  dessen  1)ei  a  übergeführt  und  durch 
letzteres  System  ausgedrückt.  Dasselbe  kann  man  in  Bezug  auf  die  Punkte 
b  und  a  vornehmen  und  erhält  durch  Zusammensetzung  beider  Resultate 
das  System  bei  a  in  das  Gebiet  dessen  bei  b  übergeführt  und  durch  letzteres 
System  ausgedmckt.     Weiteres  liieiüber  folg-t  in  No.  6. 

Es  kommt  diese  Utitersuchung  demnach  auf  die  Betrachbmg  des  Falles 
zurück,  wo  bei  dem  Punkte  a  der  Diff'ereidialgleichmig  F„,  (y,  x)  =  0  der  No.  3 
der  charakteristische  Index  beliebig  ist  und  wo  b  kein  singulärer  Punkt  dieser 
Di/ferentialgleichung  ist.  Bei  jedem  dieser  Punkte  sei  nun  ein  System  linear- 
unabhängiger Integrale  entwickelt  und  das  System  bei  a  soll  in  dem  dort  ge- 
nannten Kreise  in  das  Gebiet  des  bei  h  entwickelten  Systemes  übergeführt  und 
durch  letzteres  System  ausgedrückt  werden. 

Hier  wird,  wenn  nicht  b  schon  innerhalb  des  Bezirkes  von  a  liegt, 
wieder  die  rationale  Substitution  ersten  Grades  (20.)  der  No.  1  angewandt, 
wodurch 

dx 


FJ,y,x)  =  (^^y"G,„{yJ) 


wird.  In  der  Dift'ereutialgleichung  G„,  {y,  §)  —  0  ist  nun  bei  S  =  0  der 
charakteristische  Index  derselbe,  wie  in  F„,  {y,  x)  =  0  bei  x  =  a.  |  =  1  ist 
nicht  singulärer  Punkt  und  alle  übrigen  singulären  Punkte  (abgesehen  etwa 
von  ^  =  0)   liegeu  ausserhalb   der  Peripherie  des  Kreises  mit  dem  Punkte 
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i'  =  0  als  Mittelpunkt  uud  dem  Radius  1.  Es  wird  nun  in  die  Entwickelung 
der  Integ-rale  von  F„,  {y,  x)  =  0  bei  a;  =  a  die  Entwickelung  von  x—a  =  R  (5)  —a 
nach  Potenzen  von  I  eingesetzt,  wenn  durch  Ä(|)  die  Substitution  (20.)  der 
No.  1  bezeichnet  wird,  und  es  werden  diese  Entwickelungen  nach  No.  2 
diu'ch  ein  System  linearunabhäugiger  Integrale  von  G„^[y,S)  =  0  bei  ^  =  0 
y,i,  bis  «/„„.  ausgedrückt  und  umgekehrt  diese  Integrale  durch  jene.  Die 
Entwickellingen  von  y,„  bis  ^„,„  gelten  nach  No.  1  (2.)  etc.  in  einem  Be- 
zirke, der  über  den  Kreis  mit  dem  Punkte  1  =  0  als  Mittelpunkt  uud  dem 
Radius  1  hinausgeht,  also  speciell  auch  in  dem  Punkte  ^  =  1. 

Das  System  der  Integrale  von  F„Xy,x)  =  ^  bei  x  =  b  geht  durch 
die  rationale  Substitution  (20.)  der  No.  1  in  ein  System  lineaninabhängiger 
Integi-ale  von  G„  [y,  i)  =  0  bei  §  =  1  über.  Nun  ist  bei  ^  =  1  als  iiicht- 
singulärem  Punkte  ein  Integral  in  der  Umgebung  dieses  Punktes,  dieser 
Punkt  eingerechnet,  einwerthig  und  stetig  und  durch  seinen  Werth  und 
die  Werthe  seiner  m—\  ersten  Ableitungen  im  Punkte  ^=1  bestimmt.  Es 
genügt  daher  bei  diesem  Punkte  folgendes  specielle  System  von  Integralen 
von  G,„{y,^)  =  Q  zu  nehmen,  indem  man  durch  dieses  jedes  andere  System 
und  umgekehrt  jenes  durch  letzteres  ohne  Weiteres  ausdrücken  kann.  Bei 
diesem  Punkte  werde  das  System  y^  bis  y^^  gewählt,  welches  folgende 
Bedingungen  erfüllt  und  dessen  Integrale  diesen  Bedingungen  zufolge  linear- 
unabhäuffiff  sind. 


(1.) 


(..o,.=i,  (-%-),. 

=  0, 

(2'-)«=-0,    (^X, 

=  1. 

/,.   V     -0     r^'"^")      -0     (  '^'^""  ")      -0  (J^^^^      -1 

Ki^.,j,-=i - ^,  i^  ^1  ;==,-"'  V  d|'  A=i~"'  •••V  dt'-'  A=i"  ' 

Werden  nun   die  Integrale   »/,„  bis  y,„„  durch  die  Integrale  y^  bis  «/,,„  aus- 
gedrückt, so  erhält  man 

(2.)       t/„j.  =  Ct,  «/„+  C«  y ,2-t-  •  •  •  -t-  C„„  y,„„  (Ä  =  1 . . .  m), 
wo  die  C  Constanten.     Aus  (1.)  folgt  dann 

l'-s  ist  ferner  das  Gleichungssystem 
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umzukehren  und  zu  dem  Zwecke  die  Detenniuaute  desselben 

zu  untersuchen.     Die  Deteiminante 

(.0.)         ^±«/,n    ^^    •••    ^^„._. 

der  linearunabhängigen  Integrale  y„i  bis  «/„„.  ist  im  Punkte  §  =  l  von  Null 
verschieden  als  Determinante  des  Gleichungssystemes  (4.).  Da  man  bei 
jedem,  im  Endlichen  liegenden  nichtsingulären  Punkte  ein  Integralsystem 
von  der  Beschaifenheit  (1.)  in  |  =  1  aufstellen  kann,  so  ergiebt  sich  durch 
dieselben  Betrachtungen,  dass  die  Determhiaute  (5.)  in  jedem,  im  Endlichen 
liegenden,   nichtsmgulären  Punkte  von  G„Xy,§)  =  0  von  Null  verschieden 

ist.     Wird  der  Coefficient  von      l^J^    in  G,„ {y,^  =  0  durch  P,  bezeichnet, 

so  ist  diese  Determinante  bekanntlich  gleich 

(6.)       ce^-^"'"', 
wo  c  eine  Constante.     Werden  die  Integrale  y,„  bis  y„,„  auf  die  Form 

(7.)    ym  =  /'i,    «/•«  =  .'^i/fh\"2di,  '. . .  y„„,  =  ix^d^f^T^i  •••J ^t'7,-\f',„di 
gebracht,  so  ist  die  Determinante  (5.)  gleich  (No.  7  III 6) 

(8.)  UilU2...  f^,„. 

Setzt  man  in  den  m  linearuuabhäugigen   Integralen  y,  bis  y„  der 

Differentialgleichung  F,„  (y,  x)  =  0  ftir  x  irgend  eine  rationale  Substitution 

ersten  Grades  x  —  Ri^)  und  wird  y^{R'§)  =  Yt,{^\  (A  =!...«*)  gesetzt,  so 
entsteht 

WO  die  Functionen  !(;;),   unabhängig  von  f/^.,   ganze  rationale  Functionen 

von  -^  und  seinen  Ableitungen  nach  s"  sind.     Daher  ist 

-("■-I) 
dF,        rf"'-'y„,    _  r  dx\     ■'  dy,       d"'-^y„, 


(10.)  ^±y.^-^^=^     ^±y. 


i 


di  dt-'  ^d^y  —'"  dx         da;"'-i 

Es  ist  ferner 

(ii.)     -±»/i  ^^        rf^„_i     -  «e        , 
wo  k  eine  Constante,  daher 

(12.)  ^tyi-ät'—dW'^'^^^)     ^'    • 
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Es  werden  nun  die  beiden  Fälle  näher  untersucht,  erstens,  wo  in 
F,„  {y,  x)  —  0  bei  x  —  a  der  charakteristische  Index  gleich  Null  ist,  und  zweitens, 
wo  F,„{y,x)  ein  System  normaler  Differentialausdriicke  ist. 

Wenn  bei  x  —  a  der.  charakteristische  Index  in  F,„  {y,  x)  —  0  gleich 
Null  ist  und  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  r,  bis  r,„  shid,  so  ist 
bei  1  =  0  in  G,„(y,  ^)^0  der  charakteristische  Index  ebenfalls  gleich  Null 
und  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  sind  dieselben.  Dann  ist  gemäss 
der  Exponentengleichung 

/-n\  m(m—\)       ,      ,        ,         ,       s 

Die  singulären  Punkte  von  G„Xy,  §)  =  0  entsprechen  der  rationalen  Substitution 
ersten  Grades  gemäss  denen  von  F,„  {y,  x)  =  0,  und  wenn  die  im  Endlichen 
liegenden  singulären  Punkte  von  G,„{y,i)  =  0,  welche  von  1  =  0  (dieser 
Punkt  kann  singulär  oder  nicht  singulär  sein)  verschieden  sind,  durch  Oi 
bis  a^_i  bezeichnet  werden,  so  ergiebt  sich 

(13.)     e--^""'"'  =  ^^'{^-a[r...i§-a^_,f'^'e''^'iK 

wo  ()(,  =  »"iH [-r„, ^^"2 — ^,  U{i)  eine  rationale  Function  von  (>)  (bezüg- 
lich constant)  ist,  die  für  §  =  0  nicht  unendlich  wird.  Durch  Multiplication 
mit  einem  constanten  Factor  erhält  man  aus  (13.) 


(14.)     J,.(l-^y'...(l__.L)-e-.- 


wo  die  Factoren,  abgesehen  von  §°%  für  ^  =  0  den  Anfangswerth  1  an- 
nehmen sollen.  Die  Integrale  y,n  bis  »/,„„  kann  man  linear  mit  constanten 
Coefficienten  durch  Integrale  folgender  Form  ausdrücken.  Die  Wurzeln 
der  Exponentengleichung  r,  bis  r,„  seien  so  geordnet,  dass  diejenigen,  die 
sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  auf  einander  folgen  und  unter 
letzteren  die  vorhergehende  einen  reellen  Theil  habe,  der  nicht  kleiner, 
als  der  der  folgenden  sei.     Dann  werden  die  Integrale  aufgestellt 

1 15.)       j',y  rfä rr'  »'s  •  •  J^bli  n  d$,     (6  =  1  . . .  m), 

n  =•  if^'^^VbC^))  wo  ^^iß  Grössen  V'i'  Entwickelungen  der  Form  2:cJ' 
haben,  in  denen  c„  gleich  1  gesetzt  ist,  die  Intcgrati»)nsconstanten  annuUirt 
werden.  Werden  die  Integrale  y,n  bis  y„,„  durch  die  Integrale  {lö.) 
nach  No.  2  I  linear  mit  constanten  Coefficienten  ausgedrückt,  so  erhält  man 
diese  constanten  Coeffic-ienten  als  rationale  Functionen  von  Constanten ,  die 
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in  den  Entwickelung-en  vorkommen  mit  rationalen  Zahlen  als  Coefficienten ; 
demnach  auch  die  von  Null  verschiedene  Determinante  derselben  Coefficienten 
als  eine  solche  rationale  Function,  dieselbe  sei  J.  Die  Entwickelung  der 
Determinante  der  Integrale  (15.)  hat  nach  (8.)  die  Form  |<''^/r,,:^'',  &,i  =  l; 

daher  die  Entwickelung-  der  Determinante  (5.)  die  Form  ^^p»^ä„^'\  k„=l. 
Demnach  erhält  man  mittels  (14.) 

(16.)  ^±,...Ji^...J^-- = Ml-  i-y...(i-_^)'-...-»<.. 

Die  Grösse  J  kann  man  auch,  dadurch  bestimmen,  dass  man  die  Deter- 
minante links  in  (16.),  in  welcher  die  Logarithmen  mit  ihren  Factoren 
weggelassen  sind,  nach  Potenzen  von  ^  entwickelt.  In  diesem  Ausdrucke 
(16.)  hat  mau  nun  auf  dem  Wege  in  dem  Kreise  mit  dem  Nullpunkt  als 
Mittelpunkt  und  dem  Radius  1,  auf  welchem  die  Integrale  y„i  bis  y„„  in 
das  Gebiet  der  Integrale  t/,,  bis  y,„,  übergeführt  werden  (vgl.  No.  6  rf),  i?  in 
1  überzuführen  und  erhält  dadurch  die  Determinante  des  Gleichungssystemes  (4.). 
Mod(al)>>l,  (a  =  l ...  x—1),  daher  ist  jeder  Factor  (l — v)  '  in  dem 
Kreise  mit  dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  und  dem  Radius  1  einwerthig. 
(7(1)  ist  endlich. 

Entsprechend  ist  das  Verfahren,  wenn  die  Determinante  (11.)  durch 
Entwickelung  bei  x  =  a  dargestellt  wird. 

Wenn  nun  zweitens  F^{y,x)  gleich  einem  Systeme  normaler  Diife- 
rentialausdrücke  ist  und  bei  a;  =  a  durch  ein  System  von  Differentialausdrücken, 
wie  (21.)  in  No.  2  dargestellt  ist,  so  sei  ein  System  linearunabhängiger 
Integrale  von  F„,  {y,  x)  =  0  bei  x  =  a  durch  die  Integrale  (27.)  oder  (34.) 
in  No.  2  gegeben.  Wird  die  Substitution  (20.)  der  No.  1  auf  F,„  {y,  x)  =  0 
angewandt,  wodurch  die  Diflferentialgleichung  G„Xy,i)  =  0  erhalten  wird, 
und  G„Xy,§)  bei  i"  =  0  durch  das  System  (22.)  in  No.  2  dargestellt,  so 
werden  die  Integrale  von  F„,{y,  x)  =  0  bei  x  =  a  durch  die  Integrale  von 
Gmiy,  i)  =  0  (.31.)  der  No.  2,  bei  denen  in  den  Entwickelungen  der  Grössen 
1/4, (^)  t^er  Anfangscoefficient  gleich  1  gesetzt  ist,  linear  mit  constanten 
Coefficienten  ausgedrückt  und  diese  Coefficienten  nach  No.  2  erhalten  als 
rationale  Functionen  von  Constanten,  die  in  den  Entwickelungen  vorkommen, 
mit  rationalen  Zahlen  als  Coefficienten,  ebenso  also  die  von  Null  verschiedene 
Determinante  dieser  Coefficienten,   die  durch  J  bezeichnet  werde.     Wird 

'  *i  + '  wi        r  'ka,.  o 


Thomc,  zur  Theorie  der  linearen  Di/fereniialgleichungen.  263 

gleich  Qnk  gesetzt,  wo  die  r^^  aus  (23.)  iu  No.  2  genommen,  so  nimmt  die 
Eutwickelung  der  Determinante  ( 5.)  bei  ^  =  0  nach  (8.  i  die  Form 

II 
an,  wo 

(17.)        r  =  a,,w:,{§)  +  a,w[{S)  +  ---  +  ct,w',{^), 

wv(^)  aus  (30.)  in  No.  2.     Kun  ist  aber 

p    _       „   dm>(^)       Q>*>       „  di^'iCt)       Pu,  rfto^(g)       e,u    .  g 

(18.)        /'i  -  -«n— ^|-  l-^'^i-rfl  I  -«'■      rf^  I    +^' 

wo  S  eine  rationale  Function ,  die  für  |  =  0  nicht  unendlich  wird ;  daher 
erhält  man 

(19.)  i^""" = ^«"»•+p'"+-+?-^.e'-(i-i,  j-(i-  ^j-{i-  -ähy"'^'''''"'^ 

wo  a'i  bis  a\,_i  die  im  Endlichen  liegenden  singulären  Punkte  von  G„Xy,  l)  =  0 
abgesehen  von  ^=0  sind,  die  Factoren  (l — —J  für  ^'  =  0  den  Anfangs- 
werth  1  annehmen  sollen,  f/(i")  eine  rationale  Function  ist .  die  für  $  =  0 
nicht  unendlich  wird.     Die  Determinante  wird  also 

(20.)   ^j^"+^"+-+^-...-(i- |)"(i- i)"...(i- -,L)'-.«.-«».. 

Wird  in  diesem  Ausdruck  auf  dem  Wege,  auf  welchem  die  Integrale  t/m 
bis  «/„,„  in  das  Gebiet  der  Integrale  ^n  bis  ^,,„  fortgesetzt  werden,  §  in  Eins 
übergeführt,  so  erhält  man  die  Determinante  des  Gleichungssysfemes  (4.). 
Mod(aj>l,  U{1)  ist  endlich. 

Entsprechend  ist  das  Verfahren  zur  Darstellung  der  Determinante 
(ll.)_  durch  Eutwickelung  bei  x  —  a. 

lieber  die  Darstellung  der  Integrale  von  F„Xy,x)  =  0  in  dem  Be- 
zh'ke  von  x  =  a  und  der  Grössen  (3.)  dieser  Nummer  folgen  weitere  Unter- 
suchungen in  No.  7. 

IL  Um  den  Verlauf  eines  Integrales  der  Differentialgleichung 
F„Xy,  x)  =  0  verfolgen  zu  können  (s.  folgende  Nummer),  ist  noch  zu  er- 
mitteln, wie  ein  Integral  bei  einem  Umgange  um  einen  einzelnen  singulären 
Punkt  sich  verhält.  Wenn  in  einem  Gebiete  S  bei  dem  singulären  Punkte 
x  =  a,  Avelches  «  nicht  umschliesst.  die  pjitwickelungen  eines  Systemcs 
linearunabhängiger  Integrale,  welche  in  dem  Bezirke  von  x  —  n  gelten  (aus 
den  Formeln  (2.)  in  No.  1  sich  linear  mit  constanten  Coefficienten  zusammen- 
setzen) genommen  werden  und  man  in  diesen  Entwickelungen  einen  Umgang 
um   x  —  a    vornimmt    bis    in    das   Gebiet   S   zurück,    so   erhält   man   Dar- 

t34* 
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Stellungen,  von  denen  jede  eine  lineare  Verbindung  der  ursprünglichen 
Entwickelungen  des  Integralsystems  ist  mit  constanten  Coefficienten,  die  zu 
bestimmen  sind.  Bei  x=  rx,  ist  x—  /"'  in  die  P^ormeln  einzusetzen  und  der 
Umgang  um  <  =  0  vorzunehmen. 

Es  sei  erstens  bei  x  =  a  der  charakteristische  Index  in  F„  {y,  x)  =  0 
gleich  Null.  Dann  kann  man  in  den  Entwickelungen  der  Integrale,  die 
sich  aus  Ausdrücken  der  Form  (2.)  in  No.  1  linear  mit  constanten  Coeffi- 
cienten zusammensetzen ,  den  Umgang  um  x  =  a  vollziehen,  und  das  Re- 
sultat nach  den  Vorschriften  von  No.  2  I  durch  die  ursprünglichen  Ent- 
wickelungen linear  mit  constanten  Coefficienten  ausdrücken,  wobei  der 
Grenzübergang  zu  a;  =  a  vorkommt.  Die  gesuchten  constanten  Coefficienten 
ergeben  sich  dabei  als  rationale  Functionen  von  Constanten,  die  in  den 
ursprünglichen  Entwickelungen  vorkommen  und  von  Grössen  e-''^"'  und 
2m,  wo  die  r  P^xponenten  in  den  Potenzreihen  der  ursprünglichen  Ent- 
wickelungen sind,  mit  rationalen  Zahlen  als  Coefficienten.  Oder  man  kann 
die  ursprünglichen  Entwickelungen  zunächst  durch  die  Integrale  der  ver- 
schiedenen Gruppen  unter  der  Form  (10.)  (11.)  in  No.  2  ausdrücken  nach 
den  dort  angegebenen  Regeln,  und  in  letzteren  Integralen  den  Umgang  um 
X  =  a  vornehmen.     Ein  solches  Integral 

(21.)       «1  /dxii~^  lu  . . .  /.ii^liih' dx, 
wo  die  u  die  Werthe  No.  2  (11.)  haben,   die  Integrationsconstanten  annuUirt 
werden,   geht  bei   dem  in  positiver  Richtung  (No.  1  nach  (7.))   gemachten 
Um  gange  in 

(22.)     /fiUi+Ä'j,",  /ii^^n^dx-l \-K^u,  /dx,Ui\u2 ...  /u^\,U\,dx, 

über,  wo  K^  =  e''  "'  ist,  Ä't_i  e"'^''"'"^'  das  constante  Glied  ist  in  dem  Ausdnicke, 
in  welchen  die  Entwickelung  von  /fi^l^Ui^dx  bei  diesem  Umgange  um  a 
übergeht,  ff^t,^, e"'^'"-^'"  das  constante  Glied  in  dem  Ausdrucke,  in  welchen 
die  Entwickelung  von 

/dx  «(Zlo  ,«t  -1 /.«^i  ."b  dx 

bei  demselben  Umgange  übergeht,  u.  s.  w. ,  die  Exponenten  r^,  ri,_i,  etc. 
aus  Ul-)  in  No.  2  (s.  Abli.  Bd.  83  No.  9  (25.)).  Die  Integrale  der  Form 
(21.)  sind  zuletzt  wieder  durch  die  ursprünglichen  Integrale  zu  ersetzen, 
durch  Umkehrung  des  Gleichungssystemes,  welches  letztere  Integrale  durch 
jene  ausdrückte. 


Thome,  zur  Theorie  der  linearen  Dilferentialgleichungen.  265 

Ist  zweitens  F„,  {y,  x)  gleich  einem  Systeme  normaler  Ditferential- 
ansdrücke,  welches  sich  durch  ein  System  von  der  Beschaffenheit  des 
Systems  (21.)  in  No.  2  bei  x  =  a  darstellen  lässt,  so  kommt  man  auf  den 
eben  betrachteten  Fall  zurück.  Sind  alsdann  die  Integrale  von  F„  (y,  x)  =  0 
bei  x  =  a  unter  der  Form  {21.)  (^34.)  der  Xo.  2  aufgestellt,  so  hat  man 
dort  in  dem  Integral  y^  den  Umgang  um  a;  =  a  vorzunehmen,  das  Resultat 
unter  der  Form  (33.)  daselbst  auszudiücken ,  dann  giebt  die  Fonnel  (35.) 
dort  das  gesuchte  Resultat  (s.  Abb.  Bd.  83  Xo.  9  (26.)).  Die  gesuchten 
Coefficienten  werden  auch  hier  rationale  Functionen  von  Constanten,  die 
in  den  Entwickelungen  von  y^  vorkommen  und  von  Grössen  e-"^"'  und  2m, 
wo  r  ein  Exponent  in  den  Potenzreihen  der  Entwickelung  von  y^  ist,  mit 
rationalen  Zahlen  als  Coefficienten. 

6. 

Es  soll  jetzt  gezeigt  werden,  wie  bei  einer  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung mit  rationalen  Coefficienten  F„  {y,  x)  =  0  (1.)  der  No.  1  der 
Verlauf  eines  Integrales  verfolgt  werden  kann. 

Die  Differentialgleichung  besitze  y.  {x'^Qi)  singulare  Punkte  im 
Endlichen,  die.  wenn  z>0  ist,  o,,  Oo,  ...  a^  seien.  Ist  der  Punkt  im 
Unendlichen,  also  nach  Substitution  von  x  =  t'^  in  F^  (y,  x)  =  0,  der  Punkt 
t  =  0  in  der  Differentialgleichung  singulär,  so  sei  x=')c  durch  a,+i  be- 
zeichnet. 

Wenn  nur  ein  singulärer  Punkt  x  =  a  vorhanden  ist.  so  kann  man 
denselben  durch  die  rationale  Substitution  ersten  Grades  x  —  a—,.  ins 
Unendliche  projiciren,  dann  sind  in  der  ti-ansformirten  Differentialgleichung 
im  Endlichen  keine  singulären  Punkte  vorhanden  (No.  1  nach  (20.)).  Ent- 
wickelt man  von  dieser  Differentialgleichung  bei  dem  nichtsingulären 
Punkte  b  =  0  ein  System  von  m  linearunabhängigen  Integralen,  so  bleiben 
dieselben  allenthalben  im  Endlichen  einwerthig  und  stetig,  demnach  auch 
jedes  andere  Integral,  welches  durch  eine  homogene  lineare  \'crbindung 
jener  Integrale  mit  constanten  Coefficienten  gegeben  ist.  Durch  die  umge- 
kehrte Substitution  kommt  man  auf  die  ursprüngliche  Differentialgleichung 
zurück,  deren  Integrale  also  ebenfalls  allenthalben  einwerthig  und,  abge- 
sehen von  dem  singulären  Punkte,  stetig  bleiben. 

Es  ist  also  weiter  der  Fall  zu  betrachten,  wo  wenigstens  zwei 
singulare  Punkte  vorhanden  sind,  demnach  x  ^^:  1. 
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a.)  Durch  die  siiiguläreu  Punkte  sei  eiue  sich  selbst  nicht  schneidende, 
in  sich  zunicklaufende  Linie  L  gezogen.  Ist  x  =  =»  singulär,  so  geht  die 
Linie  durch  den  Punkt  im  Unendlichen  a,^ ,.  Ist  x  =  oc  nicht  singulär,  so 
kann  die  Linie  ganz  im  Endlichen  liegen.  Durch  diese  Linie  wird  die 
Constructionsebene  in  zwei  Theile  T^  und  Tj  getheilt;  im  Innern  eines  jeden 
solchen  Theiles  bleibt  ein  Integral  einwerthig  und  stetig,  Abh.  Bd.  74  No.  1 
Anfang,  (siehe  Hiemann  Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Gaussäche 
Reihe  F{a,  ß,  y,  x)  darstellbaren  Functionen  111.).  Es  soll  nun  bei  jedem 
singulären  Punkte  «^(0=  !...>;,  bez.  a=  l...;;+l)  ein  System  linear- 
unabhängiger  Integrale  durch  Entwickelungen ,  die  in  dem  Bezirke  des 
Punktes  gelten  (aus  Ausdrücken  No.  1  (2.)  linear  mit  constanten  Coef- 
ficienten  zusammengesetzt  sind),  gegeben  sein.  Diese  Entwickelungen  bei 
den  verschiedenen  singulären  Punkten  werden  dann  in  einem  der  beiden 
Theile  der  Constructionsebene,  etwa  Ti,  fixirt,  bei  dem  einzelnen  singu- 
lären Punkte  in  dem  Stücke  des  Bezirkes  (soweit  dasselbe  in  T,  liegt), 
welches  von  L  nach  der  Seite  von  Tj  hin  abgeschnitten  wird,  wenn  man 
diese  Linie  von  dem  singulären  Punkte  aus  nach  beiden  Richtungen  bis  zur 
Peripherie  des  Bezirkes  verfolgt,  nämlich  fixirt  bei  dem  Punkte  «.,(0  =  l...ic) 
in  Bezug  auf  den  Zweig  von  log(aT  — a.,)  und  den  von  (a;— a,,)',  wo  r  em 
beliebiger  Exponent  sein  kann,  bei  a^,,  in  Bezug  auf  log( — )  und  (— )• 
Das  Integralsystem  bei  a,,  werde  durch  y\;''>  0)  —  1 . . .  m)  bezeichnet.  Durch- 
läuft ein  Punkt  die  Linie  L,  dieselbe  als  Begrenzung  von  T,  aufgefasst, 
in  positiver  Richtung  (so  dass  die  Beweguugsrichtung  zu  der  l\ichtung  der 
aus  dem  Innern  von  Tj  nach  Aussen  hin  erstreckten  Normalen  liegt  wie 
die  Strecke  -{-i  zu  -fl),  so  soll  der  Punkt  a,+,  auf  a,  (a  =  1  ...;f,  >:+s  =  s, 
bezüglich  a=  l...;?+l,  ;f-fl-j-s  =  s)  folgen.  Wenn  man  nun  das  Integral - 
System  bei  «,,  yi"^ {h  =  1 ...  m)  m  T,,  in  welchem  Gebiete  also  die  Integrale 
einwerthig  bleiben,  fortsetzt  bis  in  das  Gebiet  des  Integral  Systems  bei  a,,^ , 
und  durch  letztere  Integrale  ^i^'+'^b  =  1  ... ;«)  linear  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  ausdrückt,  so  werde  die  Substitution  dieser  constanten  Coefficienten, 
die  zu  dem  Zwecke  auf  das  System  der  Integrale  bei  o,,+,  yi"'^^'*  (6  =  1 . . .  m) 
anzuwenden  ist,  durch  A,f.i{a+1  —  l...y,  bez.  a+1  =  1  ...;^+l)  bezeichnet. 
Wird  das  Integralsystem  yl^^  in  dem  Gebiete  Ti  fortgesetzt  bis  0,,^ ,  und 
durch  das  System  y^'"^'^  ausgedrückt,  so  erhält  man  das  Resultat  dadurch, 
dass  man  die  beiden  Substitutionen  ^,,^,,  und  J,^2  zusammensetzt  und  die 
zusammengesetzte  Substitution  auf  das  Integralsystem  «/J''+-\b  =  !...>»)  an- 
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wendet.  Eine  solche  aus  zwei  anderen  Substitutionen  wie  A,^.i  und  ^,,^.j 
in  dieser  Reihenfolge  zusammengesetzte  Substitution  werde  durch  ^,,+1^,1+2 
bezeichnet.  Wenn  man  nun  die  Integrale  y^,'^  durch  die  Integrale  yj'+'^  aus- 
drückt, in  diesen  Ausdrücken  die  Integrale  2/[,'"'  durch  die  Integrale  yl'"^-'> 
ersetzt  und  in  dieser  Reihenfolge  weiter,  bis  man  zuletzt  die  Integrale  yi^'^^ 
einfühi't.  so  erhält  man  die  Integrale  yl''''  in  T,  zu  a.,_,  hin  fortgesetzt  und 
durch  yf,'"''  ausgedrückt.  Dieselben  Ausdrücke  für  die  Integrale  ^^''  bekommt 
man  dadurch,  dass  auf  die  Integrale  yj'  '^  die  inverse  Substitution  zu  A, 
angewandt  wii-d,  dieselbe  sei  durch  Ä^  (a  =  l...z  bez.  a  =  l...;;+l)  be- 
zeichnet.    Demnach  wird  die  inverse  Substitution 

A^  =  A^^.lA_■,+■i.,.A,cAl...A^^_1, 
bezüglich,  wenn  x  =  co  singulär, 

Wenn  man  daher  alle  Substitutionen  A  bis  auf  eine  kennt,  so  erhält  man 
durch  Zusammensetzung  der  bekannten  die  inverse  der  letzten  und  diu'ch 
deren  Umkehrung  die  letzte  Substittition ,  und  sämmtliche  inversen  durch 
Zusammensetzung  der  directen  Substitutionen.  Es  soll  ferner  bei  jedem 
singulären  Punkte  o,,  das  Integralsystem  y[,''  längs  der  Begrenzung  eines 
von  singulären  Punkten  nur  o,  enthaltenden  Gebietes  in  positiver  Richtung 
um  den  Punkt  herum  bis  zu  dem  Ausgangspunkte  fortgesetzt  werden.  Ist 
I  —  1)0  singulär,  so  wird  in  den  Entwickelungen  bei  x=^  längs  der  Be- 
grenziing  des  zu  a;  =  :>o  gehörenden  Bezirkes  der  Umgang  in  positiver  Richtung 
vorgenommen,  was,  wenn  x  =  t~'  gesetzt  wird,  einem  Umgange  um  <  =  0  in 
positiver  Richtung  entspricht.  Die  Substitution  der  Coefficienten,  welche  bei 
a,,  auf  das  System  der  Integrale  yj,'^  (b  =  1 ...  m)  anzuwenden  ist,  um  das  Resultat 
des  genannten  Umganges  von  y^'^  um  a,,  zu  erhalten,  werde  durch  ß,  be- 
zeichnet. Die  inverse  Substitution  zu  ß,,»  die  durch  B],  bezeichnet  werde, 
angewandt  auf  das  System  yf;'^  liefert  das  Resultat  des  Umganges  des 
Systemes  y[,'^  in  umgekehrter  liichtung. 

b.)  Zwischen  den  Constanten  der  Substitutionen  A  und  B  bestehen 
folgende  Relationen.  Das  System  der  Integrale  yl"''  werde  in  T,  längs  der 
Linie  L  von  a,,  aus  in  positiver  Richtung  fortgesetzt  zu  a,,^,,  dort  auf  der 
Begrenzung  eines  von  singulären  Punkten  nur  a,  ,  enthaltenden  (iebietes  in 
positiver  Richtung  um  diesen  Punkt  herumgeführt,  weiter  in  T,  längs  L  in  posi- 
tiver Richtung  zu  a, ,2  fortgesetzt,  dort  in  gleicher  Weise   um   o,,,,  herum- 
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geführt  u.  s.  w.  bis  dasselbe  schliesslich  in  das  ursprüngliche  Gebiet  zurück- 
geführt wird,  so  müssen  die  Integrale  die  ursprünglichen  Werthe  wieder 
annehmen.  Denn  die  angegebene  Fortsetzung  der  Integrale  yl'^  kommt 
auf  dasselbe  hinaus,  wie  wenn  man  diese  Integrale  in  dem  Gebiete  To  längs 
L  in  der  Richtung,  die  rücksichtlich  Tj  negativ  ist,  fortsetzt  bis  zu  dem 
Ausgangspunkte  zurück.    Es  muss  daher  die  zusammengesetzte  Substitution 

i  100. ..OJ 
(1.)       Ä,B,A,B,...A,B,  =      010...0 

IÖOO...1) 
sein,  in  welcher  vor  -(4,JS,  steht  A^B^,  bezüglich  (wenn  a;  =  00  singulär) 
■^x+i^z+i-  Nun  ist  eine  der  Substitutionen  A,  ettva  Ai  gleich  der  inversen  der 
zusammengesetzten  A2Ai...A^,  bezüglich  A2Ai...A^^i.  Es  bestehen  also 
zwischen  den  Coefficienten  der  Substitutionen  A^,  A^,  ...  A,,  Bi,  B^,  . . .  J5, 
bezüglich  vlj,  ^j,  •■•  A^+i,  -ß,,  B2,  ...  B^^i  m'  Bedingungsgleichungen 
(vgl,  Riemann  1.  c,  dort  ist  das  Integralsystem  von  einem  der  singulären  Punkte 
a;  =  0  aus  in  positiver  Richtung  um  diesen  Punkt  herumgeführt,  von  dem 
ersten  x  —  O  zu  dem  zweiten  singulären  Punkte  x  =  00  (Substitution  (6)),  um 
diesen  herum,  zu  dem  ersten  zurück  (inverse  Substitution  zu  (6),  (6)"'), 
von  dem  ersten  zu  dem  dritten  x  =  1  (Substitution  (c)),  um  diesen  herum, 
zu  dem  ersten  zurück  (inverse  Substitution  zu  (c),  (c)~')).  Eine  Bedingungs- 
gleichung zwischen  den  genannten  Coefficienten  erhält  man  aus  (1.),  wenn 
die  Determinante  einer  Substitution  durch  ein  vorgesetztes  D  bezeichnet 
wii'd,  als 

(2.)       DA2DB2DA,DB,...DA,DB,  =  1, 

Da  aber  Äi  gleich  A^A^.-.A^  bezüglich  A.iAi...A,^i^  daher  A^  gleich 
Ä^...AiÄ2  bezüglich  A^  gleich  ^^_,,...^3^i  und  DA^DÄ^  =  1  ist,  so  er- 
giebt  sich  H 

(3.)       DB2DB,...DB,  =  1,  ^ 

wo  vor  DBi  steht  DB^  bezüglich  DB^^y.  Wenn  bei  jedem  singulären 
Punkte  a,,  m  linearunabhängige  Integrale  bestehen,  deren  Entwickelungen 
die  Form 

{x~ä)  '■  V'[."(^-«)     (6==  l..,m), 

~y      V'b'^'\-j  haben,   wo  die  Functionen  v  üi 
dem  Bezirke  des  singulären  Punktes,   abgesehen  von  diesem  Punkte,  ein- 
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werthig-  und  stetig  sind,  so  wii'd 

DB,  =  e  '='  ; 
daher  muss  nach  (3.)  ^  Z  r^'^  bez.  Z  i:  rj''>  ganzzalilig  sein.  Diese  Folge- 
rung hat  Riemann  1.  c.  hei  der  von  ihm  untersuchten  Function  aus  Satz  (3.^ 
gezogen.  Herr  Fuchs  hat  Bd.  66  dieses  Journals  p.  141  den  Satz  (3.)  auf 
homogene  lineare  Differentialgleichungen  mit  einwerthigeji  Coefficienten  und 
einer  endlichen  Anzahl  singulärer  Punkte  ausgedehnt  (indem  er  analog  dem 
Riemanmchen  Verfahren  von  einem  der  singulären  Punkte  aus  das  bei 
diesem  entwickelte  Integralsystem  zu  jedem  shigulären  Punkte  hin  fortsetzt, 
um  diesen  herumfülu-t  und  zu  dem  ersten  zurück).  Derselbe  hat  bei  jedem 
singulären  Punkte  a^  ein  solches  Integralsystem  genommen,  dass 

DB,    =    <^CüW...ty(a) 

wird,  wo  die  w  die  Wurzeln  der  von  ihm  als  Fundamentalgleichung  bezeichne- 
ten, zum  Punkte  a,  gehörenden  algebraischen  Gleichung  sind,  so  dass,  wenn 

toj''  =  e      "    ist,   Z  Z,  H"^  bez.    S,     Z  r\f^    ganzzahlig    wird.      Bei    Diffe- 

,1=1  t=l  a=l      b=l 

rentialgleichungeu  mit  nur  regulären  Integralen  ergiebt  sich  speciell  die 
Summe  der  "Wurzeln  sämmtlicher  Exponentengleichungen  bei  y.{y.'^  0^ 
Punkten  im  Endlichen,  unter  denen  sich  die  singulären  befinden,  und  bei 
dem    (singulären    oder    nicht -singulären^    Punkte    im    Unendlichen    gleich 

(y.—V) — ^^1 — -{Fuchs  I.e.  p.  145,  147).  Ist  ein  System  normaler  Diffe- 
rentialausdrücke gleich  Null  gesetzt,  und  werden  die  regulären  Ausdrücke 
der  einzelnen  Bestandtheile  gleich  Null  gesetzt  und  aus  den  dadurch  er- 
lialtenen  Differentialgleichungen  bei  einem  singulären  Punkte  (im  Endlichen 
oder  Unendlichen)  o,  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  die  Exponenten- 
gleichungen genommen,  und  sind  die  sänimtlichen  Wurzeln  derselben 
r':f^{\>  =  1.../«),  so  werden  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  bei  diesem 

Punkte  cüW  =  e       '   [b  =  l...m)  (Abb.  d.  Verf.  Bd.  83  No.  9  (18.)). 

c.)  Die  oben  genannten  Substitutionen  J,,,  /?,,  und  ihre  inversen 
Ä,,  B],{a  =  1...X  hez.  a=  l...ic  +  l^  seien  nun  aufgestellt.  Dann  soll  ein 
bei  einem  Punkte  r<  entwickeltes  Integral  längs  einer  vorgezeichneten  Linie 
/  immer  auf  einer  Seite  derselben  zu  einem  Punkte  ,:?  fortgesetzt  und  durcli 
ein  bei  ß  entwickeltes  Integralsystem  ausgedrückt  Averden.    Ist  «  ein  nicht- 

Journal  für  Matliomatik  Bd.  LXXXVII.    Heft  4.  35 


270  Thomß,  zur  Theorie  der  linearen  Di/ferenlialgleichungen. 

singulärcr  Puukt,  so  werde  das  bei  a  entwickelte  Integral  längs  einer  Linie 
/,  zunächst  zu  einem  singulären  Punkte  fortgesetzt  und  durch  das  bei 
diesem  gegebene  Integral  System  ausgedrückt.  In  dieser  Beziehung  ist 
Folgendes  zu  bemerken.  Mau  construire  einen  Kreis,  in  dessen  Innerem 
sich  sämmtliche  singulären  Punkte  bis  auf  einen  befinden,  letzterer  liege 
ausserhalb  der  Peripherie  im  Endlichen  oder  Unendlichen;  das  von  diesem 
Kreise  begrenzte  Gebiet,  welches  den  Unendlichkeitspunkt  enthält,  sei  C. 
Nun  kann  man  eine  endliche  Anzahl  Kreisflächen  nehmen,  so  dass  innerhalb 
der  Begrenzung  irgend  einer  höchstens  ein  singulärer  Punkt  im  Endlichen 
liegt  (ein  und  derselbe  Punkt  kann  aber  in  mehreren  Kreisen  liegen),  die 
mit  C  ein  solches  System  von  durch  Kreise  begrenzten  Grebieten  bilden,  so  dass 
irgend  ein  Punkt  der  Constructionsebene  innerhalb  der  Begrenzung  wenigstens 
ehies  dieser  Gebiete  liegt.  Dieses  kann  z.  B.  auf  folgeiule  Weise  ge- 
schehen. Man  nehme  bei  je  zwei  sämmtlicher  complexen  Ausdrücke,  die  den 
singulären  Punkten  im  Endlichen  entsprechen,  den  Unterschied  der  reellen 
Tlieile  und  den  der  Cocfficienten  von  i;  diejenige  dem  absoluten  Werthe 
nach  kleinste  dieser  Grössen,  die  grösser  als  Null  ist,  habe  den  absoluten 
Werth  (T.  Dann  ziehe  man  äquidistante  Parallelen  zu  den  Coordinatenaxen  mit 
dem  Abstand  ()  <C  o  "i^^  bilde  ein  endliches  quadratisches  Netz,  innerhalb 
welches  die  Begrenzung  von  C  liegt.  Wenn  man  um  jeden  der  in  endlicher 
Anzahl  vorhandenen  Schnittpunkte  dieses  Netzes  als  ]Mittclpuukt  mit  dem 
Eadius  q  einen  Kreis  schlägt,  so  kann  auf  einer  solchen  Kreisfläche  höchstens 
ein  singulärer  Punkt  liegen,  und  liegt  derselbe  auf  der  Peripherie,  so  nehme 
man  statt  dieses  Kreises  einen  mit  demselben  Mittelpunkte  aber  grösserer 
Fläche,  so  dass  auf  der  Kreisfläche  nur  ein  singulärer  Punkt  innerhalb 
der  Peripherie  liegt.  Das  System  dieser  Kreise  und  dns  Gebiet  C  ist  ein 
System  von  Gebieten  der  verlangten  Art.  Kommt  in  einem  solchen  System 
ein  Kreis  /i  vor,  der  keinen  singulären  Punkt  enthält,  so  schlage  man  um 
den  Mittelpunkt  desselben  einen  Kreis  bis  zum  nächsten  singulären  Punkte, 
und  man  kann  einen  excentrischen  Kreis  nehmen,  welcher  diesen  singulären 
Punkt  und  K  im  Innern  enthält,  und  durch  denselben  den  Kreis  K  ersetzen. 
Man  hat  dann  ein  System  S  von  durch  Kreise  begrenzten  Gebieten  in  endlicher 
Anzahl,  so  dass  in  jedem  Gebiete  iimerhalb  der  Begrenzung  desselben  ein 
und  nur  ein  singulärer  Punkt  liegt  (derselbe  Punkt  kann  aber  in  mehreren 
Gebieten  vorkommen),  und  dass  irgend  ein  Punkt  der  Constructionsebene  in 
wenigstens  einem  solchen  Gebiete  innerhalb  der  Begrenzung  desselben  liegt. 
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Dann  kann  man  für  jeden  einzelnen  dieser  Kreise,  wenn  das  von 
ihm  begrenzte  Gebiet  im  Endlichen  liegt,  die  rationale  Substitution  ersten 
Grades  (20.)  der  No.  1  anwenden,  worin  a  der  singulare  Punkt  innerhalb 
dieses  Kreises,  b  ein  beliebiger  Punkt  der  Peripherie  ist.  indem  man  diese 
Substitution  in  das  Litegralsystem  bei  a  einführt  Man  erhält  dadurch  ein 
Integralsystem,  dessen  Entwickelung  in  der  I-Ebene  in  dem  Kreise  mit 
dem,  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  und  dem  Radius  1  gilt.  Ist  bei  einem 
nichtsiugulären  Punkt  a  innerhalb  des  ersten  Kreises  ein  Integral  entwickelt, 
so  ist  diese  Entwickelung  bestimmt  durch  den  Werth  des  Integrales  und 
seiner  m—1  ersten  Ableitungen  in  dem  Punkte  a.  Diesem  Punkte  entspricht 
innerhalb  des  zweiten  Kreises  ein  nichtsingulärer  Punkt  5'  =  «',  bei  welchem 
die  Entn'ickelung  desselben  Integrales  aufgestellt  wird.  Dann  hat  man 
diese  Entwickelung  durch  das  Integralsystem  bei  i'  =  0  nach  No.  5  (4.^ 
(5.)  (wo  statt  c  =  l  beliebig  |  mit  ModiJ^l  eintritt)  darzustellen,  wo  die 
Determinante  des  Gleichungssystemes  nach  den  Angaben  in  No.  5  aufge- 
stellt wird.  Für  das  Gebiet  C  ist  zunächst  eine  rationale  Substitution,  die 
in  No.  1  (Schluss)  angegeben  ist,  anzuwenden,  dann  das  vorige  Verfahren 
innezuhalten.  Hat  mau  diese  rationalen  Substitutionen  ersten  Grades  tür 
die  Kreise  des  Systemes  .S  aufgestellt  und  die  zugehörigen  Integralsysteme 
bei  den  singuläreu  Punkten  mittels  derselben  transformii't,  so  kann  man 
vermittelst  dieser  transformirten  Ausdrücke  ein  Integral  von  irgend  einem 
nichtsiugulären  Punkte  a.  zu  einem  singulären  übertühren. 

Statt  dieses  Verfahrens  kann  man  auch  folgendes  anwenden. 

Liegt  a.  innerhalb  des  zn  einem  singulären  Funkle  gehörenden  Bezirkes, 
so  kann  man  die  nrsprünglichen  Entwickehingen  des  Integralsiistems  bei  dem 
singulären  Punkte  amcenden,  und  das  Integral  bei  a  durch  die  Integra' e  bei 
diesem  singulären  Punkte  ausdrücken.  Auf  diesen  Fall  kann  man  denjenigen, 
wo  a  nicht  innerhalb  eines  solchen  Bezirkes  liegt,  dadurch  zuriickfiihren,  dass 
man  das  Integral  hei  c  z-uniichst  z-n  einem  nichtsingulfircn  Punkte  c'i  innerhalb 
des  Bezirkes  des  nächsten  singulären  Punktes  mittels  des  Verfahrens  Ao.  1  (20. 1 
überführt  und  durch  ein  Integralsystem  bei  «,  ausdrückt. 

In  gleicher  Weise  kann  man  umgekehrt,  wenn  bei  et  ein  System 
linearunabhängiger  Integrale  entwickelt  ist,  durch  dieses  System  die  Inte- 
grale bei  einem  singulären  Punkte  ausdrücken  (No.  5  (4.)).  Wenn  mau 
nun  das  bei  dem  nichtsingulärcn  Punkte  «  gegebene  Integral  längs  der 
Linie  /,  zu  einem  singulären  Punkte  fortgesetzt   und  durch  das  bei  diesem 
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gegebene  Integralsystem  ausgedrückt  hat,  so  liat  man  weiter  diesen  Aus- 
druck in  umgekehrter  Richtung  längs  l^  zu  a  zurückzuführen  und  längs  der 
Linie  /  weiter  fortzusetzen.  Ist  der  Ausgangspunkt  a  siugulär,  so  wird 
das  Integral  als  durch  das  bei  a  gegebene  Integralsystera  dargestellt  vor- 
ausgesetzt. In  beiden  Fällen  kommt  n\an  also  darauf  zurück,  von  einem 
singulären  Punkte  aus  ein  Integral,  welches  durch  das  bei  diesem  Punkte 
gegebejie  Integralsystem  ausgedrückt  ist,  fortzusetzen.  Ist  der  Endpunkt  /?, 
bis  zu  welchem  die  Fortsetzung  gemacht  werden  soll,  nicht-singulär,  so 
ist  das  bei  ß  entwickelte  Integralsystem  längs  einer  Linie  /j  zu  einem 
singulären  Punkte  tiberzuführen,  und  es  ist  das  bei  diesem  Punkte  gegebene 
Integralsystem  durch  die  Integrale  bei  ß  auszudrücken.  Dann  hat  man  zu 
der  Linie  /,  längs  welcher  das  Integral  von  a  aus  fortgesetzt  werden  soll, 
noch  U  zuzufügen,  und  die  Fortsetzung  bis  zu  dem  vorliingenannteu  singu- 
lären Punkte  vorzunehmen,  und  schliesslich  noch  von  diesem  aus  längs  /, 
zu  ß.  Es  bleibt  mithin  übrig  zu  zeigen,  wie  das  bei  einem  singulären 
Punkte  gegebene  Integralsystem  längs  einer  beliebigen  Linie  /,  auf  einer 
und  derselben  Seite,  in  das  Gebiet  des  bei  irgend  einem  singulären  Punkte 
gegebenen  Integralsystemes  übergeführt  und  durch  die  Integrale  letzteren 
Systenies  ausgedrückt  werden  kann.  Dazu  ist  die  vorgezeichnete  Lhiie  / 
in  Theile  zu  zerlegen  und  sind  die  Theillinieu  durch  andere  die  Endpunkte 
der  Theile  verbindende  Linien  zu  ersetzen  unter  Anwendung  des  Satzes, 
dass  ein  Integral  innerhalb  eines  von  einer  geschlossenen  sich  selbst  nicht 
schneidenden  Curve  begrenzten  Gebietes,  innerhalb  dessen  Begrenzung  kein 
singiilärer  Punkt  liegt,  speciell  innerhalb  der  Gebiete  T,  und  T^,  einwerthig 
und  stetig  bleibt.  Man  reducirt  dadurch  den  vorgezeichneten  Weg  auf  einen 
solchen  längs  der  Linie  L,  der  an  dem  einzelnen  singulären  Punkte  ent- 
weder auf  der  einen  oder  auf  der  anderen  Seite  von  L  vorüberführen  und 
seine  Richtung  wechseln  kann.  Dieser  Weg  zerfällt  nun  in  Uebergänge  in  Ti 
von  einem  singulären  I'unkte  o,  zum  folgenden  a,,^i  uud  umgekehrt,  die 
durch  die  Substitutionen  J„+i  und  yll,.,  vermittelt  werden,  und  in  Umgänge 
um  die  einzelnen  singulären  Punkte  a,,  in  der  einen  oder  in  der  entgegen- 
gesetzten Richtung,  die  durch  die  Substitutionen  ß,  und  B\,  gegeben  werden. 
Durch  Zusammensetzung  von  Substitutionen  A,  Ä,  B,  B'  erhält  man  also 
die  Substitution,  die  auf  die  Integrale  bei  dem  singulären  Punkte,  der  End- 
punkt des  Weges  ist,  anzuwenden  ist,  um  das  Resultat  der  Fortsetzung  zu 
erhalten. 
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d.)  Nun  bleibt  also  übrig  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  die  -Sub- 
stitutionen A,  Ä,  B,  B'  ermittelt  werden.  Was  die  Substitutionen  A  und  Ä 
angellt,  so  liat  man  bei  zwei  auf  einander  folgenden  im  Endlichen  liegenden 
singulären  Punkten  a,  und  «.ü  zuzusehen,  ob  dieselben  eine  solclie  Lage 
haben,  dass  man  einen  Kreis  construiren  kann,  auf  dessen  Fläche  von  sin- 
gulären Punkten  nur  a,  und  a,+,,  der  eine  Punkt  auf,  der  andere  innerhalb 
der  Peripherie  liegen,  und  innerhalb  dessen  Peripherie  das  Stück  der  Linie 
L  zwischen  a,,  und  «j+i  liegt,  oder  eine  Linie  l,  die  dieses  Stück  vertreten 
kann,  so  dass  innerhalb  des  von  beiden  Linien  begrenzten  Gebietes  ein  Integral 
einwerthig  ist.  Kann  man  einen  solchen  Kreis  construiren,  so  wird  weiter 
nach  No.  5  I  verfahren.  Der  Uebergang  des  Integralsystemes  von  o,  zu  dem 
bei  «,+,  längs  l  wird  dadurch  vermittelt,  dass  man  beide  Integralsysteme  mit 
einem  Integralsysteme  bei  einem  nichtsingulären  Punkte  a  in  Beziehung  bringt, 
der  die  in  No.  5  I  angegebene  Lage  hat.  Bei  Anwendung  des  Verfahrens 
von  No.  5  I  kommen  rationale  Substitutionen  ersten  Grades  x  —  R  (i)  zur 
Anwendung.  Dem  Stücke  l^  von  l  von  einem  singulären  zu  dem  nicht- 
singulären Punkte  entspricht  eine  Linie  l\  in  der  |-Ebene  in  dem  Kreise 
mit  dem  Nullpunkt  als  Mitteli)unkt  und  dem  Radius  1  von  i  —  O  bis  zu 
i=  1.  Durchläuft  ein  Punkt  irgend  eine  Lhiie  /,  so  entspricht  dem  Ge- 
biete längs  /  auf  der  positiven  Seitemlchtung  zu  seiner  Richtung  (diese 
Richtung  liegt  zu  letzterer  wie  -\-i  zu  +1)  das  Gebiet  längs  der  Linie  l' 
auf  der  positiven  Seiteurichtung  zu  der  Richtung  des  entsprechenden  Punktes, 
der  /'  durchläuft;  wie  sich  aus  No.  1  (.3.)  und  (6.)  ergiebt,  wenn  in  der 
b-Ebene  eine  unendliche  Schaar  concentrischer  Kreise  angenommen  wird, 
deren  Centrum,  wenn  No.  1  (3.)  'y  =  Q  ist,  ^  =  0,  wenn  /  von  Null  ver- 
schieden, der  Punkt  ^',  welcher  ar  =  rv:  entspricht,  ist.  Daher  entspricht  dem 
Gebiete  längs  der  Linie  l^  auf  derjenigen  Seite,  auf  welcher  die  Boreiche 
liegen,  in  denen  die  Integrale  gegeben  sind  und  die  Fortsetzung  vorgenommen 
werden  soll,  das  Gebiet  längs  einer  der  beiden  Seiten  von  l\,  längs  welcher 
Linie  die  Fortsetzung  in  dem  Ki-eise  in  der  s'-Ebene  zu  machen  und  wobei 
das  eine  Integralsystem  durch  das  andere  auszudrücken  ist.  Wenn  bei  den 
singulären  Punkten  a,  und  a,,.,  der  charakteristische  Index  gleich  Null  ist,  so 
hat  man  zuzusehen,  ob  die  Untersuchungen  in  No.  3  und  4  Anwendung  finden. 
Haben  die  beiden  auf  einander  folgenden  Punkte  «,,  und  a,,+,  die  vorhin  an- 
gegebene Lage  nicht,  so  sind  zAvischcn  beiden  Punkten  auf  L  ein  oder 
mehrere  nicht-sino-uläre  Punkte   in  endlicher  Anzahl  anzunehmen,   so   dass 
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von  diesen  Punkten  und  den  Punkten  a,,  und  «,,+,  je  zwei  auf  einander 
folgende  eine  solche  Lage,  wie  die  oben  angegebene,  haben;  geht  das  Stück 
der  Linie  L  von  a,,  zu  0,,+,  durch  den  nichtsingulären  Punkt  im  Unendlichen,  so 
kann  dasselbe  durch  eine  Linie  im  Endlichen  ersetzt  werden.  Man  kommt 
danji  auf  das  vorige  Verfahren  zurück  und  erhält  durch  Zusammensetzung 
mehrerer  Substitutionen  die  verlaugte  Substitution.  Bei  der  Wahl  der  Linie 
L  ist  dem  Vorstehenden  entsprechend  auf  die  Lage  von  je  zwei  auf  einander 
folgenden  singulüren  Pmikten  im  Endlichen  zn  achten.  Werden  nicht-singuläre 
Punkte  eingeschoben,  so  ist  zu  beachten,  dass  man,  wenn  ein  solcher  innerhalb 
des  Bezirkes  liegt,  der  zu  einem  singulüren  Punkte  gehört,  um  ein  Integral 
von  jenem  Punkte  zu  diesem  oder  umgekehrt  fortzusetzen,  die  ursprünglichen 
Enlwickehingen  des  Integralsystemes  bei  dem  singulüren  Punkte  amoenden  kann. 

Wenn  einer  der  beiden  auf  einander  folgenden  singulären  Punkte  im 
Unendlichen  liegt  a^j^^,  und  wenn  die  beiden  Punkte  und  ihre  Verbin- 
dungslinie in  einem  Gebiete  liegen,  welches  von  einem  durch  den  sin- 
gulären Punkt  im  Endlichen  gehenden  Kreis  begrenzt  wird,  innerhalb 
dessen  Peripherie  die  übrigen  singulären  Punkte  liegen,  so  hat  man  zu- 
nächst eine  der  No.  1  (Schluss)  angegebenen  rationalen  Substitutionen  ersten 
Grades  anzuwenden,  dann  weiter  das  vorige  Verfahren  einzusclüagen. 
Haben  die  beiden  auf  einander  folgenden  Punkte  nicht  eine  solche  Lage,  so 
sind  nichtsinguläre  Punkte  einzuschieben,  so  dass  einer  derselben  und  «,+, 
jene  Lage  haben,  und  mau  kommt  im  Uebrigen  auf  das  frühere  Verfahren 
zurück.  Auf  die  Lage  dieser  singulären  Punkte  ist  auch  bei  der  Wahl  von 
L  zu  achten..  Was  ferner  die  Substitutionen  B,  B'  angeht,  so  vgl.  hierüber 
No.  5  II.  Ist  in  der  Differentialgleichung  ein  normaler  Ausdruck  gleich 
Niül  gesetzt,  oder  zerfällt  die  Differentialgleichung,  in  der  ein  System  nor- 
maler Ausdrücke  gleich  Null  gesetzt  ist,  in  einzelne,  in  denen  normale 
Ausdrücke  gleich  Null  gesetzt  sind,  so  kommt  man,  was  die  vorliegenden 
Untersuchungen  angeht,  auf  den  Fall  zurück,  wo  ehi  regulärer  Ausdruck 
gleich  Null  gesetzt  ist.  Für  diesen  Fall  und  den,  wo  ein  System  normaler 
Ausdrücke  gleich  Null  gesetzt  ist,  sind  in  No.  1  und  No.  5  in  Verbindung 
mit  No.  2.  und  Avenn  bei  zwei  auf  einander  folgenden  singulären  Punkten  die 
charakteristischen  Indices  gleich  Null  sind,  in  No.  3  und  4  die  Mittel  speciell 
auseinandergesetzt,  die  zur  Bestimmung  der  Substitutionen  A,  Ä,  B,  B' 
dienen;  in  Betreff  deren  weiterer  Untersuchung  vgl.  Schluss  dieser  No. 

e.)     Ein  Integral  l)leibt   in   einem  von  einer    geschlossenen  Curve 
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begrenzten  Gebiete  einwertliig*  und  stetig,  wenn  das  Gebiet  von  singulären 
Punkten  nur  einen  ausserwesentlieh  singulären  enthält,  also  einen  solchen, 
dass  ein  System  linearunabhängiger  Integrale  in  dem  zu  diesem  Punkte 
gehörenden  Bezirke  allenthalben  einwerthig  und  stetig  bleibt  (vgl.  Abb. 
Bd.  81  p.  3).  (Ueber  das  Vorkommen  eines  ausserwesentlich  singulären 
Punktes  s.  die  vorliegende  Abb.  No.  7  II.)  Wenn  daher  auf  der  Grenze 
des  Bezü'kes  eines  singulären  Punktes  nur  ausserwesentlich  singulare  Punkte 
liegen,  so  müssen  die  Entwickelungen  der  Grössen  cp  in  No.  1  (2.),  gemäss 
den  linearen  Relationen  zwischen  diesen  Grossen  und  der  Eigenschaft  der 
Integrale  weiter  gelten  als  im  Bezirke  des  suigulären  Punktes,  in  dem  Kreise 
durch  den  nächsten  wesentlich  singulären  Punkt.  Es  dürfen  daher  auf  der  in 
No.  3,  4  und  5  betrachteten  Kreisfläche  in  der  I-Ebene  mit  dem  Nullpunkt  als 
Mittelpunkt  und  dem  Radius  1  noch  ausserwesentlich  singulare  Punkte  der 
Differentialgleichung  G,„  {y,  $)  =  0  liegen,  abgesehen  von  $  =  1,  über  welchen 
Punkt  die  in  den  betreffenden  Nummern  gemachten  Voraussetzungen  gelten, 
und  es  bleiben  die  dort  erhaltenen  Resultate  weiter  bestehen.  Was  die 
Untersuchungen  in  der  vorliegenden  No.  6  angeht,  so  genügt  es,  jede  Sub- 
stitution der  Coefficienten  aufzustellen,  die  den  Uebergang  in  T^  von  einem 
wesentlich  singulären  Punkte  zu  dem  nächsten  wesentlich  singulären  ver- 
mittelt, ebenso  die  Substitutionen  B  bei  den  wesentlich  singulären  Punkten 
zu  ermitteln.  Hierzu  dienen  dieselben  in  d.)  gemäss  den  Nrn.  5  bezüglich 
3  und  4  betrachteten  Hülfsmittel.  Geht  man  von  der  Entwickelung  eines 
Integrales  bei  einem  ausserwesentlich  singulären  Punkte  aus,  so  hat  man 
aus  derselben  den  Werth  des  Integrales  und  seiner  m—1  ersten  Ableitungen 
in  einem  nichtsingulären  Punkte  zu  entnehmen,  und  die  Entwickelung  bei 
diesem  Punkte  zu  bilden  und  kommt  auf  das  frühere  Verftihren  zurück. 

Man  kann  hier  voraussetzen,  dass  wenigstens  zwei  Avesentlich  singu- 
lare Punkte  vorhanden  sind;  denn  wenn  nur  ein  solcher  vorhanden  wäre 
x  =  a,  und  alle  anderen  singulären  Punkte  ausserwesentlich,  so  könnte 
man  den  wesentlich  singulären  Punkt  durch  die  rationale  Substitution  ersten 
Grades  x  —  a=  >.  ins  Unendliche  projiciren,  und  es  sind  in  der  transformirten 
Differentialgleichung  die  Integrale  im  Endlichen  allenthalben  einwerthig 
und  stetig  (ebenso  wenn  eine  Differentialgleichung  nur  ausserwesentlich 
singulare  Punkte  enthielte).  Führt  man  in  die  Entwickelungen  der  Integrale 
durch  Potenzreihen,  wenn  sie  bei  1  =  0  genommen  sind,  die  umgekehrte 
Substitution  ein,   so   erhält  man   die  Darstellung   der  in  der  ganzen  l'^bene 
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einwerthigen  uiul,  abgeseheu  von  x  =  a.  stetigen  Integrale  der  ursprünglichen 

Differentialgleichung.    (Vgl.  den  Anfang  dieser  No.)     Sind  zwei  wesentlich 

singulare  Punkte  vorhanden,  so  kann  man  einen  x~a  durch  die  Substitution 

1 
x—a  —  -Y  ins  Unendliche  projiciren,  so  dass  man  eine  Differentialgleichung 

mit  nur  einem  wesentlich  singulären  Punkte  im  Endlichen  erhält,  dann  sind 
die  in  dem  Bezirke  dieses  Punktes  geltenden  Entwickeluugen  (No.  1  (2.)) 
fltr  die  ganze  Ebene  gültig. 

f.)  Nach  dem  in  dieser  No.  bei  c.)  und  d.)  und  den  vorhergehenden 
(No.  3  (9.),  No.  5  I  (3.)  (11.),  II)  Gesagten  ist  die  l'ntersuchung  der  homo- 
genen linearen  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  darauf 
ziuückgeführt,  die  Darstellungen  der  Integrale  aufzustellen,  die  in  den  Be- 
zirken der  singulären  Punkte  gültig  sind  (aus  Ausdrücken  No.  1  (2.)  sich 
linear  mit  constanten  Coefficienten  zusammensetzen),  die  Determinante  dieser 
Integrale  und  die  Constanten  in  der  linearen  Verbindung  der  Integrale,  die 
das  Resultat  des  Umganges  um  den  zugehörigen  singulären  Punkt  ausdrückt, 
zu  bestimmen.  Bei  Differentialgleichungen  mit  nur  regulären  Integralen, 
oder  bei  solchen,  in  denen  Systeme  normaler  Ausdrücke  gleich  Null  gesetzt 
sind,  bleibt  speciell  übrig,  die  Darstellungen,  die  in  den  Bezirken  der  sin- 
gulären Punkte  gelten,  vollständig  zu  geben.  In  Betreff  dieser  Fragen 
folgen  weitere  Untersuchungen  in  No.  7. 

7. 

Bei  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten 

besteht  in  dem  zu  einem  singulären  Punkte  x  —  a  im  Endlichen  gehörenden 
Bezirke  ein  System  linearunabhäugiger  Integrale,  welches  durch  die  Aus- 
drücke in  den  verschiedenen  Gruppen  {2.)  der  No.  1,  oder  durch  Functionen, 
die  aus  diesen  Ausdrücken  linear  mit  constanten  Coefficienten  zusammen- 
gesetzt sind,  gegeben  wird.  Es  soll  nun  hier  die  Frage,  wie  die  für  diesen 
Bezirk  gültige  Darstellung  der  in  einem  solchen  Integrale  mit  den  Potenzen 
von  \og{x  —  d)  multiplicirten  Functionen  zu  ermitteln  ist,  behandelt  werden. 

I.  In  die  Differentialgleichung  (1.)  F,„{y,x)  =  0  werde  ein  Integral 
der  Form 

(2.)       y  =  {x-ay\x,{x)+zoix)\og{x-a)  +  -+x^{x)(\og{x-a))''\. 
in  welchem  die  Functionen  x{x)  in  dem  zu  dein  singulären  Punkte  a  ge- 
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hörenden  Bezirke,  abgesehen  von  a,  einwerthig  und  stetig  sind,  eingesetzt, 
alsdann  werde  nach  Potenzen  von  \og{x—a)  geordnet,  so  muss  der  Coef- 
ficient  jeder  solcher  Potenz  verschwinden.     Daraus  ergieht  sich 

(3.)       F„X{x-arx,(x),x)  =  0, 
(4.)       F^{{x-aryAx),x)=r,_,.     {b  =  q-l,...l\ 

wo   /"^.i,    ein   homogener    linearer   Ausdruck   von    folgenden    Grössen   ist: 

{x—ayxf,+i   und  seinen  Ableitungen  bis  zur  (m— l)ten  Ordnung,  {x—aYxb+t 

und   seinen  Ableitungen  bis   zur   (m— 2)^^°  Ordnung   u.  s.  w.  bis   {x  —  aYx^ 

und  seinen  Ableitungen    bis  ziu'    (m  — (9— 6))*«»  Ordnung   (s.   die   Abb.   des 

HeiTn  Fuchs  Bd.  68  dieses  Journals  No.  1  11).    Die  Coefficienten  in  diesem 

homogenen  linearen  Ausdruck  sind  ganze  rationale  Functionen  der  Grössen 

l 
jOi, . . .  j»„_i .    ,  _  .,  .   wo  s  gleich   positiven   ganzen   Zahlen   ist,   mit  ganz- 

zahligen  Coefficienten,  und  sind  bei  fixirten  Werthen  der  ganzen  Zahlen  q 
und  b  unabhängig  von  den  Werthen  der  Functionen  (x—aYxix),  von  denen 
irgend  welche  einzelne  (darunter  auch  {x  —  aYx,)i  ^^^^'  ^^^^^"^  alle  Null  sein 
dürfen.  Da  die  Coefficienten  p  rational  sind,  so  werden  die  Coefficienten 
in  dem  homogenen  Ausdruck  f^_^  bekannte  rationale  Functionen  von  x  mit 
Constanten,  die  sich  aus  den  Constanten  in  />,,  (a=l...»i— 1)  und  der  Con- 
stanten a  rational  mit  rationalen  Zahlcoefficienten  zusammensetzen. 

Wemi  man  nun  irgend  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung 
mter  Ordmmg  *,„(y,  a;)  =  0  hat,  so  erhält  man  die  homogene  lineare  Diffe- 
rentialgleichung, welche  die  s'^n  Ableitungen  der  Integrale  von  4>„  {y,  x)  =  0 
und  nur  diese  zu  Integralen  hat,  indem  man  die  Differentialgleichung 
*m(«/j^)  =  0  successive,  und  höchstens  «mal,  differeutiirt,  dabei  aber  vor 
jeder  Differentiation   durch  den  Coefficienten  des  letzten   Gliedes  dividirt, 

und  zwar   so   oft  difterentiirt ,   bis  das  letzte  Glied  -~~  oder  eine  höhere 

ax' 

Ableitung  von  s  enthält.  Wird  dann  -v^^w  gesetzt,  so  enthält  die  er- 
mittelte Differentialgleichung  für  j/(,)  die  s^^'^  Ableitungen  der  Integrale  von 
'i^„Xy,x)  —  0  und  nur  diese  zu  Integralen  (s.  die  Abb.  des  Herrn  Fuchs 
Bd.  68  dieses  Journals  p.  383).  In  dieser  Differentialgleichung  wird  der 
Coefficient  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  gesetzt;  die  höchste  Ableitung 
kann  auch  nullter  Ordnung  sein,  so  dass  die  Differentialgleichung  »/(,)  =  ^  ist. 
Hat  man  ferner  eine  homogene  lineare  1  )ifferentialgloichuiig  '/^,„(y..  x')  =  0 
mit  rationalen  Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung 
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gleich  1  und  ist  R(x)  eine  rationale  Function,  so  genügt  R{x)y  =  y'  der 
Ditferentialgleichung  R{x)  y„,[?/'(/i(a;))~\  a;]  =  0  mit  rationalen  Coefficienten 
und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1. 

Wenn  man  aber  zwei  homogene  lineare  Differentialgleichungen 
*P,„{y,x)  =  0  und  ¥'"„(y,  a;)  =  0  mit  rationalen  Coefficienten  und  dem  Coef- 
ficienten der  höchsten  Ableitungen  gleich  1  hat,  so  kann  man  nach  Abh. 
Bd.  83  No.  1  I  und  11  aus  diesen  die  homogene  lineare  Differentialgleichung 
herleiten,  welche  diejenigen  Integrale  beider,  die  unter  einander  linearunab- 
hängig sind,  zu  Integralen  hat,  und  rationale  Coefficienten  enthält;  der 
Coefficient  der  höchsten  Ableitung  wü'd  gleich  1  gesetzt.  Und  zwar  erhält 
man  diese  Differentialgleichung  durch  Operationen,  welche  bei  der  Diffe- 
rentiation gegebener  rationaler  Functionen  vorkommen.  Aus  diesem  Satze 
folgt,  dass  wenn  der  ersten  der  genannten  Differentialgleichungen  eine 
Function  «/,,  der  zweiten  eine  Function  yj  genügt,  so  genügt  der  aus 
diesen  Differentialgleichungen  hergeleiteten  dritten  Difterentialgleichiing  die 
Summe  y^+y^. 

Nun  werde  in  (4.)  b  =  q—1  gesetzt;  dann  soll  eine  homogene  lineare 
Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der 
höchsten  Ableitung  gleich  1  für  /"i  hergeleitet  werden.  In  /■,  kommen  linear 
mit  rationalen  Coefficienten  {x  —  aYx,,  "öd  seine  Ableitungen  bis  zur  (m— l)teii 
Ordnung  vor.  Nun  genügt  {x  —  aYXq  der  Differentialgleichung  (3.),  aus 
dieser  Differentialgleichung  werden  diejenigen  für  die  s<^«°  Ableitungen  der 
Integrale  (s  =  l...m— 1)  hergeleitet. 

Wenn  der  Ausdruck  {x  —  aYXq  oder  eine  seiner  Ableitungen  in  /i 
einen  rationalen  Coefficienten  hat,  der  nicht  identisch  Null  ist,  so  wird  die 
Differentialgleichung  für  dieses  Product  aufgestellt.  Alle  diese  homogenen 
linearen  Differentialgleichungen  (nullter  oder  hölierer  Ordnung)  haben  ratio- 
nale Coefficienten  mit  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1. 
Dann  werden  diejenigen  Integrale  der  Difierentialgleichuugen  für  den  ersten 
und  zweiten  Summanden  in  /i ,  welche  unter  einander  linearunabhängig  sind, 
in  einer  Differentialglei(;hung  vereinigt,  hierauf  die  Integrale  dieser  Diffe- 
rentialgleichung und  der  Differentialgleichung  für  den  dritten  Summanden 
in  /"i,  welche  unter  einander  linearunabhängig  sind,  u.  s.  w.,  wodurch  man 
schliesslich  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  erhält, 
welcher  /",  genügt. 


i 


Thome,  vur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  279 

Wird  in  diese  Differentialgleichung  für  /i  eingesetzt  F,„  {y,  x) ,  so 
erhält  man  eine  homogene  lineare  Ditferentialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ahleitung  gleich  1. 
welcher  (x  —  aYx.j^i  genügt. 

Nachdem  man  die  Differentialgleichungen  für  (x—aYx^  (3.)  und  für 
{x—aYxq-i  kennt,  wird  in  (4.)  b  =  q—2  eingesetzt  und  dasselbe  Verfahren 
angewandt,  um  die  Differentialgleichung  für  {x—aYxq-i  zu  erhalten,  u.  s.  w. 

Man  hat  also  in  Bezug  auf  homogene  lineare  Differentialgleichungen 
mit  rationalen  Coefficienten  folgenden  allgemeinen  Satz: 

A.)  Von  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung  (1.)  F,„(y,  x)  =  0 
mit  rationalen  Coefficienten  werde  das  Integral  genommen 

(5.)       y  =  {x-aY\Xiix)+X2{x)\og{x-a)  +  --+x,{x){log{x-a)y-'\, 

in  welchem  die  Functionen  xi^)  innerhalb  des  zu  dem  singulären  Punkte 
a  gehörenden  Bezirkes,  abgesehen  von  x  =  a,  einwerthig  und  stetig  sind, 
q  eine  beliebig  gewählte,  aber  fixirte  positive  ganze  Zahl  >  0  ist, 
von  den  Functionen  xi"^)  irgend  welche  einzelne,  oder  auch  alle  gleich 
Null  sein  dürfen.  Nun  werde  die  Zahl  h  {h  —  q...l)  fixirt.  Dann  besteht 
eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  und 
dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1,  welcher  der  Factor  von 
(log(a;  — a))"^'  in  y,  also  die  Function  (ic—o)'/i,(x)  genügt,  und  zwar  so  be- 
schaffen, dass  dieser  Differentialgleichung  der  Factor  von  (log(a;— ö))'^'"'  in  y  ge- 
nügt, was  auch  die  Functionen  {x  —  aYx  i^  dem  Integrale  y  (5.)  für  Werthe  haben 
mögen.  Man  erhält  diese  Differentialgleichung  nach  der  im  Vorhergehenden 
auseinandergesetzten  Methode  aus  den  Differentialgleichungen  (3.)  und  (4.)  her- 
geleitet, ohne  dass  über  die  Werthe  der  Functionen  {x—aYx  irgend  etwas  bekannt 
ist,  durch  keine  anderen  Operationen,  als  solche,  welche  bei  der  Differentiation 
gegebener  rationaler  Functionen  vorkommen,  wobei  nur  zu  beurtheilen  ist,  ob 
Grössen,  die  sich  aus  den  constanten  Coefficienten  in  den  rationalen  Functionen 
p,,  {a=  l...m)  und  der  Constanten  a  als  ganze  rationale  Ausdrücke  mit  ratio- 
nalen Zahlcoefftcienten  zusammensetzen,  verschwinden. 

In  einer  Gruppe  (2.)  No.  1  von  ).  Integralen  bei  .r  =  a,  in  welchen 
sich  die  Exponenten  in  den  Potenzreihen  nur  um  ganze  Zahlen  unter- 
scheiden, lassen  sich  alle  Factoreu  der  Potenzen  von  log(j-  — a")  durch  die 
Grössen  (x  — «/"^j,,  (a  =  l...Jl)  linear  und  homogen  mit  constanten  Coef- 
ficienten ausdrücken.     Hieraus  und  aus  Satz  A.)  folgt: 
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B.)  In  einer  Grappe  von  l  Integralen  bei  x  =  a,  deren  in  dem  Be- 
zirke von  x~a  geltende  Entwiekelungen  durch  die  Ausdrücke  (2.)  in  No.  1 
dargestellt  werden,  sei  die  höchste  Potenz  des  log(a;  — a),  welche  mit  nicht 
tierschwindendem  Factor  überhaupt  vorkommt,  die  (A-— 1)'«  {k  ^  1).  Wird  nun 
in  Satz  J.)  q^k  und  b  =  l  gesetzt  und  die  dort  angegebene  Differential- 
gleichung gebildet,  so  genügen  derselben  sämmtliche  Factoren  der  (nullten 
oder  höheren)  Potenzen  des  log(rr— a)  in  dieser  Gruppe. 

Hieraus  folgt: 

a.)  Setzt  man  in  Satz  A.)  q  =  m  und  b=  1,  oder  nimmt  man  von 
den  verschiedeneu  Zahlen  k  in  Satz  ß.),  die  den  verschiedenen  Gruppen 
bei  a;  =  a  angehören,  die  grösste  und  setzt  dieser  q  in  Satz  A.)  gleich  und 
b  =  1  und  bildet  die  in  ^.)  angegebene  Diiferentialgleichung,  so  genügen 
derselben  sämmtliche  Factoren  der  Potenzen  von  log  (a;  —  a),  die  in  der  nach 
No.  1  (2.)  etc.  gebildeten  Entwickelung  irgend  eines  Integrales  bei  x  =  a 
vorkommen. 

Es  gilt  weiter  der  Satz: 

b.)  Die  Zahl  k  in  Satz  B.)  wird ,  wenn  in  F„  {y,  x)  =  0  bei  x  =  a 
der  charakteristische  Index  gleich  Null  ist.  oder  wenn  F„Xy,x)  gleich 
einem  solchen  Sj'steme  normaler.  Ausdrücke  ist,  welches  sich  bei  x  =  a 
durch  ein  System  wie  (21.)  in  No.  2  darstellen  lässt,  durch  das  Verfahren 
Abh.  Bd.  83  No.  9  (21.)  bestimmt. 

Wenn  in  der  Differentialgleichung  F,„  (y,  x)  =  0  bei  x  =  a  der 
charakteristische  Index  gleich  Null  ist,  so  dass  F,„  =  0  bei  x  =  a  nur  re- 
guläre Integrale  hat,  so  haben  auch  die  Differentialgleichungen  für  die 
Ableitungen  von  y  bei  a;  =  a  nur  reguläre  Integrale,  und  diese  Integrale 
bleiben,  wenn  sie  mit  rationalen  Functionen  multiplicirt  werden,  bei  x  =  a 
regulär.  Ebenso,  wenn  die  linearunabhängigen  Integrale  zweier  solcher 
Differentialgleichungen  in  einer  Differentialgleichung  vereinigt  werden,  ver- 
halten sich  die  Integrale  dieser  bei  x  =  a  regulär.  Daher  muss  auch  in 
der  Differentialgleichung  für  /i  bei  x  =  a  der  charakteristische  Index  gleich 
Null  sein.  Da  dasselbe  in  F„,  {y,  x)  =  0  stattfindet,  und  (Abh.  Bd.  76  No.  3) 
die  Summe  beider  charakteristischer  Indices  gleich  ist  dem  in  der  Diffe- 
rentialgleichung des  Satzes  A.)  für  {x—afXq-ii  so  muss  der  der  letzteren  bei 
X  =  a  ebenfalls  gleich  Null  sein.  Indem  man  diese  Beti'achtungen  fortsetzt, 
ergiebt  sich  dasselbe  für  alle  in  Satz  A.)  genannten  Differentialgleichungen. 

Man  hat  .also  den  Satz: 
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C.)  Ist  in  der  Di/ferentiafgleichiinfj  F,„  {y,  x)  =  0  hei  x  =  a  der 
charakteristische  Index  gleich  Nittl,  so  ist  auch  in  den  Differentialgleichungen, 
aber  die  Sali  A.)  handelt,  für  b  =  ^-l,  ...1  der  charakteristische  Index  bei 
X  =  a  gleich  Null. 

Hat  die  Diflferentialgleichung  F„Xy,x)  =  0  mir  reg-uläre  Integrale, 
so  haben  auch  die  Differentialgleichungen  für  die  Ableitungen  von  y  nur 
reguläre  Integrale;  bei  x  =  oü  ergiebt  sich  dies  duix-h  Differentiation  der 
Entwickelnngen  von  y,  die  von  x  abhängen.  Dm-ch  dieselben  Betrachtungen 
wie  vorhin  (vgl.  Abb.  Bd.  83  Xo.  3  II  p.  100)  ergiebt  sich  dann: 

c.)  Hat  die  Differentialgleichung  F,„  {y,  x)  =  0  nur-  reguläre  Inte- 
grale, so  haben  auch  die  Differentialgleichungen  des  Satzes  A.)  niu-  reguläre 
Integrale. 

d.)  Ist  F,„  iy,  X 1  gleich  einem  Systeme  normaler  Diff'erentialausdrücke, 
so  auch  jeder  Differentialausdruck,  der  in  den  Differentialgleichungen  des 
Satzes  A.)  gleich  Null  gesetzt  ist.  Dieses  ergiebt  sich  mit  Hülfe  der 
Sätze  Abb.  Bd.  83  No.  7  IHc  und  IV  a.  Dabei  ist  nur  noch  zu  zeigen, 
dass,  wenn  ein  System  normaler  Ausdrücke  gleich  Null  gesetzt  ist,  die 
Differentialgleichung  für  die  s*«°  Ableittingen  der  Integrale  auch  wieder  ein 
System  normaler  Ausdrücke  gleich  Null  gesetzt  enthält.  Es  genügt,  dies 
für  die  erste  Ableitung  ^^i)  zu  zeigen.  Ist  F„{y,  x)  ein  normaler  Differential- 
ausdntck  mit  dem  determinirenden  Factor  S2  und  ist  die  Differentialgleichung 
für  die  erste  Ableitung  der  Integrale  von  F„.  =  0  *„  (y,  x)  =  0,  (w  <  m),  so 
kann  i2  *„  (12"'  y',  x)  =  Q  nur  reguläre  Integrale  enthalten ,  demnach  ist 
*»  i.y,  x)  ein  normaler  Ausdruck  mit  dem  determinii'enden  Factor  £2.  Man 
habe  fenier  die  Differentialgleichung  fa^iy,  x)  =  y',  F„._^(y',  x)  =  0,  in 
welcher  /|,  ein  normaler  Ausdruck,  F„_„^  ein  System  solcher  ist.  Ist  in 
f;,^  der  Coefficient  von  y  gleich  Null,  so  ist  -,—  gleich  ^(i^  in  dem  Aus- 
druck f^  zu  setzen.  Ist  in  f^^  der  Coefficient  von  y  von  Null  verschieden 
gleich  a,  so  wird 

gesetzt,  und  es  bleibt  übrig,  aus  der  Differentialgleichung  —  F„._,,^(a3,  x)  =0, 
in  welcher  wiederum  ein  System  normaler  Ausdrücke  gleich  Null  gesetzt  ist, 
die  Differentialgleichung  für  --.^  =  ^(1)  herzuleiten.    Ist  dieselbe  i^  («(,),  x)  =  0, 

80  wird  die  gesuchte  (p  (y(,),  x)  =  u,  a  i/'(--,  xj  =  0. 
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D.)  Weuu  in  der  Differentialgleichiing  (L^l  die  Coefficieuten  p  iii 
einem  um  den  Punkt  x  —  a  als  Mittelpunkt  geschlagenen  Kreise  abgesehen 
von  x  =  a  beliebige  einwerfhige  und  stetige  Functionen  von  x  sind,  so  bleiben 
die  Betrachtungen,  die  zu  Satz  A.)  geführt  haben,  unverändert,  demnach  auch 
dieser  Satz,  so  wie  die  Sätze  B.)  und  C),  wobei  die  Coefficienten  der  Diffe- 
rentialgleichungen sich  rational  mit  rationalen  Zahlcoefßcienteii  aus  den  Coef- 
ßcienten  p  von  (1.)  und  ihren  Ableitungen  und  der  Grösse  \x  —  a)%  wo  s  ganz- 
zahlig, zusammensetzen.  Nur  kann  die  Herstellung  dieser  Differentialglei- 
chungen auf  Schwierigkeiten  führen,  die  bei  rationalen  p  in  (1.)  all- 
gemein genommen  nicht  vorkommen,  die  darin  bestehen,  zu  beurtheilen. 
ob  eine  ganze  rationale  Function  der  vorhin  genannten  Grössen  identisch 
verschwindet. 

II.  Es  sei  nun  in  der  Differentialgleichung  (1.)  F,„(y,  a;)  =  0  mit 
rationalen  Coefficienten  bei  dem  singulären  Punkte  x  =  a  im  Endlichen  der 
charakteristische  Index  gleich  Null.  Dann  soll  die  Gnippe  der  linearunab- 
hängigen Integrale  der  Form  (2.).  in  denen  die  Exponenten  in  den  Potenz- 
reihen sich  von  dem  gegebenen  Exponenten  r  nur  um  ganze  Zahlen  unter- 
scheiden, vollständig  aufgestellt,  also  es  sollen  die  Factoren  der  Potenzen  des 
log(a;— a)  dargestellt  werden.  Zu  dem  Zwecke  hat  man  nach  den  Sätzen  A.)  und 
ß.)  in  I  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficien- 
ten und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  zu  bilden,  die  diese 
Factoren  als  particuläre  Integrale  enthält  und  die  (Satz  C.))  bei  x  =  a  den 
charakteristischen  Index  gleich  Null  hat.  Werden  dann  aus  dieser  Diffe- 
rentialgleichung alle  linearunabhängigen  Integrale  genommen,  die  eine  Ent- 
wickelung  der  Form  {x—aY'^'.Sc^.^x  —  aY   haben,    wo   r  Exponent   in   der 

untersuchten  Gruppe,  c  ganzzahlig  ist,  so  muss  sich  durch  diese  linear  und 
homogen  mit  constanten  Coefficienten  jeder  Factor  einer  Potenz  des  log(a;— a) 
in  dieser  Gruppe  darstellen  lassen. 

a.)  Daher  ist  zunächst  zu  zeigen,  -n-ie  bei  einer  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der 
höchsten  Ableitung  gleich  1  bei  dem  singuläi-en  Punkte  a;  =  a  im  Endlichen. 
bei  dem  der  charakteristische  Index  gleich  Null  ist,  alle  linearunabhängigen 
Integrale,   deren  Entwickelungen  die  Form  {x—a)'''^^^c^.^{x  —  aY  haben,    wo  r 

ein  und  derselbe  gegebene  Exponent  und  c  ganzzahlig  ist,  aufgestellt  werden. 
Die  Anzahl    dieser  linearunabhängigeu  Integrale    sei  s.     Aus    den 
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nrspriinglielieu  lasseu  sieh  immer  s  solelic  biUleii.  in  deiieu  die  Exponenten, 
zu  denen  sie  gehören,  von  einander  verschieden  sind.  Demi  nimmt  man 
ein  Integral  heraus,  in  welchem  der  reelle  Theil  dieses  Exponenten  am 
kleinsten  ist,  so  kann  man,  wenn  noch  andere  mit  demselben  Exponenten 
vorhanden  sind,  jedes  von  diesen  linear  mit  constanten  Coefficienten  mit 
dem  ersten  verbinden,  und  es  dabei  einrichten,  dass  der  Exponent,  zu 
welchem  die  Verbindung  gehört,  einen  grösseren  reellen  Theil  hat,  als  der 
in  dem  ersten  Exponenten.  Alsdann  sind  diese  Verbindungen  in  das  System 
der  linearunabhängigen  Integrale  einzuführen,  und  ist  auf  die  übrigen  Inte- 
grale dasselbe  Verfahren  anzuwenden.  Dann  kann  man,  wenn  die  linear- 
unabhängigen Entwickelungen  zu  den  Exponenten 

r,     r-rki,     r+A-,  +  Ä-,.     .  .  .     r-fÄ-,  +  ---  + Ä-, 

gehören,  wo  die  k  positive  von  Null  verschiedene  ganze  Zahlen  sind,  in  der 
Entwickelung  des  Integrales,  welches  zu  dem  Exponenten 

r  +  Ä-iH Vk     C/  =  0...s-l,  ^^  =  0) 

gehört,  die  Potenzen  mit  den  Exponenten  r+Ai-{-'"+ft,4-i  bis  r4-A-,H \-k, 

als  ausfallend  voraussetzen,  und  den  Anfaugscoefficienten  in  jeder  Entwicke- 
lung gleich  Eins  annehmen.  Es  kann  nur  ein  System  von  einander  linear- 
unabhängiger Integrale  mit  den  angegebenen  Eigenschaften  geben.  Das- 
selbe gilt,  wenn  in  der  Differentialgleichung  bei  x  =  a  der  charakteristische 
Index  beliebig  gleich  h  kleiner  als  die  Ordnung  der  Differentialglei- 
chung wäre. 

Es  werde  nun  die  Differentialgleichung  (1.)  von  M^^^  Ordnung 
Piiiy,  aj)  =  0  genommen  und  es  soll  zunächst  bei  a;  =  o  der  charakteristische 
Index  beliebig  gleich  h  <Z  M  sein.  Wenn  dieser  Differentialgleichung  eine 
Entwickelung 

(x—ay^k,{x  —  ay 

u 

genügen  soll,  in  welcher  k„  von  Null  verschieden  ist,  so  muss  (t  "Wurzel 
der  Exponentengleichung  sein,  und  es  sei  daher  eine  Gruppe  von  Wurzeln 
derselben,  die  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  r, ,  r, ,  ...  r;...  In 
diesen  soll  der  reelle  Theil  der  vorhergehenden  nicht  kleiner  als  der  der 
folgenden  sein.  Setzt  man  mm  in  F„(y,  x)  =  0  für  y  ein  {x  —  a)''*'ti,  so  kann 
man  die  Differentialgleichung  für  u  auf  folgende  Form  (vgl.  Abh.  Bd.  74 
No.  8)  bringen.     Die  Ordnung,   in  der  die  rationale  Function  p,  der  Coef- 
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ficient  von  ^^J-  für  x  =  a  unendlich  wird,  sei  ti,  ,  wo  n^  gleich  Null  ge- 
setzt ist,  wenn  p;,  für  x  =  a  nicht  unendlich  wird,  und  die  grösste  der  Zahlen 
7i^  +  M—a  (a  =  O...M)  sei  g.  In  der  Diiferentialgleichung  für  u  ist  der 
charakteristische  Index  bei  x  =  a  derselbe  gleich  h  und,  wenn  die  Ordnung, 

d'"~''u  .  — 

in  der  der  Coefficient  von  j^_^  für  x  =  a  unendlich  wird ,  durch  tt,,  be- 
zeichnet wird,  so  ist  die  grösste  der  Zahlen  7r,,-fiJ/—a  (a  =  O...M)  ebenfalls 
gleich  g.  Der  Coefficient  von  .  „_^  sei  P, ,  f*u  =  1 ,  so  ist  P^  eine  be- 
kannte rationale  Function  und  wird 

(6.)  P„ {x-ay-"+'  -  Q, ix)  =  Q, (a)  +  {x-a) Q, {x)  {a  =  O...M) 
gesetzt,  ebenfalls  Q'.-,{x)  eine  solche;  in  dieser  seien  die  gemeinschaftlichen 
Factoren  von  Zähler  und  Nenner  weggehoben.  Qitia)  ist  gleich  Null,  weil 
r^,.  Wurzel  der  Exponenteugleichung.  Es  werde  dann  diejenige  ganze  ra- 
tionale Function  von  niedrigstem  Grade  gebildet,  welche  als  Factoren  die 
Nenner  von  Q[-,{x)  {a  =  O...M)  enthält,  dieselbe  sei  N{x),  so  muss  N{a) 
von  Null  verschieden  sein.  Die  ganze  rationale  Function  Q[,{x)N{x)  sei 
durch  Ra{x)  bezeichnet.  Dann  wird  die  Differentialgleichung  für  u  auf 
die  Form  gebracht: 

'Qn{a){x-ay'-"-'N{x)^^ 

+  Q,.+.  (,«)  ix-aY'-'-'  N{x)  4SS-  +  •  •  •  +  Q«-^  («)  ^(^)  ■  *' 


^^■^      ^      _(^_„)-fi„(^)|^ 


dx>'-'-i    '         '  '«'i"-'V"/^'v-'/   dx 


-i^x-ay'-^RAx)^-'-{x-aY'-'-R,Xx)^^ R^{x)u. 


Es  sei 


N{x)  =  ^g,{x-ar,  m 

so  dass  gr„  und  g-.,  von  Null  verschieden  sind  und  der  höchste  Grad  in  den  \ 

ganzen  rationalen  Functionen  R„{x)  bis  Rs,{x)   sei  /.     Soll   nun  die  Ent-    , 

Wickelung  ■ 

u  =  ^c,,(a;  — o)", 
(I 

worin  c„  und  weitere  Coefficienten  auch  gleich  Null  sein  ditrfen,  die  Diffe- 
rentialgleichung (7.)  erfüllen,  so  muss  zwischen  den  Coefficienten  c^ 
folgende  Relation  gelten: 
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(8.)      { 


Ct+i9„\Q>,{a)  (Ä+1)  k. . .  {k+l-M+h-^D 

+(?/,M(ö)vÄ+l)Ä-...(Ä+l-iU+A+2)  +  ---  +  (?3,-.(o)(&+l)| 
+  c,g,\Q,{a)k{k-l)...ik-M+h+l) 

+  (?*+.(a)Ä(Ä-l)...(/r-J/+A4-2)  +  ---  +  (?„_,(a)/f| 
-ic,_^g2\Q^{a){k-l){k-2)...(k-l-M+h+l)  +  Q,Ua)ik-l)ik-2)... 
.  (Ä-l-i»f+Ä+2)  + . . .  +  Q„_,  (a)  (Ä-l)l 

+c,.„+^n\0H[a)(k-n+l)[k~n+2)...:k-n+l-M+h+l}+Q,^,iaXk-n+l) 
.{k-n+2)...^k-n+l-3I+h+2H-+Q^^t{a){k-n+l)l 
=  c,  \-R„{,a)k{k-l)  ...{k-M+l) 

-ß,  (a)  k  {k-D...  ^k-M+2) ßif  (a)| 


+  T^  |-(5^L.(*-2)  (*-3) . . .  (k-2~M+ 1) 

-(^X=«(^-2>  (*-3^  •  •  •  ik-2-M+2)  - 


-(4^)„.(*-"  ('-'- 1)  •  ■  ■  (*-'-'»+2)  -  -  (^)„J  • 

Diese  durch  Gleichstellung  der  Coefficienten  von  (x—aY  in  (7.)  erhaltene 
Relation  muss  für  alle  ganzen  Zahlen  ^  ^  0  gelten,  die  Coefficienten  c  mit 
negativem  Zeiger  in  (8.)  sind  gleich  Null  zu  setzen. 

Die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  bei  x  —  a  seien  p,  bis  ()),_,,. 
Dann  giebt  der  Coefficient  von  Cj.^,  in  (8 )  gleich  Null  gesetzt  eine  Gleichung 
in  k,  die  zu  Wurzeln  hat: 

(Ji-r^,-!,     (i.-rx.-l.     .  .  .     (>j,_/-ri.-l. 
Nun  seien   die  unter  einander  verschiedenen  Wurzeln,  die  sich  von  r^   um 
ganze  Zahlen  ^  0  unterscheiden,  in  einer  Anzahl  >  1 : 

(9.)        r^,,     r,,+  Si.     r>.+  s,+  s,,      .  .   .     n.+s.+Si-l \-s^, 

wo   die  s  von   Null   verschiedene    positive   ganze   Zahlen   sind.     Der  Coef- 
ficient  \oii  Ct^i  in  (8.)  verschwindet,  wenn  k  alle  positiven  ganzen  Zahlen 
von  A- =  0  an  durchläuft,  nur  wenn  die  Anzahl  der  Grössen  (9.)  >•  1  ist.  für 
(10.)       Ä+1  =  s,,     5,4- s,,     .  .  .     s,+«2H 1-*,- 

Journul  für   Mathematik   Bd.  LXXXVII.   Heft  t.  37 


(13.) 
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Lässt  man  die  Coefficienten 

ai.)       A,,     c,,,     c,,+,,,     . . .     c,^-^,,+...+,^ 
zunächst  unbestimmt,  so  erhält  man  aus  (8.): 

c,,  =  C„6„a       (0  =  l...Si— 1) 

)  c,,  =  c„6,„,+  c,,6J',^     (a  =  s,+  1,  ...s,+s>--l) 
(12.) 

I  c.  =  c„  6„+...  ^,,^_,,+  c„  6l'i..+,^_,.+  •  •  •  +  c,,^.,.+,_^  6(;-.'i, 

(a  =  «,H h«x-i+l,  •  •  •«!+  •  •  •+Ä;,-1), 

wo  die  b  bekannte  Grössen  sind.     Alsdann  weiter  aus  (8.) 

c„  =  c„  6„+...+,^,-f  c„  6<'|...+,^„+  •  •  •  +  c„+...+,^  ^J^L^^,,^, 

(a  =  s,H 1-s^+l,  ...oo), 

wo  die  b  bekannt  sind. 

Wenn  man  nun  in  (8.) 

k+1  =  Si,     Si+Sj,     .  .  .     Si+Sj-I \-s^ 

setzt,  alsdann  in  diese  Gleichungen  für  die  c,  ihre  Ausdrücke  aus  (12.), 
so  erhält  man  x  homogene  lineare  Gleichungen  zwischen  den  unbestimmt 
gelassenen  Coefficienten  c„,  c,,,  ...  c, +,^+...+»  _,.  Dass  diese  Gleichungen 
durch  Werthe  der  c,  die  nicht  alle  gleich  Null  sind,  erfüllt  werden,  ist 
nothwendig  und  hinreichend  für  das  Bestehen  der  die  Ditferentialgleichung 
formell  erfüllenden  Entwickelung  (a^  — «)'^.J'c,(£c  — «)",  in  welcher  der  Zeiger 

des  von  Null  verschiedenen  Anfangscoefficienten  kleiner  als  «i+s^H hs, 

ist.     Diese  Gleichungen  haben  die  Form: 

(14.)       \c„c(3,+  c,,cf3j+c,,+,,a33  =  0 


wo  die  Grössen  a  bekannt  sind. 

Ist  die  Determinante  dieses  Gleichungssystemes  von  Null  verschieden, 
so  kann  das  System  nur  erfüllt  werden,  wenn  alle  c  gleich  Null  werden.  Ist 
die  Determinante  gleich  Null,  so  giebt  es  von  Null  verschiedene  Werthe  der  c, 
die  das  System  erfüllen.  Um  den  allgemeinsten  Ausdiuck  der  Wurzeln  c 
zu  erhalten,  kann  man  in  folgender  Weise  verfahren.    Nachdem  die  Glieder 


I 


f 
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iu  den  Gleichungen,  in  denen  dei"  Coefficient  a  =  0  ist.  weggelassen  sind, 
wobei  jedes  vollständig  aus  dem  Systeme  ausgefallene  c  willkürlich  bleibt, 
ist  jedes  c,  welches  allein  in  einer  Gleichung  vorkommt,  in  dem  System 
zu  annulliien.  Die  genannten  c  und  das  übrigbleibende  Gleichungssystem 
(System  II)  verti-eten  das  lu-sprüngliche  Gleichungssystem  (System  I). 
Kommt  in  dem  System  I,  nachdem  die  Glieder,  in  denen  a  =  0  ist,  weg- 
gelassen sind,  kein  c  allein  in  einer  Gleichung  vor.  so  ist  die  erste  Gleichung 
nach  dem  c  mit  dem  höchsten  Zeiger  aufzulösen  und  dieser  Werth  von  c  in 
die  übrigen  Gleichungen  einzusetzen.  Diese  übrigen  Gleichungen  (System  II), 
die  nach  dem  vorhingenannten  c  aufgelöste  Gleichung,  sowie  die  ausgefallenen 
willkürlichen  c  vertreten  dann  das  System  I.  Nun  ist  dasselbe  \'erfahren  auf 
das  Gleichungssystem  II  anzuwenden:  u.  s.  w.  Diejenigen  c,  die  bei  diesem 
Verfahren  nicht  annullirt  und  nicht  durch  andere  ausgedrückt  sind,  bleiben  will- 
kürlich, und  mau  erhält  die  Ausdrücke  der  übrigen,  welche  mit  den  willkür- 
lichen c  das  Gleichungssystem  (14.)  erfüllen.  Sind  alle  c  in  (14.)  zu  annulliren. 
so  bleibt  nur  c,.^,.+__^,^  willkürlich. 

Werden  nun  die  Ausdi'ücke  von  c,  c,,  ...  c,+,.+  ..+,^  ^  in  (12.)  und 
(13.)  eingesetzt,  so  erhält  man  die  Coefficieuten  c^  {a  =  0...oc\  so  weit  sie 
ni(;ht  verschwinden,  sämmtlich  ausgedrückt  als  homogene  lineare  Functionen, 
in  denen  die  Coefficieuten  bekannt  sind,  von  denjenigen  der  Grössen 
c„.  c,,  ...  c,+,.+...+,,^,  die  willkürlich  geblieben  sind.  Da,  wenn  durch 
letztere  Grössen  eine  der  übrigen  c,  c,,  . . .  c,,+j.^^„+,^_,  ausgedrückt  ist,  in 
einem  solchen  Ausdruck  das  c  mit  höherem  Zeiger  durch  solche  mit  niedrige- 
ren Zeigern  dargestellt  ist,  so  müssen  die  willkürlich  gebliebenen  Grössen 
aus  der  Reihe  c„,  c,,,  ...  c,^+,.+...+,^  in  den  c,  (a  =  0...oo)  successive  auf- 
treten, und  zwar  die  Grösse  mit  niedrigerem  Zeiger  vor  der  mit  höherem. 

Ntin  soll  der  charakteristische  Index  h  gleich  Null  angenommen  werden. 
Dann  ist  jr  in  (6.)  gleich  vV;  Q,,{a)  —  1,  R„{x)  =  0.  Werden  nun  die  vorhin 
genannten  willkürlichen  Grössen  c  in  den  Coefficieuten  c^{a  =  0...oo^  alle 
bis  auf  eine  annullirt,  so  erhält  man  eine  Entwickelung  der  gesuchten  Form, 
die  die  Differentialgleichung  formell  erfüllt.  Von  dieser  Entwickelung  kann 
aber  gezeigt  werden,  dass  diescllie  convcrgirt.  I)a  nun.  wenn  mehrere  der 
Grössen  c  willkürlich  blieben,  die  Entwickelungen,  die  man  (hidurch  erhäh. 
dass  man  der  Reihe  nach  alle  bis  auf  eine  annullirt.  zu  verschiedenen  Ex- 
ponenten gehören,  so  sind  sie  unter  einander  linearunabhängig  und  geben 
addirt   die   allgemeinste   Entwickelung   der   gesuchten  Art.     {\g\.   die   Ab- 

37* 
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liandlung  des  Herrn  Fuchs  Bd.  68  dieses  Journals  p.  377,  wo  dasselbe  Ver- 
fahren für  den  Fall  angewandt  worden  ist,  dass  in  den  Entwickelungen  der 
Integrale,  die  zu  einer  Gruppe  gehören,  überhau])t  kein  Logarithmus  vor- 
kommt.) Was  die  Convergenz  dieser  Entwickelungen  angeht,  so  ist 
Folgendes  zu  bemerken.  Wenn  eine  Reihe  der  Form  ^c^{x  —  ay.i  in 
welcher  c„  und  folgende  ('oeffieienten  auch  gleich  Null  sein  dürfen,  die  Diife- 
rentialgleichung  (7.)  für  den  Fall,  dass  der  charakteristische  Index  h  —  O 
ist,  formell  (also  so  dass  die  Coefficienteu  gleich  hoher  Potenzen  auf  beiden 
Seiten  gleich  sind)  erfüllt,  so  muss  sie  auch  die  Differentialgleichung 

~       ^^     "^         N(x)  dx''-^       ^^      ">         N(x)   dx"-^  JV(x)"' 

in  welcher-.;—-,  ...    1^;^—^    nach    Potenzen    von    x  —  a    entwickelt    sind, 

N{x)  '  N{x)  ' 

formell  erfüllen.     Dies  ergiebt  sich,   wenn  man  mit  der  Entwickelung  von 

-,,  ■    beide  Seiten  der  Differentialgleichung  (7.),  worin  der  charakteristische 

Index  Ä  =  0,  nach  der  Regel  für  die  Multiplication  zweier  Potenzreihen  mit 
positiven  Exponenten  formell  multiplicirt  und  dabei  berücksichtigt,  dass  die 

formelle  Entwickelung  eines  Productes  ~^,-^(^R{x){x  —  ay -ppj,  Mvorin  R{x) 

eine   ganze  rationale  Function,  s  positiv  und  ganzzahlig,  m  =  J; c,, (x  —  o)" 

ist,  gleich  ist  dem  Producte  der  formellen  Entwickelungen  von  (-^rrr^ß(x)) 

und  {x  —  ay-r-^;  (ist  die  Entwickelung  von  i^^  gleich  ^ga{x~ay,  die  von 

R{x)    gleich  ^h^-,{x  —  a)'\  die  von  (a:  —  a)' -3-^  gleich  ^" Ar, (a;  —  o)'\    so   wird 

die  des  Productes:   -2'o,A,,A.(a;  — a)''+'"^'(    '     Tt.V*    ' /^  ~    ■"■"])•   Von  einer 

Reihe  ^c^^{x—ay\  die  die  Differentialgleichung  (15.)  formell  erfüllt,  und 
worin  c,,  und  darauf  folgende  Coefticienten  auch  gleich  Null  sein  dürfen, 
wird  die  Convergenz  in  derselben  Weise  bewiesen  wie  in  dem  Falle,  wo 
man  in  die  Differentialgleichung  Fj,  {y,  x)  —  0  y  =  {x—  ay'  u  eingesetzt  hätte, 
und  nun  die  Convergenz  einer  formellen  Entwickelung  «<  =  ^c.,(a;— «)",   in 

welcher  c»  von  Null  verschieden  ist,  zu  beweisen  hätte.  Dieser  Beweis 
findet    sich   in    der  Abhandlun":   des   Herrn   Fuchs   Bd.  66    dieses  Journals 
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p.  148.  (Man  kann  dort  in  der  Differentialgleiclmng  (10.),  worin  die  Grössen 
M  positiv,  grösser  als  Null,  zu  nehmen  sind  und  fiir  r  ein  Radius  '^ 
als  der  des  Kreises  um  x  =  a,  der  bis  zum  nät-hsteu  singulären  l^unkte 
gellt,  links  noch  das  Glied  /„(a?  — a)"'~'^-^_  zufügen,  worin  /,,  reell  und 
0  <  /(.  <C  1  ist,  dann  ergiebt  sich  direct.  dass  die  betreffende  Keihe  inner- 
halb des  Kreises  um  x  =  a  als  .Mittelpunkt  mit  dem  Radius  r  convergirt.) 
Indem  man  also  in  der  obengenannten  allgemeinen  formellen  Entwickelung 
die  willkürlich  gebliebenen  c  der  Reihe  nach  alle  bis  auf  eines  annullirt.  erhält 
man  die  gesuchten  linearunabhängigen  Integrale,  deren  Entwickelungen  von 
der  Form  (x~a{'-'2:c^{x—af  sind.  In  denselben  ergeben  sich  die  Coef- 
fioienten  c,  von  c,,+s.+...+,^+i  bez.  c,  an  ans  der  Recursionsformel  (8.),  welche  eine 
constanle  Anzahl  der  Glieder  und  die  Coefßcienlen  c,  linear  und  homogen  enthält. 
b.)  Bei  der  Differentialgleichung  F„{y,  x)  =  0  (1.)  mit  rationalen 
(Joefficienten  sei  bei  dem  singulären  Punkte  x  =  a  im  Eiullichen  der 
charakteristische  Index  gleich  Null  und  die  Exponentengleichung  bei  diesem 
Punkte  enthalte  eine  Gruppe  von  /.  Wurzeln,  die  sich  nur  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden,  r,,  r,,  /-^ ;  diese  seien  so  geordnet,  dass  der  reelle  Theil  der 
vorhergehenden  nicht  kleiner,  als  der  der  folgenden  ist.  Uann  giebt  es 
/.  Integrale  der  Differentialgleichung  unter  folgender  Form 

(16.)       y,  =  V,  fdx  jt'  J'-  •  •  /»T-i »'., dx     (a  =  1 . . . /.), 

wo  v^  —  Kx—a)^"-'''^  Vc(^)  ist,  V.t(^)  ^^^^  Entwickelung  der  F(n"m  Z,cJ^x—df 
hat,  worin  c„  von  Null  verschieden  ist.  Aus  (16.)  ergiebt  sich  durch  Inte- 
gration in  den  einzelnen  Gliedern,  wobei  die  jedesmalige  Integrationsconstante 
annullirt  wird,  die  Gnippe  der  /.  Integrale  unter  der  Form 

«/,  =  (x-o)'  '^  \X,,  {x)  +  z,n2  ^x)  log  (o;-  a)  +  •  •  •  4-;^.,,,  ix)  (log  {x-a^)'' "' ! , 
(a=l.../.), 

worin  die  Grössen  •/_  Entwickelungen  der  Form  ^y^^x  —  af  haben  und  für 
x  —  a  nicht  alle  verschwinden,  ;f(,,^(x)  von  Null  verschieden  ist.  Wenn 
man  in  den  Entwickelungen  ^u{x)  in  \\  (c=l...a)  {>>r,— r^-fl  Glieder 
entwickelt,  so  kann  man  mittels  derselben  die  Zahl  q^  bestimmen  und  in 
jeder  Grösse  (x  — a)''/,i.(a;)  (b  =  l...ry;)  (>  Glieder  von  (x  —  a)'"  an  gereclmet 
ermitteln  (s.  Abh.  Bd.  83  No.  9  (21.)).QNun  ist  die  Grösse 

[x-dJ^XkAx)     (b  =  2...<70 


(17.) 
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eine  homogene  lineare  Function  mit  constanten  Coefficienten  der  Grössen 
/         \'-a  /^  a  =  i...k—i  \ 

Die  Coefficienten  in  dieser  homogenen  Function  werden  in  folgender  Weise 
bestimmt.     Das  Integral  y,,  geht  durch  einen  Umgang  um  x  =  a  über  in 

y'k  =  Kiy,+  K2  !h+  ■■•  +  e'^'y, , 
wo  die  Constanten  bestimmt  werden,  wie  in  No.  5  (22. j  angegeben  ist,  und 
rationale  Functionen   sind   von  e '''"',   2ni  und  Constanten,   die  in  den  Ent- 
wickelungen  (17.)  der  Integrale  vorkommen.     Werden  dann  in 

y*  =  K,yt+  K,  2/2+  •  •  •  +  e""''yk 
die  Entwickelungen  (17.)  eingesetzt  und  auf  beiden  Seiten  die  Factoren 
gleich  hoher  Potenzen  von  log  {x  —  a)  einander  gleichgestellt,  so  erhält  man 
die  genannten  Relationen  (vgl.  die  Abhandlung  des  Herrn  Fuchs  Bd.  68 
dieses  Journals  p.  356).  Aus  denselben  ergiebt  sich  ferner,  dass  sich  alle 
Grössen  (a;  — o)'^'';f,,i,  \^~."'  )  durch  die  Grössen  (a?— a)'"/,„  (a—l...k) 
linear  und  homogen  mit  constanten  Coefficienten,  die  bekannt  sind,  darstellen 
lassen.  Es  sind  also  diese  letzteren  Grössen  darzustellen.  Zu  dem  Zwecke 
wird  in  Satz  A.)  in  I.  q  gleich  der  grössteu  der  Zahlen  q»,,  (a=  1...A)  und 
b  =  1  gesetzt  und  die  dort  angegebene  homogene  lineare  Differentialgleichung 
mit  rationalen  Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung 
gleich  1  gebildet,  dieselbe  sei  F„{y,  x)  =  0,  wo  M  die  Ordnung  ist.  Dieser 
genügen  dann  die  Grössen  (a;— o)'^'';^„(a;)  (a=l...^).  Dieselbe  hat  bei 
X  —  a  den  charakteristischen  Index  gleich  Null  (I  Satz  C.)).  Es  werden  nun 
aus  der  Exponentengleichung  dieser  Differentialgleichung  bei  £c  =  a  diejenigen 
Wurzeln  aufgestellt,  welche  sich  von  einem  der  gegebenen  Werthe  r 
in  (17.)  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden.  Dann  hat  man  aus  dieser 
Differentialgleichung  nach  II«.)  dieser  Nummer  das  System  linearunabhängiger 
Integrale  derselben  darzustellen,  deren  Entwickelungen  von  der  Form 
{x  — a)''^' ^c,^(x—ay  sind,  wo  c  ganzzahlig  ist;  die  Exponenten,  zu  denen 
diese  Integrale  gehören,  sollen  unter  einander  verschieden,  und  der  Anfangs- 
coefficient  in  jedem  Integrale  gleich  1  sein.  Diese  von  einander  verschiedenen 
Exponenten  seien 

(18.)       r,     r  +  A,,     r  +  /c,+  Ä,,     .  .  .     r  +  h\+k,-]- •-  + kg, 
wo  die  k  positive  ganze  Zahlen  grösser  als  Null  sind.    In  der  Entwickelung, 
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die  zu  dem  Exponenten  r+Ä.H t-A-,  (/=  O-^J— 1,  Ar,,  =  0)  gehört,   sollen 

die   Potenzen   mit   den  Exponenten  r-\-k^^ h^-,  ,1    bis  r4-A-,H h^.^   den 

Coefficicnten  Null  haben  (vgl.  IIa.)  Anfang).  Die  zugehörigen  Integrale  der 
Differentialgleichung  F„{y,x)  =  0  seien  durch 

(19.)     y,„    y„    ...    r, 

bezeichnet.  Was  die  Bestimmung  der  Coefficicnten  in  der  Entwickelung 
eines  Integrales  Y  angeht,  so  wird  nach  IIa.)  eine  Anzahl  der  zuerst  vor- 
kommenden Coefficicnten  direct  bestimmt,  und  zur  Bestimmung  der  übrigen 
hat  man  eine  gegebene  Recursionsformel  (8.),  welche  bei  allen  Y  dieselbe 
ist,  mit  constanter  Anzahl  der  Glieder,  welche  die  gesuchten  Coefficicnten 
linear  und  homogen  enthält.  Nun  muss  jede  der  Grössen  (a;— a)'^'/„(x) 
ausgedrückt  werden  durch 

Um  die  Constanten  c  in  (20.)  zu  bestimmen,  hat  man  in  der  Elntwickelung 
von  (a;  — a/'';f,„(a;)  die  Coefficicnten  der  Potenzen  von 

[x  —  a)%     (aj  — a)'^+*',     .  .  .     {x—a)  '' 

zu  berechnen,  was  nach  dem  bei  (17.)  Gesagten  aus  der  Entwickelung  (16.) 
geschieht.  Diese  Coefficicnten  sind  dann  bezüglich  gleich  c,,„,  c,,,,  ...  c,,,^.  Aus 
(20.)  und  aus  dem,  was  über  die  Entwickelung  der  Grössen  Y  gesagt  ist, 
ergiebt  sich,  dass  man  zur  Bestimmung  der  Coefficicnten  in  den  Entwickclungen 
aller  Grössen  (x— a)'";fji  (a  =  l.../.),  und  aller  aus  diesen  homogen  und 
linear  mit  constanten  Coefficicnten  zusammengesetzten  Grössen,  also  sämmt- 
1  icher  Functionen    {x  —  af^Xni     (.ITi  i*'**^^   *^^^"   '^"^  diesen   linear   und 

homogen  mit  constanten  Coefficicnten  zusammengesetzten  Fun(*tioncn  von 
einem  bestimmten  Stellenzeiger  an,  der  bekannt  ist,  eine  und  dieselbe  gegebene 
Recursions formet  (8.)  mit  constanter  Anzahl  der  Glieder,  welche  die  Coef- 
ficicnten linear  und  homogen  enthält,  anwenden  kann.  Wenn  in  der  Ent- 
wickelung einer  solchen  Function  die  Coefficienten  mit  niedrigerem  Stellen- 
zeiger, als  jener  bestimmte  ist,  alle  verschwinden,  so  muss  die  Finirtiou 
identisch  versc/iwinden. 

Fls  shid  imn  unter  den  Grössen  (a;— a)'"/,,!  (tt^^l...^)  die  lincarun- 
abhängigen  zu  ermitteln,  und  die  übrigen  dieser  Grössen  durch  letztere 
auszudrücken. 

Die  Grössen  (rr  — a)'^'/,,,  (n=l...A)  sind  dtirclt  (20.)  als  lioniotjviie 
lineare  Ausdrüclie   mit   heltannten  Coefficienten    der  linearunabhiiiiyigen  Fiinv- 
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tionen  Y»  bis    Yg  dargestellt  worden.      Multiplicirt  man   dalier  jeden   dieser 
Ausdrücke   mit   einem   unbestimmten   Factor   uud   addii't    die   Producte  und 
setzt  den  Coefficienten  jeder  der  Functionen  Y,  bis  Yg  gleich  Null,  so  erhält 
man    eine    Anzahl    in   Bezug    auf   die   unbestimmten   Factoren   homogener 
linearer  Gleichungen,   von  denen  zuzusehen  ist,   ob  sie  sich  durch  Werthe 
der  Unbekannten,  die  nicht  alle  gleich  Null  sind,  eifüUen  lassen.     Dieses 
o-eschieht   nach   demselben  Verfahren,   welches   bei   den  Gleichungen  (14.) 
angewandt  worden  ist.    Wird  dieses  Verfahren  angewandt,  so  sind  diejenigen 
der  gesuchten  Factoren,   die  dabei  nicht  annullirt  werden,  und  diejenigen, 
die    nicht    dur<rh     andere    ausgedrückt    werden,    willkürlich.      Diejenigen 
Factoren,  die  durch  andere  ausgedrückt  und  nicht  annullirt  sind,  sind  homogene 
lineare  Ausdi'ücke  mit  nicht  verschwindeiulen  Coefficienten  von  willkürlichen 
Factoren.    Werden  nun  letztere  Ausdrücke  und  ebenso  die  willkürlichen  Fac- 
toren bezüglich  mit  den   ihnen   zugehörenden  Functionen  (o;  — a)''Xai  multi- 
plich-t  und  die  Producte  addirt,  so  ist  die  Summe  gleich  Null.    Setzt  man  in 
dieser  Summe  alle  willkürlichen  Factoren  bis  auf  einen  gleich  Null,  so  erhält 
man  die  mit  letzterem   multiplicirte  Function   {x—af'x.i  ausgedrückt  durch 
die  übrigen  dieser  Functionen.     Setzt  man  aber  alle  willkürlichen  Factoren 
gleich  Null,  so  müssen  auch  die  Factoren,  die  homogene  lineare  Ausdrücke 
der  willkürlichen  Factoren  sind,  verschwinden,  so  dass  zwischen  den  Func- 
tionen  (a;  —  a)'''x,i ,    die   mit  letzteren   Ausdrücken   multiplicirt    sind,    keine 
homogene  Imeare  Gleichung  bestehen  kann,  deren  Coefficienten  nicht  alle  gleich 
Null  sind.     Diese  letzteren  Functionen   (aj-a)""'/,,,  und  diejenigen,  deren 
Factoren    bei    der    Auflösung    des    vorhin    genannten    Gleichuugssystemes 
annullirt  worden  sind,  sind  demnach  die  liuearuuabhängigen,  und  die  übrigen 
nach  dem  Vorhergehenden  dui'ch  dieselben  linear  und  homogen  ausgedrückt 
mit  Coefficienten,  die  bekannt  sind. 

Entwickelt  man  von  der  Differentialgleichung  F„.(j,  x)  ^  0  nach  IIa.) 
die  linearunabhängigen  Integrale,  deren  Entwickelungen  die  Form 

{x  —  a)''J:c,,{x  —  ay 
(I 

haben,  so  sind  dieselben  homogen,  linear  und  mit  constanteu  Coefficienten 

durch  die  linearunabhängigen  der  Grössen  {x  —  a)''''%ax  aus  (17.)  darstellbar. 

Die  Constanten  Coefficienten  kann  man  nach  No.  2  I  bestimmen.    Dann  kann 

man  vermittelst  der  Ausdrücke   dieser   Integrale  von  F„{y,x)^0,   welche 

aus  den  Grössen  (x-aY'x.i  zusammengesetzt  sind,  successive  eine  Anzahl 
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der  letzteren  Grössen  gleich  der  Anzahl  der  genannten  Integrale  durch 
diese  Integrale  und  die  übrigen  Grössen  (x  —  aY'x,^  linear  und  mit  constanten 
Coefficienten  ausdrücken  und  durch  diese  Ausdrücke  ersetzen. 

III.  Es  soll  jetzt  die  Darstellung  der  Integrale  der  Differential- 
gleichung (1.)  F„{y,x)  =  0  mit  rationalen  Coefficienten  bei  dem  singulären 
Punkte  a:  =  o  im  Endlichen  untersucht  werden,  wenn  F„Xy,x)  gleich  einem 
Systeme  normaler  Diß'erentialmtsdrücke  ist.  Der  Fall  a;  =  oo  singulär  kommt 
durch  die  Substitution  x  =  /"'  auf  den  vorigen  zuriick.  Zerfällt  die  Di/fe- 
rentialfjleichung  F,„  =  0  in  getrennte  Di/ferenliafglcichungen,  in  denen  normale 
Amdrücke  gleich  Null  gesetzt  sind  (s.  Abh.  Bd.  83  Xo.  10) ,  so  kommt  man, 
was  die  vorliegenden  Untersuchungen  angeht,  auf  den  Fall  der  Differential- 
gleichungen, die  nur  reguläre  Integrale  haben,  zurück,  hat  demnach  nach 
IL  dieser  Numiuer  zu  verfahren. 

a.)  Der  Ausdruck  F,jy,  x)  sei  nun  durch  ein  solches  System  ton 
Ausdrücken  darstellbar,  welches  hei  x  =  a  die  von  dem  Systeme  No.  2  (21.) 
vorausgesetzte  Beschaffenheit  habe.  Dann  stellen  sich  die  Integrale  von 
FJy,x  =0  bei  x  =  a  aus  Xo.  2  (27.)  dar,  und  die  zu  einer  Gruppe  ge- 
hörenden (in  welcher  die  Exponenten  von  x  —  a  sich  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden)  aus  Xo.  2  (34.).  wenn  dort  für  y^  die  Entwickelungen  der 
zu  einer  Gruppe  gehörenden  Integrale  eingesetzt  werden,  die  durch  Xo.  2 
i,2J-.)  gegeben  und  unter  der  Form  Xo.  2  (32.)  aufgestellt  sind.  Die  zu 
einer  Gruppe  gehörenden  Integrale,  die  aus  Xo.  2  (24.)  hervorgehen,  und 
F„^{yi,x)  =  0  erfüllen,  seien  yj,  bis  yo,.  Geht  bei  einem  Umgange  um 
x  =  a  y^,,  in  yL  über,  so  wii'd 

(21.)       «/;.,  =  K,y,,^K,y,,+  .-  +  e-~'^"-^y,,. 
wo   r,  Exponent  in   ^j,  und   die   Constanten   A'  nach   Xo.  ö  11.    oder  Abh. 
Bd.  83  p.  156  bestimmt  werden.     Die  Integrale  von  F,„  =  0,  die  aus  Xo.  2 
(34.)  hervorgehen,  sind  dann 

(22.)      y,  =  f^mfdx !.(:;,'  flu: . . .  /,".7„' + ..+„^^,  e"'  y,,  dx     (a  =  1 . . .  /.). 

Geht  »/,  durch  denselben  Umgang  um  x  =  a  in  y,  über,  so  wird 

(2.3.)       //,,  =  K,y,+  l{,y,+  --  +  e^'''"'^y,, 
wo  die  /i  die   ermittelten  Constanten   aus  (21.)  sind.     Die  iMitwickeiungeu 
der  Grössen  i/^,,,  die  in  (22.)  einzusetzen  sind,  haben  die  Form  dieser  Xo. 
(17.).    Werden  in  (22.)  die  Integrationen  successive  in  den  Entwickelungen 
durch  Integration   der   einzelnen   (ilieder  ausgeführt,   wobei  die   constanten 
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Glieder  aimullirt  werden,  so  nehmen  die  Integrale  (22.)  die  Form  an 

(24.)     U'^  =  (^~")'"!'Au(a;)  +  <-A-2(a;)log(a;-a)4----  +  ^,„,,(x)(log(aj-a))'"~'| 
(  (a  =  l...A), 

wo  </,,  die  Zahlen  ans  (17.)  sind,  wenn  dort  die  Differentialgleichung 
Faj.(«/i,  a?)  =  0,  der  y^  bis  y^^  genügen,  eintritt.  Die  Grössen  (p  sind  in  dem 
Bezirke  von  x  =  a,  abgesehen  von  diesem  Punkte,  einwerthig  und  stetig; 
(Pa,,Jx)  ist  von  Null  verschieden.  Wird  aus  (24.)  die  Grösse  y[,  in  (23.) 
gebildet,  werden  alsdann  in  (23.)  die  Grössen  y^  aus  (24.)  eingesetzt,  so 
erhält  man  die  homogenen  linearen  Delationen  No.  1  (2.)  zwischen  den 
Grössen  (a;— a)''V/),,|,  mit  bekannten  Coefficienten  durch  Gleichstellung  der 
Coefficienten  der  gleich  hohen  Potenzen  von  log(a;  — a)  auf  beiden  Seiten. 
Wenn  in  (22.)  für  «/;.,,  die  Entwickelungen  (17.)  aus  der  Differential- 
gleichung F„^  {yt,  x)  =  0  eingesetzt  werden,  in  denen  die  etwa  identisch  ver- 
schwindenden Glieder  (vgl.  116.)  nach  (20. ))  weggelassen  sind,  so  tritt  an  Stelle  von 
y^„  in  (22.)  eine  Summe  von  Ausdrücken  der  Form  {x  — aYx{x)  [log  (x  —  a))'\ 
wo  /(cc)  in  der  Umgebung  von  x  =  a  und  für  x  =  a  einwerthig  und  stetig, 
n  positiv  und  ganzzahlig  ist.  Es  werde  nun  ein  Integral  folgender  Form 
betrachtet 

(25.)        fix  —  a)'yj  ix)  (log  (x  —  a))"  dx, 

Avorin  »//  (.r)  in  der  Umgebung  von  x  =  a,  abgesehen  von  diesem  Punkte, 
einwerthig  und  stetig  ist,  demnach  durch  die  Summe  zweier  Potenzreihen 
dargestellt  wird,  von  denen  die  eine  nach  Potenzen  von  x—a  mit  ])ositiven, 
die  andere  mit  negativen  ganzzahligen  Exponenten  fortschreitet,  r  nicht 
ganzz-ahlig,  n  ganzzahlig  und  positiv  ist.  In  der  Entwickelung  des  Integrales 
(25.)  soll  kehl  constantes  Glied  vorkommen.  Die  Entwickelung  geschieht 
dann  durc^h  wiederholte  Anwendung  der  Formel 

\  f{x—ayi!J{x){\og{x—a)ydx  =  §{x){\og{x—a))"—n/ri{x){log{x—a))''' 'dx, 
(26.)     '^  ■  ; 

I  ^(x)  =  /{x—a)' ip{x)dx,     Tj{x)  —  {x—a)     / (x—a)' f  {x) dx. 

Dadurch  wird  das  Integral  (25.)  entwickelt  in  den  Ausdruck: 

i(log{x~a))"/{x—a)''il'{x)dx—n{\og(x—a))''~^/dx{x~a)'^'/{x—a)'tp{x)dx 

{21.)     l-\-n{n—l){\og{x—a)y~'/dx{x—a)~ydx{x—a)   y{x—a)''xp{x)dx 

\--\-(-iy'n{n—l)...l/dx{x—a)''/dx{x—a)'\../(x—ayy.'{x)dx, 
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1111(1  zwar  ist  bei  jeder  Intcoration .  die  durcli  Integration  in  den  einzelnen 
Gliedern  der  Potenzreilien  vorgenoninien  wird,  das  constante  Glied  zu 
annulliren. 

Nun  ergiebt  sich  aber,  da  vorausgesetzt  ist,  dass  F,„  {y,  x)  durch  ein 
System  von  Differentialausdrücken  dargestellt  sei,  welches  bei  x  =  a  sich 
wie  das  System  No.  2  (21.)  verhält,  und  wenn  man  die  Ausdrücke  für  die 
Grössen  ,«  No.  2  (26. )  berücksichtigt,  dass  bei  Ausführung  der  Integrationen 
(22.)  nur  Integrale  der  Form  (25.)  zu  eutwickeln  sind,  wo  r  nicht  ganz- 
zahlig ist.  Man  kann  demnach  jede  Function  (x— o)'^'' y ,(,  in  ^24.)  zunächst 
vermittelst  einer  solchen  Formel  vollständig  aufstellen,  die  eine  Summe  einer 
endlichen  Anzahl  von  Integralen 

(28.)       U  =  cn,  / dxun /dxUi... /u,dx 

ist.  worin  c  eine  gegebene  ganze  Zahl,  die  u  folgende  Grössen  siud:  die 
Grössen 

aus  (22.)  und  die  Grösse  (x— o)  ';  hierbei  gehen  die  Functionen  {x—a)''%_■,^,{x)  aus 
der  Entwickelung  des  Integrales  «/;,,  der  Differentialgleichung  F„^{yf.,x)  =  0 
unter  der  Form  (17.)  hervor,  und  es  kommen  nur  die  nicht  verschwindenden 
(vgl.  IIb.)  nach  (20.))  derselben  vor.  Und  zwar  erhält  man  zur  jedesmaligen 
Integration  in  dem  durch  wiederholte  Integration  zu  bildenden  Ausdruck  (28.) 
einen  Ausdruck  der  Form  (a;  — ö)''T/'(ic),  wo  r  nicht  ganzzahlig  ist.  y'(x)  wie  in 
(25.)  beschaffen  ist;  bei  der  Integration  dieses  Ausdruckes  wird  das  constante 
Glied  annullirt.  Wenn  zuletzt  mit «,  multi])licirt  wird,  so  erhält  man  einen  Aus- 
druck {x  —  aYifj{x).,  wo  r  bis  auf  eine  ganze  Zahl  gleich  dem  Exponenten 
r,  in  ^j,  wird.  (x  —  a)''''(p„^  wird  durch  ein  einziges  Integral  (28.)  darge- 
stellt. Es  ist  nun  zur  weiteren  Untersuchung  von  (28.)  die  Darstellung 
der  Grössen  u  hi  (22.)  zu  betrachten,  und  dieses  kommt  nach  den  Aus- 
drücken u  No.  2  (24.)  (26.)  darauf  zurück,  die  Darstellung  der  Grössen 
V  in  den  Differentialgleichungen  F„^{y,:,x)  =  0  daselbst,  demnach  die  Dar- 
stellung der  Grössen  r  in  einem  Falle  wie  (16.)  dieser  No.  zu  untersuchen. 
h.)  Wenn  man  ein  System  von  m  beliebigen  endlicheu  und  stetigen 
Functionen  von  x  hat, 

(29.)       f/,.     y„     ...     y„,, 
die  in  einem  Gebiete  von  x  linearunabhäugig  sind,  so  dass  zwischen  ihnen 
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eine  Gleichung 

(30.)       c,y,^c,y,^--  +  c„,y,„  =  0 

mit  constantcn  Coeffieienten,  die  nicilit  alle  gleich  Null  sind,  in  keinem 
Theile  des  betrachteten  Gebietes  von  x  besteht,  und  welche  endliche  und 
stetige  DifFerentialquotienten  bis  zur  mt®°  Ordnung  haben,  so  kann  man 
dieselben  auf  die  Form 

(31. j       j/i  =  »1,     yi  —  vi^jvidx,     ,  .  .     y,„  =  Vi/dxt)2...  /v,„dx 

bringen,  wo  in  jedem  Theile  des  betrachteten  Gebietes  von  x  es  auch  einen 
solchen  Theil  giebt,  in  welchem  die  Grössen  v  endlich  und  stetig  und  von 
Null  verschieden  sind.  Erfüllen  die  Functionen  (29.)  eine  homogene  lineare 
Differentialgleichung  mt«""  Ordnung,  so  ergiebt  sich  aus  den  Ausdrücken 
(31.),  dass  das  vollständige  Integral  derselben  in  einem  Gebiete  von  x,  in 
welchem   die  Grössen  v  endlich  und  stetig  und  von  Null  verschieden  siiul, 

(32.)       y  =  c,2/,+  Cj?/,+.--  +  c„,y„, 
ist,  wo  die  c  willkürliche  Constanten  sind. 

Nun  werden  die  Ausdrücke  (31.)  in  die  Determhiante 
«/i,  2/2,  •  •  ■     y,. 

rfx   '  da;    '  '   "   '        dx 


(33. 


D 


'y> 


d-z^y, 
da;'"-»  ' 


d'"-^y„ 
dx"'-' 


dx""'   ' 

eingesetzt   und   dann   wird   nach  Hesse  (dieses   Journal  Bd.  54  p.  249)   der 
Satz  ano-ewandt 


(34.) 

b,  c, 
^  ,  „  ^  etc. 
beliebia;  ist. 


la,        Ib,        Ic, 

\{Xa)\     (//>)',     (Ac)', 

[iar\  ii.br\  (Ac)w 


=  r"-' 


a^"\   b^"»,  c^"\ 


wo   a 

«CO     /, 


/.  =  »!,     a 


eingesetzt,  so  ergiebt  sich 


. . .  beliebige  n+1  Functionen  einer  Variabein  sind,  durch 
der  r*«  Diiferentialquotient  von  a,  b,  etc.  bezeichnet  wird,  l 
Wird  in  (34.) 

1,     b  =  iVidx,     c  =  /dxD}  /vjdx,     .  .  .,     n  =  m  —  l 


(35.) 


D  = 


b", 


=  er  D'. 


b^"'~'\  c""-'> 
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Wird  nun  in  (34.) 

eingesetzt,  so  erhält  man 
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V,         c, 
(36.)       D'^vr'  *"'        ^"' 


-»r'z>". 


u.  s.  w.     Hieraus  folgt 

(37.)      D  =  »;"ür '...»„„ 
[Hesse  1.  c.  (61.)).     Bezeichnet  man  die  Determinante  von 

(38.)       »,,     Vilvndx,     .  .  .     v^  /dxv,...  /ti.dx     (a  =  l...»? 

durch  /),,  =  »;»']'...»,,,  so  ergiebt  sich 

K  D.D 


(39. 


ri  =  Z),,     »2 


D,„-2D„ 

»„.  =  — 


[Hesse  1.  c.  (71.)).     Bringt  man  y,,  «/,,  ...  «/„,  auf  die  Form 

(40.)       ?/i  =  "1,     ^2  =  ,"i/'/a;ar'/(2(/a;,    ...    y,„  =  ^li/dxiiT' ih--- /f'Z-il^tmdxy 

wo  «,,  =  »,Ü2'--«',i5  so  wird 


(41.)     '  />,,  =  ,Ui  (tj . . . ,»,, ,     ,«,,  = 


öa 


,".-. .« a  =    n»      >    (n  =  1 . . .  »0 . 


i)  7        ,",1—1  .".1  r)2 

Wenn  in  der  Differentialgleichung  F^  (y,  x)  =  s,  f„  [s,  x)  =  0,  worin  F,„  und 
f„  homogene  lineare  Differentialausdrücke  bezüglich  m''*'"  und  «^^''  Ordnung 
sind,  mit  den  Coefficienten  der  hö('hsten  Ableitungen  gleich  1,  die  Integrale 

von  f  ,„  {y,  x)  =  i) 

(42.)       y.,  — ii^ldxfiY^  ;i2--- 1  if7l^l^i,^dx     (a  =  l...m) 
und  die  von  f„  [s,  x)  =  0 

(43.)       Sa  = /^n+l/rfa;^^~|^/^,,,+2... /«"+,  i,"„Harfa;     (a  =  1...«) 

sind  und  die  Determinante  der  Integrale  (43.)  durch  D[  (a=l...M)  be- 
zei(;hnet  wird,  so  sind  die  Integrale  von  F,„  {y,  x)  =  s,  f„  [s,  x)  =  0 

(44.)        y,  =  ,», /</a;ar',«2...  /(i~\  »,,rfx     (a=l. ../»+«), 

und  wenn  die  Determinante  derselben  durch  D,  (a=l...ffi  +  «)  bezeichnet 
wird,  so  ist  nach  (41.) 

(45.)       D„,,,  =  D,„D:,     (a=l...«). 
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Dieses  werde  nun  angewandt  auf  die  Darstellung  der  Grössen  r,  in 
(16.).     Nach  (41.)   wii'd  J'a  =  n'     (a  =  l...A),   wo  Z),  =  j/,j/2...J'a  ist.     Z), 

hat  demnach  bei  x  =  a  eine  Entwickelung-  der  Form  (a;  — a)"^c,,(a;  — a)\ 
wo  C||  von  Null  verschieden  ist.  Nun  bleibt  /)„  als  Determinante  der  Integrale 
von  F,„{y,x)  =  0  y,  bis  y,,  (16.)  in  einem  Gebiete  einwerthig  und  stetig,  in 
welchem  diese  Integrale  sich  ebenso  verhalten.  Es  niuss  daher  die  Grösse 
(x—a}  "Z>,,  in  dem  Bezirke,  der  bei  F„,  {y,  x)  =  ö  zu  x  =  a  gehört,  einwerthig  und 
stetig  bleiben.  Werden  demnach  in  die  Determinante  der  Integrale  y,  bis  y,,  (16.) 
die  Entwickelungen  (17.)  eingesetzt,  so  sind  die  Glieder,  welche  Potenzen 
von  \og{x  —  a)  enthalten,  wegzulassen,  und  es  ist  aus  den  übrig  bleibenden 
Elementen  die  Determinante  /),,  zu  bilden.  Die  Entwickelungen  dieser  Übrig- 
bleibenden Elemente  für  den  Bezirk  zu  x  —  a  sind  nach  II  dieser  No.  als 
bekannt  anzusehen,  demnach  auch  die  Darstellung  der  Determinante  /),,. 
Für  Z>„.  hat  man  speciell  die  Darstellung,  welche  in  5  I  (11.)  (16.)  be- 
trachtet worden  ist.     Demnach  tritt  v^^  unter  der  Form  auf 

(46.)       V,  -  (x-ay^^. 

WO  die  Functionen  7]{x)  und  (o{x)  in  dem  Bezirke  zu  x  =  a  einwerthig  und 
stetig,  r](a'}  und  co(a)  von  Null  \ erschieden,  und  die  Entwickelungen  von 
7]{x)  und  u)(x)  durch  Polenzreihen  mit  positwen  ganzzahligen  Exponenten 
gegeben  sind,  bezüglich  durch  ganze  rationale  Functionen  solcher  gegebenen 
Potenzreihen  dargestellt  sind.  D„  wird  durch  ein  Product  von  Binomial- 
factoren  in  endlicher  Anzahl  dargestellt. 

Die  Grösse  ,»,,  in  (22.)  wird  nun  (No.  2  (24.)  (26.)) 
(47.)  /<,  =  e'"r,, 
wo  w  gleich  Null  oder  von  der  Form  .^  c_,,  (aj— a)"'  ist,  die  )',,  aus  den  Inte- 
gralen der  Differentialgleichungen  F„^(y^,  a;)  =  0  unter  der  Form  (16.)  und 
daher  (46.)  hervorgehen.  Man  erhält  daher  aus  (46.)  und  (47.)  auch  die  Dnr- 
stellimg  von  ,«,,  für  den  ganzen  Bezirk  von  x  =  a  in  F„  =  0.  Bezeichnet  man 
denjenigen  der  Punkte,  in  welchem  i](x)  und  w(a;)  in  v^  verschwinden,  welcher 
a;  =:  a  am  nächsten  liegt,  durch  a\  und  legt  man  um  x  =  a  als  Mittelpunkt 
durch  a  einen  Kreis,  dessen  Kadius  von  Null  verschieden  sein  muss,  so 
ergiebt  sich,  dass  (ic  — a)"*^,«,,  innerhalb  dieses  Kreises  abgesehen  von  x  =  a 
einwerthig  und  stetig  ist  und  ebenfalls  abgesehen  von  x  =  a  nicht  Null 
oder  uneiullich  wird. 


\ 
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c.)  Nun  soll  der  Ausdiuck  (28.)  weiter  untersucht  werden,  nachdem 
die  Grössen  u  in  demselben  nach  b.)  als  gegeben  vorauszusetzen  sind.  Jede 
solche  Grösse  u  hat  die  Form  (x~a/(p{x),  wo  (p(x)  innerhalb  eines 
Kreises  um  x  —  a  als  Mittelpunkt  mit  einem  von  Null  verschiedenen 
Radius,  abgesehen  von  x  =  a,  einwerthig  und  stetig  bleibt.  Ein  Kreis,  der 
für  alle  Grössen  u  in  dem  Ausdrucke  (28.)  die  genannte  Eigenschaft  hat, 
besitze  den  Radius  R.  Bei  den  Integrationen,  die  in  (28.)  auszuführen  sind, 
ist  jedesmal  zu  integriren  ein  Ausdruck  der  Form  {x—aYip{x),  wo  r  nicht 
ganzzahlig  ist,  ip(x)  in  dem  Kreise  mit  dem  Radius  R  durch  die  Summe 
von  zwei  Potenzreihen  dargestellt  wird,  von  denen  die  eine  nach  Potenzen 
von  x  —  a  mit  positiven,  die  andere  mit  negativen  ganzzahligen  Exponenten 
fortschreitet,  wobei  die  Integrationsconstante  annullirt  wird. 

Es  sei  nun 

X  — =c 

(48.)        ip{x  —  a)  —  ^ c^[x  —  af-]- jS  c,.,{x  —  a)'\ 

Dann  ist,  wenn  r  nicht  ganzzahlig  ist,  und  die  Integrationsconstante  annullirt 
wird, 

(49.)    Jia^-ayrp(a:-a)dx  =  ^^^^:^-+Z-^^^, 

Es  ist 

a^da  =  +const., 

wo  i  nicht  ganzzahlig  sein  soll.  Nun  werde  das  bestimmte  Integral  von 
u^  genommen,  indem  von  a  =  1  aus  über  eine  den  Nullpunkt  in  der  a-J]bene 
umgebende  Linie  in  positiver  Richtung  bis  zu  ß  =  1  zurück  integrirt  werden 
und  dabei  in  «^  =  e"'"e«  der  Anfangsweith  von  loga,  also  log  1,  gleich  Null 
gesetzt  werden  soll.  Das  Integral  über  diese  geschlossene  Linie  genommen, 
wenn  dieselbe  auf  oder  innerhalb  der  Peripherie  des  Kreises  mit  dem  Punkte 

f<  =  0  als  Mittelpunkte  und  dem  Radius  1  liegt,  werde  durch  J     bezeichnet. 

Dann  erhält  man  aus  (50.) 

/'  ef-"'  — 1 

a^da   =        ^^^      , 

I 
<lemnacli,  wenn  r  nicht  ganzzahlig  und  u  ganzzahlig  ist, 

I 
Nun   erhält  man,    wenn   ip{x  —  a)    aus    (48.)   genommen   wird   und    r  nicht 
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ganzzahlig  ist 

(X  —  ay+^    r  ,,  \       \      rinn«     • 

(53.)       ;  =  ^  ^,^.  ^  ■  /   L2:Ca(a;  — a)''a'+^c,(a;  — a)^  ot'rfa 

=  2^— S — fi — -+-2^-^— — ^ri —  =    [x  —  a]'  w(x-a)dx. 

Was  die  Integration  in  den  einzelnen  Gliedern  angeht,  so  werde 
daran  erinnert,  dass  die  Potenzreihen  für  Werthe  x  in  einem  Gebiete  inner- 
halb des  Kreises  mit  dem  Radius  R,  welches  den  Nullpunkt  nicht  enthält, 
und  für  die  in  Betracht  kommenden  Werthe  a  in  gleichem  Grade  (s.  No.  4) 
convergiren. 

Es  ist  also  die  Integralfunction  von  {x  —  aj' xji  [x  —  a)  (49.),  in  deren 
Entwickelung  kein  constantes  Glied  vorkommt,  ausgedrückt  mittels  eines  be- 
stimmten Integrales  (53.) ,  wo  unter  dem  Integralzeichen  die  gegebene  Function 
yj  steht. 

Nun  soll  das  Integral 

(54.)        /  dx{x  —  a^'^'  i//^_,  (cc  —  a)i[x  —  «)'"  1//^,  (x  —  a)  dx 

dargestellt  werden,  worin  i//^_,  und  ^p^  in  dem  Kreise  mit  dem  Radius  R 
Entwickelungen  der  Form  (48.)  haben,  r,  und  r,  i  +  r^  nicht  ganzzahlig 
sind,  bei  den  Integrationen  die  constanten  Glieder  annullirt  werden  sollen. 
Durch  zweimalige  Anwendung  der  Formel  (53.)  ergiebt  sich,  dass  die 
Function  (54.)  dargestellt  wird  durch 

f  ^''~'f'n!^'^'^'     V'x-i  {x-a)f  ip, {{x-a)a) /'^"'"da dx 
e  *     — 1  1 

(55-)    1=^^^:::^^^^^^^^^^^^^^ 


(x—af' 


r-l+'-x+2 


—  f'dßf^p,,  {{x-a)ß)  xp,{{x-a)  aß)  e^'''-^-^'"+'^'"-'^"-'''-'"da. 
•1)  1  1 


In  Bezug  auf  log  ß  und  die  Integration  nach  ß  gilt  dasselbe,  was  in  Bezug 
auf  log«  und  die  Integration  nach  a  gesagt  ist.  In  gleicher  Weise  ergiebt 
sich  für  die  Function 

(56. )      /dx  {x—a)''~'  Vx_2  {x—a)idx  (x—a)'  ""^V-'jt-i  {x—a)l{x—a}''  tp^  (x  —  a)  dx, 
worin  i/-^  2  eine  Entwickelung  wie  (48.)  hat,  r^_2+ r^ -1+ »"^[nicht  ganzzahlig 
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ist,  der  Ausdruck: 

L-x-2+^.-.+£°\T//rnrj)l   .,,.,..,    ., , /  dr/  dßf  V.-.((x -a)r)rp._,{ix-a)ßy)xf,^{ix-a)alSr)e'da 
\\^  ~'A^  -'){.^      -•;  i        1        I 

'  «  =  (rx-2+r,-i+r;,+2)logy+(r^_,+  r^+l)log/?  +  r,loga. 

In  derselben  Weise  ist  fortzufahren,  wenn  weitere  Integrationen  vorkommen. 
Durch  eine  solche  Formel  werde  nun  der  Ausdruck  aus  (28.)  fdxu,.../u.dx 
dargestellt.  Dann  ist  dieselbe  noch  mit  cu^  zu  multipliciren,  um  die  Grösse 
(28.)  U  für  die  Werthe  x  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius  R  dar- 
zustellen. 

Die  in  diesem  Kreise,  abgesehen  von  x  =  a,  einwerthigen  und  stetigen 
Functionen  ip^{x—a'),  rp^_i{x—a),  etc.  können  nun  in  den  bestimmten  Inte- 
gralen (53.),  (55.),  (57.)  irgend  eine  andere  Darstellung  als  durch  die  Ent- 
wickelung  (48.)  erhalten.  Hier  sind  nun  die  Ausdrücke  der  Grössen  u, 
aus  (46.)  und  (47.)  einzusetzen.  Dann  erhält  jede  Grösse  xf){x-a)  einen 
Ausdruck,  der  bekannt  ist,  von  der  Form 

(58.)       n--a)  =  e'^\^, 

wo  to  gleich  Null  oder  von  der  Form  2:c_^{x-a)-''  ist.  '§{x-a)  und  "iix-a)  in 
einem  Kreise  um  x=^a  mit  dem  Radius  R'  einwerthig  und  stetig  und  für  x^^a 
von  Null  verschieden  sind  und  sich  darstellen  als  ganze  rationale  Functionen 
von  Potenzreihen  mit  positiven  ganzzahligen  Exponenten  von  [x—a)^  die 
vollständig  (nach  II  dieser  No.)  dargestellt  sind.  Man  hat  dann  einen 
Radius  ß,  ^  R'  so  zu  wählen,  dass  innerhalb  und  auf  der  Peripherie  des  Kreises 
lim  x  =  a  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  ß,  keine  der  Functionen  "Cix—a) 
verschwindet.  Das  bestimmte  mehrfache  Integral,  welches  nach  Art  des 
Ausdruckes  (57.)  für  wf't/  (28.)  aufgestellt  ist,  multiplicirt  mit  m,  stellt  t/ tiir 
die  Fläche  des  Kreises  mit  dem  Radius  ß,,  die  Peripherie  einbegriffen, 
abgesehen  von  dem  Mittelpunkt  x  =  a,  dar;  nach  a,  ß,  etc.  kann  über  die 
Perii)herie  des  Kreises  mit  dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  und  dem  Radius  1 
integrirt  werden.  Die  Differentialquotienten  nach  x  von  dem  bestimmten 
Integrale,  welches  in  (57.)  mit  (x-aY"'-^'"  ''^'"'^^  multiplicirt  ist.  können 
unter  den  Integralzeichen  genommen  werden.  Dieses  ergiebt  sich  bei  dem 
bestimmten  Integrale,  welches  in  (53.)  vorkommt,  iiidcni  man  i/'((.r— o)«) 
durch  die  Potenzreihe  entwickelt  annimmt,  alsdann  unter  dem  Integralzeichen 
ein    oder  mehre   Mal    ditterentiirt;    und    nachdem    dieses    für    das    einfache 
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Integral  in  (53.)  bewiesen  ist,  hat  man  diesen  Satz  zweimal  anzuwenden, 
um  dasselbe  für  das  bestimmte  Integral  in  (55.)  zu  beweisen,  und  erhält 
durch  mehrmalige  Anwendung  desselben  Satzes  den  Beweis  für  ein  mehr- 
faches Integral.  Bei  Ausführung  der  Diiferentiation  sind  dann  für  die 
Grössen  tfj{x—a)  unter  den  Integralzeichen  wieder  die  Ausdrücke  (58.)  an- 
zuwenden. Man  kann  auf  diese  Weise  die  Differentialquotienten  von  U 
ebenfalls  auf  der  Fläche  des  Kreises  mit  dem  Radius  R^  darstellen  als 
ganze  rationale  Function  von  bekannten  Ausdrücken  der  Form  {x—ayP, 
wo  P  ein  Ausdrack  der  Form.  (47.)  ist,  und  von  bestimmten  Integralen 
nach  Art  des  in  (57.)  vorkommenden,  wo  unter  den  Integralzeichen  nach 
X  differentiirt  ist.  Kennt  man  in  einem  nichtsingulären  Punkte  auf  der 
Kreisfläche  mit  dem  Kadius  üi,  innerhalb  des  Bezirkes,  welcher  bei  der 
Differentialgleichung  F,Jy,x)  =  Q  zw.  x  =  a  gehört,  bei  jeder  der  Grössen  U 
die  Werthe  von  U,  —, — ,  •  •  •  .  „,_,  ,  so  erhält  man  durch  Addition  der 
auf  mehrere  f/ bezüglichen  Ausdrücke  die  Werthe  der  Grössen  {x—af" (p^i{x) 
in  (24.)  und  ihrer  Ableitungen  bis  zur  (m— 1)*^°  Ordnung  in  diesem  Punkte, 
demna(;h  die  Werthe  des  Integrales  «/,,  (24.)  und  seiner  (m— 1)  ersten  Ab- 
leitungen in  demselben  Punkte,  also  auch  die  Entwickelung  des  Integrales 
(24.)  in  eine  Potenzreihe  für  den  Bezirk  dieses  Punktes.  Wenn  man 
die  betrachteten  Werthe  bei  (x— a)''yai(^)  (a  =  l.../)  kennt,  so  kann  man 
sie  mittels  der  durch  (23.)  bereits  ermittelten  Relationen  No.  1  (2.)  für  die 
übrigen  Functionen  (a;—o)'^^ji,(x)  herleiten.  Nun  seieu  in  demselben  Punkte 
auf  die  angegebene  Weise  die  Werthe  sämmtlicher  Integrale  No.  2  (27.) 
von  F„Xy,  x)  =  0  und  ihrer  m~\  ersten  Ableitungen  bestimmt.  Die  Deter- 
minante der  Integrale  No.  2  (27.)  erhält  man  nach  No.  5  (8.)  (11.)  (19.),  indem 
man  das  dort  für  G„.(y,  ^)  =  0  auseinandergesetzte  Verfahren  bei  F„Xy,x)  =  0 
anwendet.  Die  Constanten  in  den  linearen  Ausdrücken  (23.),  in  welche 
die  Integrale  (24.)  bei  einem  Umgange  um  x  =  a  übergehen,  sind  bereits 
ermittelt.  Hat  man  nun  bei  jedem  shigulären  Punkte  von  F„Xy,  x)  =  0  die 
vorhin  genannten  Grössen  aufgestellt,  so  genügt  dieses  nach  No.  6,  den  Ver- 
lauf sowohl  der  Integrale,  die  bei  den  singulären  Punkten  durch  die  Ausdrücke 
No.  2  (27.)  gegeben  sind,  als  überhaupt  eines  Integrales,  welches  bei  irgend 
einem  Punkte  durch  ein  System  linearunabhängiger  Integrale  dargestellt  ist, 
zu  verfolgen. 

Die  Function  (28.)  U  ist  durch  einen  Ausdruck  dargestellt  von  der 
Form  {x  —  aye'^^PQ,   wo  e""*  aus  (22.)    genommen  ist,    P    eine  Grösse   der 
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Form  (580,  Q  ein  Integral  der  Art,  wie  das  in  (57.)  mit  (x— a)'''~'^'^^''~^'^''*'^^ 
multiplicirte  ist.  Die  Grösse  PQ  =  V  hat  in  dem  Kreise  mit  dem  Radius 
i?i  eine  Entwickelung  wie  die  Entwickelung-  (48.).  Der  Coefficient  c,  in 
derselben  ist 

(59.)       c,^~^/V{x~a)-'-'dx     (a  = -oo...  +  ^). 

wo  über  eine  den  Punkt  x  =  a  umgebende  Curve  in  dem  Kreise  mit  dem 
Radius  /?i  in  positiver  Richtung  zu  integru-en  ist.  Wird  x  —  a~Rik  gesetzt, 
so  erhält  man 

(60.)  c,  =  4^f  Vl-'-'dL 
1 
Hier  ist  in  \ —  PQ  für  Q  das  gegebene  bestimmte  Integral  einzusetzen. 
Werden  in  (60.)  alle  Integrationen  nach  a,  ß,  . . .  l  über  die  Peripherie 
des  Kreises  mit  dem  Radius  1  hin  ausgeführt,  so  kommen  bei  den  Grössen 
j/'  (58.)  die  Werthe  in  Betracht  für  die  Punkte  x  auf  der  Peripherie  des 
Kreises  mit  dem  Radius  R^.  Sind  die  Grössen  l/e^"*  durch  Potenzreihen 
entwickelt,  so  erhält  man,  indem  man  mehrere  solcher  Grössen  zu  addiien  hat, 
durch  Addition  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  in  den  Reihen  die 
Coefficienten  in  der  Entwickelung  jeder  der  Grössen  e  ""'(.r  — a)'^''c/-,,i,  und 
damit  die  Darstellung  dieser  Grössen,  die  für  den  Bezirk,  der  bei  der 
Differeiitialgleichung  F,„  [y,  x)  —  0  zu  x  =  a  gehört,  güllig  ist. 

Man  braucht  in  dieser  Entwickelung  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Coefficienten  zu  kennen,  um  die  übrigen  aus  diesen  herleiten  zu  können. 
Dieses  soll  jetzt  gezeigt  werden. 

d.)  Es  werde  die  grösste  der  Zahlen  7,,  aus  den  Entwickeluugen 
der  Integrale  y,_^  (22.)  unter  der  Form  (17.)  genommen,  alsdann  diese  gleich 
der  Zahl  q  in  Satz  A.)  in  I  und  h  daselbst  gleich  1  gesetzt  und  nun  die 
homogene  lineare  Diiferentialglcichung  des  Satzes  A.)  gebildet,  deren  Coef- 
ficienten rational  sind,  und  in  welcher  der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung 
gleich  1  ist.  Dieser  Differentialgleichung  genügen  die  Functionen  (a;— o)"^''^,,!. 
in  (24.).  Ist  die  abhängige  Variable  in  dieser  Difterentialgleichung  gleich 
z  und  wird  z  =  e"'''y  gesetzt,  wodurch  die  Differentialgleichung  F„  (y,  a;)  =  0 
erhalten  werde  von  der  Ordnung  M  und  dem  Coefficienten  der  höchsten 
Ableitung  gleich  1,  so  genügen  dieser  die  Functionen  e~'"'''{x—aY''(p.-,i..  Aus 
der  Herleitung  dieser  Differentialgleichung  ergiebt  sich,  dass  derselben  die 
Integrale  von  e~"'*F,„(e"'*y,  a;)  =  0  genügen.     Wird  aber  bei  dem  Systeme 
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von  Diiferentialaiisdriicken  No.  2  (21.) 

gebildet,  so  ergiebt  sich,  dass  das  System,  welches  letzteren  Ausdruck  dar- 
stellt, als  Bestandtheil  F„^{y,  x)  enthält.  Und  da  in  der  Exponentengleichung 
von  F„^  =  0  bei  x  =  a  die  Wurzeln  r,  bis  r;  vorkommen,  so  kommen  die- 
selben Wurzeln,  zu  denen  eine  ganze  Zahl  addiit  ist,  in  der  Exponenten- 
gleichung von  e~"''^^F,„(e"''^,  a;)  =  0  bei  x  =  a  vor  (s.  Abh.  Bd.  83  No.  7  I). 
Es  müssen  demnach  auch  in  der  Exponentengleichung  von  F3,{y,  x)  =  0 
bei  X  =  a  Wurzeln  vorkommen,  die  sich  von  r,  bis  r;  nur  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden  (s.  1.  c).  Diejenige  dieser  Wurzeln  der  Exponentengleichung 
von  F,;(y,  a;)  =  0,  deren  reeller  Theil  am  kleinsten  ist,  sei  r^,.  Der  cha- 
rakteristische Index  h  der  Differentialgleichung  F,/(y,  a;)  =  0  ist  daher  bei 
X  —  a  kleiner  als  die  Ordnung  M. 

Nun  wird  y  =  {x—a)^^'u  in  Differentialgleichung  F^,{y,  cc)  =0  eingesetzt, 
und  die  Differentialgleichung  für  u  auf  die  Form  (7.)  gebracht,  dann  müssen 
dieser  Differentialgleichung  die  Functionen  (a;— a)'^''~^''e~"*93,,t(a;),  wo  r^—ri, 
ganzzahlig  ist,  genügen,  dieselben  haben  Eutwickelungen  der  Form  (48.).  Es 
werde  demnach  für  u  eine  Entwickelung  ^ c,  (x— «)"+ ^  c,,  (a;— a)'  in  (7.) 
eingesetzt,  so  müssen  die  Coefficienten  von  {x—ay"  {k  =  —oo — i-cc)  auf 
beiden  Seiten  von  (7.)  einander  gleich  sein.  Dieses  liefert  die  Relation 
(8.)  zwischen  den  Coefficienten  c,,  der  Entwickelung  für  alle  ganzen  Zahlen 
k^—oc — \-oo.  Der  Coefficient  von  c^^,  in  (8.)  verschwindet  nur  für 
eine  endliche  Anzahl  ganzzahliger  Werthe  von  ^;  nämlich  wenn  p,  bis 
Qn-h  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von  Fu(y,  x)  =  0  sind,  für 

(61.)  k  =  p,— r;.,-l,  .  .  .  p,„_,,"-n-— 1- 
Von  den  übrigen  Gliedern  in  (8.)  fallen  diejenigen  aus,  in  denen  die  Coef- 
ficienten von  c,  für  beliebige  ganze  Zahlen  k  verschwinden.  Es  muss 
demnach  wenigstens  das  Glied  c^^,  mit  nicht  identisch  verschwindendem 
Coefficienten  in  der  Relation  (8.)  übrig  bleiben.  Bleibt  dasselbe  allein 
übrig,  so  müssen  alle  Coefficienten  c^+i  =  0  sein,  bei  denen  der  Coefficient 
von  Cj.^,  in  (8.)  nicht  verschwindet,  und  diejenigen,  bei  denen  dieser  Coef- 
ficient verschwindet,  sind  zu  berechnen.  Bleibt  mehr  als  ein  Glied  in  der 
Relation  (8.)  übrig,  so  sei  dasjenige  mit  dem  kleinsten  Stellenzeiger  c„+i_,. 
Dann  müssen  berechnet  werden  die  Coefficienten  c^^,  für  diejenigen  ganzen 
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Zahlen  k,  für  welche  der  Coefficient  von  c^^,  in  (8.)  verschwindet,  ferner 
die  Coefficienten  Ci+,  ,  für  die  ganzen  Zahlen  k,  für  welche  der  Coefficient 
von  c^+i^,  in  (8.)  verschwindet.  Und  nun  müssen  noch  s  auf  einander 
folgende  Coefficienten  c,  bekannt  sein,  die  beliebig  gewählt  werden  können. 
Alle  übrigen  c,,  liefert   dann  die  Recursionsformel  (8.)- 

e.)  Wenn  ein  Integral  (24.)  die  Form  e"P  haben  soll,  wo  w  gleich 
Null  oder  von  der  Form  ^ c^^{x—ay\  P  von  der  Form  (17.)  ist,  so  kann 
w  nur  Wt  sein,  wie  sich  aus  (22.)  durch  successive  Division  mit  u  und 
Differentiation  ergiebt  (vgl.  Abh.  Bd.  83  No.  9  III).  Sollen  nun  in 
der  Entwickelung  der  in  d.)  betrachteten  Grössen  u  bei  diesem  Integrale 
nicht  unendlich  viele  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  vorkommen, 
(dieses  ist  der  Fall,  wenn  das  Glied  mit  Cj+,  allein  in  der  Recursionsformel 
(8.)  steht)  so  dürfen,  da  r^.  von  den  Wurzeln  der  Exponentengleichung, 
die  sich  von  r/.  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  diejenige  mit  kleinstem 
reellen  Theile  ist,  in  der  Entwickelung  jedes  u  gar  keine  l'otenzen  mit 
negativen  Exponenten  vorkommen  (vgl.  Abh.  Bd.  74  No.  6).  Hierzu  sind 
gemäss  der  Recursionsformel  (8.)  folgende  Bedingungen  nothwendig  und  hin- 
reichend. Es  sei  k  =  x  die  niedrigste  Zahl  k,  für  welche  der  Coefficient 
von  Ci+i_,  (rf.)  in  (8.)  verschwindet.  Wenn  ;f+l— «<  — «,  so  ist  nothwendig 
und  him"eichend: 

(62.)       c^+i_,  =  c,+,_,+i  =  . .  ■  =  c_i  =  0 ; 
wenn  x+l—s^  —  s,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend: 

(63.)       c_,  =  c_,+,  =  ---  =  c_,  =  0. 
Wird  ans  den  Integralen  (24.),  nachdem  diese  mit  e~"*(^— a''"'''  i^u^tiplicirt 
sind,  eine  lineare  Verbindung  mit  constanten  Coefficienten 
(64.)       e""'{x-a)~''^'{b,y,+  b,y,+  --  +  b,yx) 
gebildet,  so   ist  zuzusehen,   welches  die  allgemeinsten  Werthe  dieser  Con- 
stanten sind,  damit  in  (64.)  keine  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  vor- 
kommen.    Es  dürfen  zunächst  in 

(65.)       e"""  {x-af^'  (6,  (x-af'  (^„H h  b,.  (x-a)"'-  y„) 

keine  solchen  vorkommen.  Dieser  Ausdruck  genügt  der  Differentialgleichung 
für  u  in  d.).  Demnacth  sind  die  Bedingungsgleichungen  (62.)  bez.  (63.) 
aufzustellen.  Diese  enthalten  die  h  homogen  und  linear  und  siiul  wie  die 
Gleichungen  (14.)  zu  behandeln.     Dann  dürfen  in 

(66.)       e""'  (x-a)"'^'  {b,  [x  -ay^  (/)„+  63  ix-ay^<p3,+  ■•■  +  bx  {x-af-  (fi^) 


306  Thome,  zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

keine  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  vorkommen.  Hier  sind  die 
Grössen  (x— af''(/J,,2  durch  (x—af'fp,,^  (vgl.  nach  (24.))  auszudrücken,  für 
die  b  die  aus  (65.)  ermittelten  Ausdrücke  einzusetzen  und  auf  den  Ausdruck 
(66.)  die  aus  (65.)  erhaltenen  Eelationen  zwischen  den  Coefficienten  anzu- 
wenden u.  s.  w.  Giebt  es  in  jeder  Gruppe  irgend  ein  System  linearuuab- 
hängiger  Integrale  in  der  Anzahl  der  Integrale  der  Gruppe  unter  der  Form 
e°''P,  wo  P  Ausdrücke  der  Form  (17.)  sind,  welches  man  ermittelt  hat,  so 
kann  man  die  Determinante  sämmtlicher  Integrale  direct  nach  dem  Ver- 
fahren No.  5  (11.)  (19.),  und  die  Constanten  K  (21.)  nach  dem  Verfahren 
No.  5  II  bestimmen. 


I.  Um  an  einem  Beispiele  die  linearen  Relationen  zwischen  den 
Integralen  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten,  welche  Relationen  nach  No.  6  dazu  dienen,  den  Verlauf  eines 
Integrales  zu  verfolgen,  unter  Anwendung  der  Untersuchungen  von  No.  3 
und  4  aufzusuchen,  werde  die  Ditferentialgleichung  der  hypergeometrischen 
Reihe 

(1.)        Fia,^,,,.)  =    1+^.+  <«+M&l).V... 

(9\        ^    1    y-(«-f/g-|-l)x    dy  aß  ^   r. 

^    '  dx'  "^         x{\-x)  dx         x(i-x)  J 

behandelt. 

Die  singulären  Punkte  derselben  sind  0,  1,  rx,.  Für  die  durch  die- 
selben zu  ziehende  Linie  L  der  No.  6  werde  die  Gerade  von  —  oo  durch  0 
und  1  bis  -f-oo  genommen  und  als  der  von  dieser  Linie  L  begrenzte  Theil 
T,  der  Ebene,  in  welchem  die  Integrale  bei  den  singulären  Punkten  ange- 
nommen werden,  das  Gebiet,  in  welchem  -f «  liegt,  gewählt.  Ein  Punkt 
durchläuft  dann  in  positiver  Richtung  die  Begrenzung,  wenn  er  der  Reihe 
nach  von  0  zu  1,  von  1  zu  oc,  von  oc  zu  0  hin  sich  bewegt. 

Nun  werde  bei  jedem  der  singulären  Punkte  ein  System  linearunab- 
hängiger Litegrale  entwickelt  und  dieselben  für  das  Gebiet  Tj  fixirt.  Diese 
Entwickelimgen  sind  (s.  die  Abh.  des  Herrn  Kummer  Bd.  15  dieses  Journals 
p.  52,  vgl.  II  dieser  No.)  bei  x  =  Q 

\ «/«  =  F(«,  ß,  Y,  X) 


^  '^       '    '"        x'-^F{a-y+\,ß-y^h2-y,x), 
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bei  X  =  1 


(4.) 
bei  X  =  oc 


y?^  =  F{a,  ß,  a^ß-Y+1,  l-x) 

yP  =  {l-xy-'-^F{y-a,y-ß,r-a-ß+l,l-x), 

{y\'^  =  x-''F[a,a-y+l^a-ß+l,x-') 
.   )y?^  =  x-^F{ß,ß-r+lj3-a+l,x-\ 


sobald  angenommen  wird,  dass  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  bei 
jedem  singulären  Punkte  sich  nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  also 
dass  1—y,  y—a-ß,  a—ß  nicht  ganzzahlig  seien.  Um  nun  die  Werthe 
dieser  Integrale  in  dem  Gebiete  T,  zu  fixiren,  werde  in 

(log  a;)^^,  =  0  gesetzt,  in 

(log(l-a;))^^„  =  0,  und  in 

X-"  =  e-'-iog'-),    x-^  =  e-'"°g(-^> 

(loga;)^:^!  =  0  angenommen. 

Wird  nun  das  Integralsystem  (3.)  bei  x  =  0  in  dem  Gebiete  T,  zu 
x  =  \  hin  fortgesetzt  und  durch  das  Integralsystem  (4.)  bei  x  =  1  ausge- 
drückt, so  ist  zu  dem  Zwecke  auf  letzteres  System  die  Substitution  A^ 
anzuwenden.  Wird  das  Integralsystem  (4.)  bei  a;  =  1  in  dem  Gebiete  T, 
zu  X  =  oo  fortgesetzt  und  durch  das  Integralsystera  (5.)  bei  x  =  oo  ausge- 
driickt,  so  ist  dazu  auf  letzteres  System  die  Substitution  A^  anzuwenden. 
Und  wird  das  Integralsystem  (5.)  bei  x  =  x  in  dem  Gebiete  T^  zu  a;  =  0 
fortgesetzt  und  durch  das  Integralsystem  (3.)  bei  x—0  ausgedrückt,  so  ist 
hierzu  auf  letzteres  System  die  Substitution  A^  anzuwenden.  Diese  Sub- 
stitutionen yl,,  ^2,  Ai  so  wie  ihre  inversen  sollen  aufgestellt  werden. 

Wenn  das  Integralsystem  (3.)  bei  x  =  0  längs  der  Begrenzung  eines 
Gebietes,  welches  von  singulären  Punkten  nur  x  =  Q  enthält,  in  positiver 
liichtung  um  x  —  Q  herum  fortgesetzt,  alsdann  durch  das  urspriiugliche 
Integralsystem  (3.)  bei  ac  =  0  in  T^  wieder  ausgedrückt  wird,  so  ist  zu  dem 
Zwecke   auf  letzteres  System   die   Substitution  i?,   anzuwenden.     Diese  ist 

(6.)       ß,  =   I  0  ed-y)'-..- r 
Entsprechend  ist  bei  dem  Punkte  x  =  1 
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und  bei  dem  Punkte  x  =  rx, 

aus  welchen  Substitutionen  sich  die  inversen  ohne  Weiteres  ergeben. 

Nun  sind  die  Substitutionen  A  und  ihre  iuverseu  A'  aufzustellen. 

«•)  (9-)        1   dyW    _  dy^P  dym 


'     dar  "     dx     '     ''    dx 

Hier  kann  unmittelbar  No.  3  für  i  =  a;  angewandt  werden.  Die  Eutwickelung 
fiir  y^''  gilt,  so  lange  nicht  y  gleich  Null  oder  einer  negativen  ganzen 
Zahl  ist,  die  Entwickelungen  für  yf^  und  ^^"^  gelten,  und  sind  linearunab- 
hängig, so  lange  nicht  y—a—ß  ganzzahlig  ist.  Es  sei  daher  y  nicht  gleich 
Null  oder  einer  negativen  ganzen  Zahl,  y—a—ß  nicht  ganzzahlig.  Nach 
No.  3  und  unter  Anwendung  der  dort  gebrauchten  Bezeichnuugsweise  er- 
giebt  sich  nun: 

Die  Determinante  des  Gleichungssystemes  (9.)  sei  D,  so  ist 
\\m{{x-V)-^D)  =  C, 

und  (log(a:— 1))^^,,=  m  gesetzt, 

R  =  y^a-ß-l,     C  =  (7-a-/?)e-(''-«-«'".     D,,,  =  ^y?\     D,,  =  -yi'\ 

Wkd   nun  der  reelle  Theil  von  y—a—ß  durch  '?ft (y—a—ß)   bezeichnet,  so 
werde  zunächst  9i(;'— ce— /3j  >>  0  vorausgesetzt.     Dann  ist  (No.  3  (8.J) 
Fol  =  iy-a-ß)  e-^''-«-""".     F.,  =  0. 

Also  wird 

(10.)       Cu  -  nmFia,ß,y,x). 

1=1 

Ist  aber  in  yf^  der  Exponent  y—a—ß  reell,  so  muss  nach  No.  4  die  Potenz- 
reihe in  (10.)  für  a;  =  1  convergiren  und  die  Constaute  Cu  darstellen. 

Nun  ist  die  Entwickelung  (/—l)F(a, /?,;'— l,ic)  Integral  von  (2.), 
wo  statt  y  steht  y—1.  In  derselben  kann  y  auch  gleich  1  sein,  wie  aus 
der  Stetigkeit  der  in  Bezug  auf  a,  ß,  y  rationalen  Coefficienteu  folgt.  Dieses 
Integral  wird  vermittelst  der  Integrale  (4.),  worin  statt  /  (/— 1)  steht,  dar- 
gestellt {y—a—ß  nicht  ganzzahlig).  Daraus  folgt,  wenn  9t(y— «—/?)>  0 
ist,  so  wird 

(11.)       lim(l-a;)  1(7-1)  F(a,/i,;'-l,x)!   =0. 

X=I 

Es    hat    aber    Gauss   in    den    disquisitiones    cii'ca    seriem    iufinitam: 


(12.)     { 
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l-\■-^-^x^ —  die  Relation  aufo-estellt 

y{Y-\-{-2y~a-ß-l)x)F{a,  ß,  y,  x) 
+  (y-a)(y-ß)xFia,ß,y+l.x]-y(y-l){l-x)Fia,ß,y-hx)  =  0. 
Wird  nun  y—a—ß  als  reell  vorausgesetzt,  so  folgt  aus  (11.)  und  (12.)  und 
dem   vorhin   über   die   Convergenz   der  Potenzreihe  F{a,  ß,  y,  1)  Gesagten: 

(13.)        Fia,  ß,  y,  1)   =  ^^^^l^F[a,  ß,  y+h  1), 
und  hieraus 

(  ^(«,  ß,  y,  1) 

(14.)    j_   {r-ccXr+\-a)...(y+k~\-a){r-ßXr+^-ß)...(y+k-i-ß) 

'  7{7+^)-:(.r+k-\){y-a~ß){y+\~a-ß)...{Y+k-\-a-ß)     ^  ^«W>, /-f-A,  -l; 

{Gauss  1.  c.  art.  17).     Ferner  hat    Gauss  1.  c.  art.  18,  19.  20    die   P\inction 

(15.)       /7(z)  =  lim 1:2^3^^^^ 

^  ^         *=x   (s+l)(s+2)...(3+A-)  '^ 

emgetührt  und  in  art.  20  bewiesen,  dass  dieses  Product  für  alle  endlichen 
Werthe  a,  ausgenommen  die  negativen  ganzen  Zahlen,  gegen  eine  von 
Null  verschiedene  Grenze  convergirt.  Zugleich  ergiebt  sich  aus  dem  ge- 
nannten art.  20,  dass  dieses  Product  für  alle  diese  Werthe  z  eine  einwerthige 
und  stetige  analytische  Function  darstellt,  die  für  die  negativen  ganzzahligen 
Werthe  von  z  unendlich  in  der  ersten  Ordnung  wird.  Für  dieselbe  gilt 
{Gauss  1.  c.  art.  21)  die  Relation 

(16.)       n{z  +  l)  =  (z  +  l)/7(z). 
Nun   sei  ai  =  Modß,   /?,  =Mod/:?  und  y^  reell   und  positiv  und  so  gewählt, 
dass  p'i— «1-/^1  >0  und  nicht  ganzzahlig,  so  folgt  aus  der  Convergenz  der 
Potenzreihe  F(a,, /ij,  ;'i,  1),  dass  die  Reihe 

(17^        ("■+«)(/^.+»)    ,    («.+«)(«, +«+l)(/g.+«)(/g.+»+l)    ■ 
''         (»+l)(y,+«)   "^      («+l)(«+2)(y,+«)(y,+»-M)       ^■■■' 
wo  n  eine  ganze  Zahl  >  0  ist,  convergirt.     Daher  muss 
(18.)       lim  F(a,  ß,  y+k,  1)  =  1 

werden.  Gemäss  (14.)  ergiebt  sich  demnach  aus  dem  bisher  Gesagten, 
dass,  wenn  y—a—ß  reell  und  >>  0  und  nicht  ganzzahlig,  y  nicht  gleich 
einer  ganzen  Zahl  ^  0,  die  für  x  =  1  convcrgirendc  Potenzreihe  {1.)  dar- 
gestellt wird,  durch 
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{Gauss  1.  c.  art.  24.)     Es  werde  nun  die  Function 

(20.)       -f^, —ihr? rf  =  'f*{u,v,w) 

gesetzt.  Diese  Function  ist,  so  lange  keine  der  Grössen  w,  w—u—v,  w—u, 
W—v  gleich  Null  oder  einer  negativen  ganzen  Zahl  ist,  eine  einwerthige, 
stetige  und  von  Null  verschiedene  analytische  Function  jeder  der  drei 
Variahein  u,  v,  w.  Geht  eine  der  Grössen  w  oder  w—n—v  in  Null  oder 
eine  negative  ganze  Zahl  über,  während  w—u  und  w—v  von  Null  oder 
einer  negativen  ganzen  Zahl  verschieden  sind,  so  wird  die  Function  *  un- 
endlich. Geht  eine  der  Grössen  «<?—?/  oder  w—v  in  Null  oder  eine  negative 
ganze  Zahl  über,  während  w  und  w—u—v  von  Null  oder  einer  negativen 
ganzen  Zahl  verschieden  sind,  so  geht  die  Function  <P  stetig  in  Null  über. 
Werden  für  u,  <r>,  w  ganze  rationale  Functionen  von  a,  ß,  y  eingesetzt,  so 
ist,  solange  w  und  w—u—v  von  Null  oder  einer  negativen  ganzen  Zahl 
verschieden  ist,  *  eine  einwerthige  und  stetige  analytische  Function  jeder 
der  Variabein  a,  ß,  y.     Für  die  Function  4>{u,v,w)  gelten  die  Relationen 

(21.)       *P{u,v,w)  =  <t>{v,u,tp) 
und  aus  (16.) 

(22.)  4>{U,V,W)    =    -^—7 — r^*(«,  P,  fP  +  1). 

Es  ist  also,  zunächst  unter  den  bei  (19.)  angegebenen  Einschränkungen 
nach  (10.) 

(23.)       C„  =  <f>{a,ß,r). 

Nun  werde  C,,  aufgesucht.     Nach  No.  3  ist 

n ^  „(')      n    —  „(2) 

'"  ~       dar  ^'   '        "  ~  ^'  ■ 

Es  werde  nun  hier  vorausgesetzt,   y  —  a  —  ß  reell  und    !>;'  — a— /^>>0. 

Dann  wird  (No.  3  (8.)) 

F,,  =  0,       F,,  -  (I-X)'-(I'-«-^)  g-(y-«-^^l).,._ 

Daher  ergiebt  sich  aus  No.  3  (8.) 


(24. 
Nun  ist 


,  .    (  -(\—xy+'-+ß-Tf    d  „,    a       ,) 

^-  =  il^i    \-Lß — -d^^^^'f^'r,-)] 

j     =  ^j°?i  y(pa-ß)  a-x)'^''-^^-^F(«+i,/J+i,y+i,x)|. 

Ul-xr'F{a,y-ß,y,^) 
(25.)       F{a,ß,y,x)  = 

hl-a^)-ßF{ji,y-^,y,-^h 
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und  hieraus 

(26.)        F{a,  ß,  y,  x)  =  {l-xy-'f  F(y-a,  y~ß,  y,  x\ 
(log(l— x))^=u  =  0   (s.  die  Abh.   des  Herru  Kummer  Bd.  15  dieses  Journals 
p.  54,  vgl.  II  dieser  No.).     Daher  ergiebt  sich 


(29.) 


(27.;       .  _ 

da   die   Potenzreihe   F[y-a,y—ß,y^l.^x)    für  x  =  l    convergirt.     Hieraus 
nach  (19.)  und  (22.) 

(28.)        Cn  ==  -^^£^  *(;._«,  y~ß,  y+1)  =  4>[y~a,  y-ß,  y). 

Mau  hat  also,  wenn  y—a—ß  reell  ist,   1  >>  y~a~ß  >•  0,  /  nicht  gleich  einer 
ganzen  Zahl,  die  ^  0  ist, 

^(«,  ß,  r,  ^)   =  *(«.  ß,  r)Fy^>  ß,  «+/:?-/+ 1,  l-x) 
+*(7-«,  y-ß,  y){l-xy-"-''F[y-a,  y-ß,  y-a-ß+1,  1-x). 

Die  Reiheuentwickelungen  der  Functionen  F  und  die  Functionen  <P  in  (29.) 
behalten  ihre  Bedeutung,  so  lange  y—a—ß  nicht  ganzzahlig,  y  nicht  gleich 
Null  oder  einer  negativen  ganzen  Zahl  wird.    Es  soll  nun  bewiesen  werden, 
dass,  solange  keiner  dieser  Fälle  eintritt,  die  Grleichung  f29.)  gilt. 
Es  ist 

\     ^   >    '    '    ^  „^1  i.2...«c(c-f-l)...(c-f«-i) 

.(,+  .)    .(.4-.l)Kt+^.^(6+.-.)   ^^(     t.c»), 
I  i.2...vc(c-\-i)...(c-\-v~-i)  ^'^^  !    }    }    ji 

iOi.i  ifj^.ya,u,c,zj  -  ^^^    (v+l)(t,+2)...(v-t-14-n)(c+J')(c+i'+l)...(c+v+«) 

Die  Reihe  (31.1  convergirt.  wenn  Modz<l,  Modc^r,  Modo  und  Mod6 

beliebig  sind.     Nun  werde  für  — ; — ; —  in  (31.)  eingesetzt 


1  1 


v+?i 


wodurch 

(32. 


v+w    i,  ^  v-\-n  /  ' 


(a+vXa+v+i)...(a+v+nXb+vXb+v+i)...(b+v+n) 
(v+lXv+2).~.:(v+i+n)v(v-^i)...(v+uj 

•|(-^)'|(^fl-)*-|(^)l''"^' 

40* 
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entsteht  Da  in  dieser  Reihe  a  und  b  beliebige  positive  reelle  Werthe,  c 
einen  negativen  reellen  Werth,  dessen  absoluter  Betrag  kleiner  als  v  ist, 
erhalten  kann,  so  convergirt  auch 

,  "Jf  I  (Mod(a)+y)...(Mod(a)-fi'4-n)(Mod(fe)+y)...(Mod(fc)+i'+w) 
n=J  (v+iXi'  +  2)...(v+l+n)v(v+l)...(v+7i) 


■|(-"^i-'^-)"-|(":'l-'')"l(M«<>.;"-. 


Das  allgemeine  Glied  in  der  Eeihe  (33.)  nimmt  die  Form  an 

(34.)      (Modz]-+'-S'Ä-,,JModa)"(Mod6)\'Mod-c)'(Mod3)"(  "'^^^o"'^'  )' 

in  demselben  sind  die  Coefficienten  ä.,  i,  ^  positiv.  Man  darf  daher,  nachdem 
man  die  Glieder  der  Reihe  (33.)  durch  die  Ausdrücke  (34.)  dargestellt  hat, 
in  der  neuen  Reihe  die  Glieder  mit  denselben  Exponenten  zusammenfassen, 
wodurch  man  für  (33.)  die  Reihe 

(35.)  (Modz)-+'-S'Ä;,,t,c,„(Moda)"(Mod6)'(Mod-c)'(Modi5)''  (a,  b,c,n  =  O...00) 
erhält.     Daraus  ergiebt  sich,  dass  auch  die  Reihe 

(36.)       z'+'^/f,.t,,,„a"6^(-c/z"     (a,  b,  c,  «  =  O...00) 
convergirt  itud   gleich   der  Reihe  (32.),    also  ip^{a,  b,c,z)  ist.     Nun  werde 

.^„,        \a=^Z-^%a"ß"f,     b  =  ^-4'X,a<^ß''f,     c  =  2: '^l  ct^  ß"  f 

l    (p,  o,  T  =  0...r,)        (p,  a,  T  =  0...rj)        (q,  o,t  ^  0...r,) 
gesetzt,  wo 

(38.)  ^      Mod4'i,(Modß,)-iMod/i,)"'(Mod^)'  =  v^<v 

(p,o,T=l)...r,) 

Modß^Modc,,  Mod/?^Mod/?,,  Mody^Mod;', 
sein  soll.     Wird 

^      Mod;j^'>^(Moda)f(Mod/?)''(Modv)'     statt    Modo, 
Z     Modzf>,(Moda)?(Mod/?)''(Mody)^     statt    Mod6, 

(o.o.i=l)...rj)  -■   • 

Z     Mod;f('>,(Moda  ?(Mod/?}<'fMody)^     statt    Mod-c 
(0,0,1 =ii..j-,)  ^' '  '  ' 

in  (35.)  eingesetzt,  so  ist  es  gestattet,  die  Glieder  mit  denselben  Exponenten 
zusammenzufassen.  Werden  daher  die  Ausdrücke  (37.)  in  (36.)  eingesetzt, 
so  ist  es  auch  dort  gestattet,  die  Glieder  mit  denselben  Exponenten  zu- 
sammenzufassen, wodurch  man  die  Reihe 

(39.)        3''+'-Zc„,t,<,„aV:?V2''     (0,  b,  C,  M  =  0...oc) 
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erhalte.     Es  muss  auch  die  Reihe 

(40.)  (Mod  z)-+'-S-Mod  c„,t,,,,„f Mod  a)'\'Mod  /?)"(Mod 7)'(Mod  z)"  (n,  b,  c, «  =  0 . . .  ^) 
eonvergireii,  wenn  Mod«<;rM()d«,,  Mod/?<Mod/9,,  Mody<Mod7,,  Mod3<l 
ist.  Für  diese  Werthe  von  a,  ß,  y,  z  stellt  die  Reihe  (39.)  die  Function 
^>^(a,b,c,z)  dar,  worin  für  a,  b,  c  die  Ausdrücke  (37.)  stehen.  Bezeichnet 
man  nun  irgend  eine  der  vier  Variabein  a,  ß,  y,  a  durch  «,  so  folgt  aus 
(40.),  dass  die  Reihe  (39.)  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  n  angeordnet 
werden  darf  und  die  Function  if'^{a,  b,  c,  z)  darstellt.  Es  hat  sich  also  er- 
geben, dass  die  Function  yj,.[a,  b,c,  z),  worin  a,  b,  c  die  Ausdrücke  (37.) 
sind,  durch  die  Reihe  ,39.(1  dargestellt  wird,  und  eine  einwerthige  und 
stetige  analytische  Function  jeder  der  vier  Variabein  a,  ß,  y,  z  ist,  wenn 
Mod«  ^  Modßi,  Mod/?  ^  Mod^,  Modj'  ^  Mod/i,  Mod3<  1  ist,  wo 
Modßj,  Modj^i,  (Mod/i  mit  v  durch  die  Relation  (38.)  zusammenhängen. 
Wird  in  diese  Function  \p,.  für  z  eine  einwerthige  und  stetige  Function  von 
X  eingesetzt,  die  in  einem  gewissen  Gebiete  von  x  die  Bedingung  (Moda-cCl 
erfüllt,  so  ist  -ip^  auch  eine  einwerthige  und  stetige  analytische  Function 
von  X  in  diesem  Gebiete. 

Nun  soll  in  der  Gleichung  (29.)  jede  der  Variabein  «,  ß,  y  unabhängig 
von  den  anderen  ein  solches  Intervall  im  Reellen  durchlaufen,  dass  tiir 
alle  Werthe  «,  ß,  y  die  Bedingung  1  >  y—a—ß  >>  0,  /  nicht  gleich  einer 
ganzen  Zahl,  die  <  0  ist ,  erfüllt  ist ;  x  möge  reelle  Werthe  erhalten  und 
ein  Intervall  durchlaufen,  so  dass  0<Cx<i'i-  ist.  Dann  ist  für  diese  Strecken 
der  vier  Variabein  a,  ß,  y,  x  die  Gleichung  (29.)  bereits  bewiesen.  Nun 
werden  die  Functionen  in  (29.1  als  analytische  Functionen  successive  jeder' 
der  Variabein  or,  ß,  y  betrachtet  mit  Hülfe  des  über  die  Function  i/V  (31-) 
vorhin  Bewiesenen.  Da  die  Gleichung  (29.)  jedesmal  für  eine  Sti'ecke  einer 
solchen  Variabein  bereits  bewiesen  ist,  so  wird  die  Gleichung  ausgedehnt 
über  das  Gebiet,  worin  die  Functionen  in  (29.)  einwerthige  und  stetige 
Functionen  derselben  Variabein  bleiben,  demnach  für  alle  Werthe  n,  ß,  y  be- 
wiesen, solange  nicht  y—n~ß  ganzzahlig  und  /  gleich  Null  oder  einer 
negativen  Zahl  ist.  Zuletzt  wird  bei  fixirten  Werthen  «,  ß,  y  die  Gleichung 
für  beliebige  Werthe  von  x  ausgedehnt,  wofern  die  Functionen  von  x  auf 
demselben  Wege  fortgesetzt  und  dabei  keine  singulären  Stellen  über- 
schritten werden. 

Ueber  das  Verhalten  der  durch  die  Reihe  (1.1  ausgedrückten  Function, 
worhi  a  oder  ß  nicht  eine  ganze  Zahl  ^  0  ist,  bei  unendlicher  Annäherung 
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von  X  an  1  ergiebt  sich,  wenn  y—a~ß  nicht  gauzzahlig-  ist,  aus    29.),  indem 

der  reelle  Theil  von  y—a—ß  durch  '^{y—a—ß)  bezeichnet  wird: 

i'Si{y-a-ß)  >0,     \imF{a,  ß,y,x^  =  ^{a,  ß,y)^ 
\  1=1 

(41.)        9t(;'-«-/3)<0,,    \imF{a,ß,y,x)  =  oo^ 
j  1=1 

V  gt  (/  —  a  —  /?)  =  0,  F{a,  ß,y,x)  bleibt  endlich  für  lim  a-  =  1, 
ohne  sich  einer  bestimmten  Grenze  zu  nähern.  Ist  y~a—ß  reell  und  >>  0, 
so  convergirt  die  Reihe  F{a,ß,y,  1)  nach  No.  4,  ihr  Werth  ist  ^{ct.,ß,y). 
Es  sei  y—a—ß  gauzzahlig.  Ist  y—a  -/?  >>  0 ,  so  ergiebt  sich  nach  No.  4, 
dass  die  Reihe  F{a,  ß,y,\)  convergii-t.  Demi  die  beiden  Wurzeln  der  Ex- 
ponentengleichung bei  x  —  1  siiad  0  und  die  ganze  Zahl  y—a-ß'^i).  Der 
Differentialgleichung  genügt  die  Entwickelung  (4.)  yp\  Von  dieser  linear- 
unabhängig  besteht  bei  x  —  1  ein  Integral  y^ ,  welches  zum  Exponenten  0 
gehört.  Kommt  in  demselben  log  (je— 1)  vor,  so  ist  dieser  Logarithmus  mit 
yf'  multiplicirt,  und  der  vom  Logarithmus  freie  Theil  muss  zum  Expo- 
nenten 0  gehören.  (Vgl.  das  in  No.  3  nach  (7.)  Gresagte).  Wird  ver- 
mittelst dieser  beiden  Integrale  F[a,  ß,  y,  x)  dargestellt,  so  ergiebt  sich,  dass 
lim F{a,  ß,y,x)   einen  bestimmten  endlichen  Werth   hat,   und   es   folgt   aus 

dieser  Darstellung  yon  F{a,ß,y,x)^  wenn  man  auf  F[a,ß,y,x)  fürMod(a;)  =  l 
das  Verfahren  von  No.  4  anwendet,  dass  die  Reihe  F{a,  ß,  y,  1)  convergirt. 
Ist  y—a—ß  —  0,  so  sind  die  beiden  Wurzeln  der  Exponentengleichung  bei  x  —  1 
gleich  Null.  Es  giebt  dann  zwei  zu  dem  Ex])onentcn  Null  gehörende  linear- 
unabhängige  Integrale  bei  x=l,  von  denen  in  dem  einen  log(a;— 1)  vor- 
kommt. In  der  Darstellung  von  F{a,  ß,  y,  x)  durch  diese  beiden  Integrale 
kommt  log(ar— 1)  vor  und  \uaF(a,ß,y,Xj  =  ^.    Denn  sonst  wäre  F{a,ß,y,x) 

x=l 

allenthalben  im  Endlichen  einwerthig  und  stetig,  und  weil  für  x  =  t~\  t^O 

diese  Function   ein  reguläres  Integral  von  (2.)  ist,  so  wäre  sie  eine  ganze 

rationale  Function,  also  a  oder  ß  eine  ganze  Zahl  5~_  0.    Da  die  Entwickelung 

iy—l)F{a,ß,y—l,x)  Integral  von  (2.)  ist,  wo  y—1  statt /steht  auch  für;'  =  l, 

so  folgt,  wenn  y—a—ß  ganzzahlig  und  >  0  ist,  aus  den  vorhin  angegebenen 

Darstellungen  dieses  Integrales  bei  x  =  l:  lim [l—x}\{y—l)F[a, ß,y—l, x)\  =0. 

x=i 

Daher  ergiebt  sich,  wie  oben  (12.)  bis  (19.),  wenn  y—a—ß  ganzzahlig 
und  >0,  F[a,  ß,y,\)  =  <P[a,  ß,y).  Ist  /-«-/:?  <0,  so  folgt  aus  (26.): 
limF{a,ß,y,x)  =  oa.     Wenn  ß  oder  ß  eine   ganze  Zahl  ^0   ist,   so  ist 

((11.)  bis  (19.))  F(a,  ß,  y,  1)  =  *(«,  ß,  y). 
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[    dx  ■'    dx  "    dx    ' 

Die  Entwickelung  für  yV\  behält  ihre  Bedeutung,  so  lange  nicht  2—y 
gleich  Xull  oder  einer  negativen  ganzen  Zahl  ist,  die  Entwickelungen  für 
yP^  und  y{-'>  gelten  und  sind  linearanabhängig.  so  lange  nicht  y  —  a—ß  ganz- 
zahlig wird.  Aus  a.)  sind  gegeben  C,  F,„,  F„  (bei  (10.)),  i^«,  ^12  bei  (24.); 
dabei  werde  y  —  a  —  ß  als  reell  und  \>y  —  a—ß':>0  vorausgesetzt.  Es 
ergiebt  sich: 
(43.)       a,  =  F(«-;'  +  l,/5-;'+1.2-;',  l)  =  *(a-^  +  l,/?-^+l,2-^\ 

i^'^-)C,,=^U{yg\,    (26.:) 

\%lV-%-'l?  ^'^~'''  ^"^'  ^~^'  ^^  =  ^^^^-  ^^^-^^  '^^-^^ 

4>(\-a,\-ß,2-y\ 
Man  erhält  also,   wenn  y  —  a  —  ß  reell  und    1>^  — «  — /?>.0.  2—/  nicht 
gleich  einer  ganzen  Zahl  ^  0 : 

(  ar'-''F(a-/4-l,  ß-y^l,  2-y,  x) 

(45.)  =  *(«-/+l,  /5-y+l,  2-^)  F(a,  /?,  a+Zi-p'+l,  1-a:) 

(  +  *(1-G,  1-/?,  2-y]{l-xy-''-PF[y-a,  y-ß,  y~a-ß+l^  1-ar). 
Die  Reihenentwickelungen  der  Functionen  F  und  die  Functionen  *  in  (45.) 
behalten  ihre  Bedeutung,  so  lange  y—a  —  ß  nicht  ganzzahlig.  2  —  y  nicht 
gleich  Xull  oder  einer  negativen  ganzen  Zahl  wird.  Durch  das  bei  i29.) 
angewandte  Verfahren  ergiebt  sich,  dass,  solange  keiner  dieser  Fälle  ein- 
tritt, die  Formel  (45.)  gilt. 

c.^  (46.)  y?^  =  C,,y?^  +  C,,y?'- 
«/('•  soll  längs  der  Linie  L  in  positiver  Richtung  zu  x  =  ^  fortgesetzt  werden, 
(vgl.  Xo.  6  d.))  Xach  Xo.  1  (Schluss)  wird  a;  =  <  '  gesetzt,  dann  entspricht  dem 
Punkte  x=l  der  Punkt  /  =  1,  dem  Punkte  x=x>  der  Punkt  t  =  0,  hierauf 
/  =  1—  I,  so  dass  dem  Punkte  x  =  1  der  Punkt  ?  =  0,  dem  Punkte  x  =  x 
der  Punkt  c  =  1  entspricht.  Die  Integrale  yp\  yP^  und  y?^  sind  als  Func- 
tionen von  ij  auf  der  Seite  der  durch  5'  =  0  und  §  —  1  gezogenen  Geraden. 
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auf  welcher  die  den  complexen  Ausdrücken  mit  positiven  Coefficienten  von 
i  entsprechenden  Punkte  liegen,  zu  nehmen   und  y\-^  längs  dieser  Geraden 
von    ^  —  0    zu    ^  =  1    fortzusetzen    und   durch  yP^   und   y^^^   auszudrücken, 
wobei  No.  3  in  Anwendung  kommt. 
Man  erhält 

^^"^•^         j  =  f(«,  ß,  a+ß-y+i,  ^A.)  =  il-^rF(a,  a-y+l,  a+ß-y+l,  S) 
(vgl.  (25.))  und 

^     -^       1 2/^^'  =  {l-iYFiß,  ß-r+1,  ß-a+1, 1-^), 
wo  in  (l-S)"  =  e"'""^^'-'^  und  (1-s")'*  =  e^'^s^'--^  (log(l-D)|=o  =  0  zu  setzen 
ist;   a+ß—y+1   nicht   gleich   einer  ganzen   Zahl,   die  ^0   ist,   a—ß  nicht 
ganzzahlig. 

Nun  hat  man 

(49.)  dyO)     _  dyW  dy« 

l    dl       ~    ^»     d|     +^''     d|     ■ 

Nach  No.  3  wird 

R  =.  a+ß-1,     C  =  {ß~a)  e-(''+/»)-, 

wo  (log(|— l))t=„  =  Tie  gesetzt  ist, 

n  —  -^  iP^     n  —  —  tP'> 

'  —    da  "^    '  —       "'    ' 

Es  werden  a  und  /?  als  reell,  a  <Z  ß  vorausgesetzt.     Dann  ist 

F,„  =  /?e-(«+'')'"(l-i-)-«,     F„  =  e-(«+/')'"(l_^-)-''^'. 
Daher 

(50.)    C.  =  |  +  Tl^f|^T^^^(«+l'«-^+2,«+/^-,^         =  (Vgl.  11), 

lim  F(a,  a-J'+l,  a+/i-/+l,  I) 


=  (vgl.  (19.))   4>{a,a-y+l,  a+ß-y+l). 
Ferner  ist 

n ^«(3)       /)    —  «(') 

"  ~       dl  ^'  '     "  ~  "'  * 

Es  sei  l>-/i-a>0.     Dann  ist 

F,^  =  -ße-'<'+^>-(l-|)-^     F.,  =  -e-Co+/!)-^_^)-/?+i. 
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Daher 


(51.)  C,=^^S^'^S;^^^'^+l''^-^+2,«+/?-,+2,.0h((260,  (19.)) 

=  <P{ß-r+hß,a+ß-y+l),     (22.). 
Also  wenn  a,  ß  als  reell.  1  >>/?—«>  0  vorausgesetzt  werden,  a+ß—y+1 
nicht  gleich  einer  ganzen  Zahl  £^  0,  so  ist: 

I  {l-§YF(a,a-y+l,a+lS-y+h§) 

(52.)  =  *(«,  a-y+1,  a+ß-y+l)a-STF{a,  a-y+1,  a-.ß+l,  l-§) 

(  +  *(/?,  ß-r+1,  a+ß-y+l){l-§YF{ß,  /?-/+!,  ß-a+1,  l-§). 
Die  Reihenentwickelungen  der  Functionen  F  und  die  Functionen  4>  in  (52.) 
behalten  ihre  Bedeutung,  so  lauge  n—ß  nicht  ganzzahlig.  a+ß—y+l  nicht 
gleich  Null  oder  einer  negativen  ganzen  Zahl  wird.  Durch  das  bei  (29.) 
angewandte  Verfahren  ergiebt  sich,  dass,  solange  keiner  dieser  Fälle  ein- 
tritt, die  Gleichung  (52.)  gilt.  Aus  derselben  folgt  alsdann: 
I  F{fx,ß,a+ß-y+l,l-x) 

(53.)  =   4>{a,  ß-7+1.  a+ß-y+l)x-''F{a,  «-7+I,  «-/J+l,  er"') 

i+'PUS,  ß-r+h  a+ß-y+l)x-^F{ß,  ß-r+1,  /?-«+!,  x-'\ 
solange  a—ß  nicht  ganzzahlig,    a+ß—y+l  nicht  gleich  Null  oder   einer 
negativen  ganzen  Zahl  ist. 

d.)     (54.)       2/P'  =  C,,y?^+C,,y?\ 
Dieselbe  Transformation  wie  in  c.)  ist  vorzunehmen.     Es  ist 

/  t/;>  =  (l-xy-"-^ F{y-a,  y-ß,  y-a-ß+1,  1-x) 

(55.)  =  (^f-/""" V  {y-a,  y-ß,  y-a-ß+1,  j^) 

U  e^''+^-y'>'"^y—^il-§rF{y-ß,  l-ß,y-a-ß+l,^ 
(vgl.  (25.)),  wenn 

(log  1)^.^1  =  0,     (log(^-l))|=.,  =  7/j,     (log(l-|)).^_„  =  0 
gesetzt  wird,   y—a—ß+1  nicht   gleich  einer  ganzen  Zahl  ^0,  n—ß  nicht 
ganzzahlig. 

(   y?'  =  C,,y?^+Cnyi'' 

(56.)  rfyW    _  dy(3)  dyW 
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Aus  c.)  C,  F„i,  F,,,  F,,,,  Fn  gegeben,  wobei  a,  ß  als  reell  und  1>/?— a>.0 
vorausgesetzt  ist. 

l|me<"+''-^>'"|-^|.— -'FC;--/?,  l-ß,y-a-ß+\,?) 
+  ^^^7=^  ^''""^'"  (l-i-)F(7-/i,  1-ß,  r-a-ß+1,  §) 

^'^■^      ^^'  ^  l  +  Jß^'^f^^^)^'-^^^^ 

=  (vgl.  (11.),  (19.)) 
\  ef«+^-)'^''' *(;/-/?,  1-/?,  ;.-«-/?+l). 

limeC«-i-/?-y)..jz^±^^,-.-/5^1_^-^.-/9;^(^_^^^  l_/i,  /-a-/^+l,  I) 

1  -7^^^^^^"nl''^''-^l-l)''-''^'F(/-/^+l,2  -/?,^-«-/^+2,|)! 
(58.)       C„  =         (/5-a)(y-«-/S+1)  V     /         j       /  5/  '         '    ^) 

^      ^        "      ^  =  (Vgl.  (26.),  (19.)) 

-  (vgl.  (22.)) 

Es  ist  also,  wenn  a,  ß  reell,  1>-/?— ce>0  ist  und  y—a—ß+1  nicht  gleich 
einer  ganzen  Zahl  ^  0, 

(59.)       =  e("+''-'')'"- *(/-/?,  l-/?,;r-ß.-/?+l)(l-s')"^(«,«-;'+l,  «-^+1,1-1) 
I  +e(«-"'-)'>-- *(/-«,  l-a,;'-a-/5+l)(l-$)''F(/:;,/:J-7+l,/:?-a  +  l,  1-^), 

worin  die  Entwickelungen  der  Functionen  F  und  die  Functionen  *  ihre 
Bedeutung  behalten,  solange  a—ß  nicht  ganzzahlig,  y—a—ß+1  nicht  gleich 
einer  ganzen  Zahl ,  die  ^  0  ist.  Solauge  keiner  dieser  Fälle  eintritt,  gilt 
die  Gleichung,  wie  aus  dem  Verfahren  bei  (29.)  folgt.  Aus  derselben 
ergiebt  sich 

(       {l-x)y-''-^Fir-a,y-ß,y-a-ß+l,l-x)  =  e^''^f>'r')'"U, 
(60.)        U  =  'Pir-ß,  1-ß,  r-f^-ß+l)x-'-F{a,  «-/+1,  ci-ß+1,  X-') 

(     +*(;.-«,  1-ß,  y^a-ß+l)x-'^Fiß,  ß-y+l^ß-a+1,  x''), 
welche  Formel  gilt,  solange  a—ß  nicht  ganzzahlig,  y—u—ß-\-l  nicht  gleich 
einer  ganzen  Zahl,  die  ^0  ist. 
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e.)     (61.)       t/P^  =  C„»/r+C,,j,.r\ 

yf^  wird  läug-s  L  in  positiver  Richtung  zu  a;  =  0  fortgesetzt,  s.  No.  6  d.).    Nach 

\ 
No.  1  (Schluss)  wird  x  —  1+u,  u  —  -  gesetzt,  dem  Punkte  a;  =  oo  entspricht  t'  =  0, 

dem  Punkte  a;  =  0  f'=:— 1;  hierauf  i'  =  — |,  so  dass  dem  Punkte  x  =  oc  ^  =  0, 

dem  Punkte  ir  =  0  §—1  entspricht.    Die  Integrale  ^P\  t/('^  und  «/^''  sind  auf 

der  Seite  der  durch  ^"  =  0  und  ^—1   gezogenen  Geraden  zu   nehmen,   auf 

welcher  die   den   complexen  Ausdrucken  mit  positivem  Coefficienten  von  i 

entsprechenden  Punkte  liegen  und  yf^  von  ^  =  0  zu  §  =  1  hin  längs  dieser 

Geraden  fortzusetzen  und  durcli  yl''  und  yf*  auszudrücken  nach  No.  3. 

,  «/W   =  ic-"F(a,  a-/+l,  «-/54-1,  a;-') 

(62.)  =(-|~)>(«,  t.-;.  +  l,«-/?  +  l,yiy)  =  vgl.   (25.) 

(logl)j=i  =  0,  (log(^-l)).=„  =  77i  gesetzt. 

2/r>  =  Fia,  ß,  y,  x)  =  F{a,  ß,  y,  1=^), 

(63.)        <  y^P  -  x''yF{a~y^hß-y  +  \,2-y.x) 

=  {§-iy-ny-'F(a-y  +  l,ß-y  +  l,2-y,  ^-^) 

a—ß+1    ni(!ht    gleich    einer    ganzen   Zahl  ^  0,    1—y    nicht    ganzzahlig. 
Dann  hat  man 

f     y?'  =  Cuy[''  +  C,S'' 

(64.)         I   dy\'^     _    „     dy\'^  dy<-P_ 

{  d^    ~  ^''  df^^'-^di  ' 

Nach  No.  3   wkd:   R  =  -y,   C=l-y,  i>,„  = -^^«/5.",  /)„  = -yP.     Es  sei 
1-y  reell  und  >0.     fl„  =  1-j',  F.i  =  0.     Daher 

(65.)        C„  =  e-""'F{a,  y-ß,  a~ß+  1,  1)  =  e-'"'^{a,  y-ß,  a-ß+\). 
D„,  =  -  -^  «/','\  Dn  =  y\'\     Es  sei  1-y  reell  und  1  >  1-/  >  0.     fl«  =  0, 
Fu  =  (l-i)''  =  e'■-(l-^)^  (log(l-§));.=„  =  0  gesetzt.     Daher 

'  lirnc*"-«^'"-  jd-^-)''^  (i.f^^E^+ry  ^(«+1,  /-/?+ 1  «-/:?+2,  £)} 
rfifi^      r         (^  =  vgl.  (26.),  (19.) 

e^-^'^rz^lMy  *(i-^^'  «-^+1'  '^-^^+'^^ 

^  e()'-«-')'"0(l_/?,«-y  +  l,  «-/:fH-l\     (22.) 
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Es  ist  also,  wenn  1-y  reell  und  1>-1— ^>0,  a  — /i-fl  nicht  gleich  einer 
ganzen  Zahl  ^  0, 

/  e-'-'S''F{a,y-ß,a-ß+l,§)  =  e-''^''^{a,y-ß,a-ß+l)F{a,ß,y,  i^) 
(67.)      I  +e<''-''-')^'*(l-/^,  a-7+l,a-/i+l) 

welche  Fonnel  man  noch  mittels  der  Gleichung 

F(a,  ß,  y,  ^)  =  rF{a,.y~ß,  y,  l-i)  =  i^F{ß,  y-a,  y,  1-|), 

die  sich  aus  (25.)  ergiebt,  umformen  könnte.  In  (67.)  behalten  die  Reihen- 
entwickelungen der  Functionen  F  und  die  Functionen  <P  ihre  Bedeutung, 
so  lange  1—y  nicht  ganzzahlig,  a  —  ß+1  nicht  gleich  Null  oder  einer 
negativen  ganzen  Zahl  ist.  Nach  dem  bei  (29.)  angewandten  Verfahren 
ergiebt  sich,  dass  so  lange  keiner  dieser  Fälle  eintritt,  die  Gleichung  (67.) 
gilt.     Aus  derselben  folgt: 

,  x-^Fia,  a-y+1,  a-ß+1,  ar"')  =  e-"'"*(a, y-ß,  a-ß+l)F{a, ß,  y,  x) 


(68.)     . 

'    +e'>'-"-'^^'*(l-/3,a-7+l,a-/i+l)x'-''F(a-y+l,/'y-/+l,2-/,x), 

so   lange    \—y  nicht    ganzzahlig,    a  — /i-fl   nicht   gleich  Null    oder    einer 
negativen  ganzen  Zahl. 

/".)     Aus  (68.)  ergiebt  sich  durch  Vertauschung  von  a  mit  ß: 

,  x-^ß,  ß-y+1,  ß-a+1,  X-')  =  e-^^-<P{ß,  y-a,  ß-a+l)F(a,  ß,  y,  x) 


^^^'^     '    -fe<''-'^-"-'^*(l-«,  ß-y+1,  ß-a+l)x'-yFia-y+l,  ß-y+1,  2-y,  x) 
gilt,  so  lange  1—y  nicht  ganzzahlig,  ß  —  a  +  1  nicht  gleich  Null  oder  einer 
negativen   ganzen  Zahl. 

Es  sollen  nun  die  inversen  der  Substitutionen  A  aufgestellt  werden. 
g.)  (70.)       y?^  -  C.,2/S'>  +  C„j,.('\ 

^p^  wu'd  in  negativer  Richtung  längs  L  zu  x=  0  fortgesetzt,  No.  6  d.);  x—  \—l. 
(71.)        yT  =  Pia,  ß,  a  +  ß-y+l,  1-x)  =  F{a,  ß,  a+ß-y-^\,  $). 
r      y^^>  =  Fl,«,  ß,  y,  X)  =  F{a,  ß,  y,  1- 1), 
(72.)  yi'^  =  x'-yF{a-y+l,ß-y  +  l,2-y,x) 

[=  {l-iy'yF{a-y+l,ß-y+l,2-y,l-§) 
(log(l— !,^))a=i,  =  0  gesetzt;  die  Integrale  ^P\  yl"  und  y\^^  sind  auf  der  Seite 
der  durch  §  =  0  und  1=1  gezogenen  Geraden  zu  nehmen,  auf  welcher  die 


I 

i 
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den  complexen  Ausdrücken  mit  negativen  Coefficienten  von  i  entsprechenden 
Punkte  liegen,  und  yp^  längs  dieser  Geraden  von  ^  =  0  zu  1=1  hin  fort- 
zusetzen und  durch  y\^^  und  y^"  auszudrücken  nach  No.  3.  1—y  nicht  ganz- 
zahlig, a  +  ß—y+l  nicht  gleich  einer  ganzen  Zahl  SlO. 

,,(2)  _  r   „(I)  I  r-  „(1) 


(73.)        \dy^    _  dyW  dyO) 

Nach  No.  3  wird  R  =  -y,  C=- (l-/)«*'-»'^'",  (log(^-l))j^u  = -ti«  gesetzt; 
/)u.--^«/^'\  Ai  = -yP.  1-^  sei  reell  und  >  0.  F,,  =  (l~y)e^'-r^^\ 
Fn  —  0.     Daher  wird 

(74.)        C„  =  F{a,  ß,  a^ß-y^h  1)  =  *(a,  /?,  a-^ß~y+V). 
D,n  =  --^y?\D,,  =  y['\  1-7  reell  und  l>l-y>0.  F,^  =  0,  F„  =  e-'""(l-^)y. 

Ijf?  i(,_rxf^!7i^!^+l)-P'(«+l./^+l-«+/?-/+2,.^)j  =  (vgl.  26.) 
l^  l(.-i)(«+''^-.+i)-^^'^-^+^-  ^'-^+^'  «+/5-X+2,  ^)! 


(75.)     C, 


«./9 


^^-^^^^,J^^*(«-7-fl,/^-7+l,«+^-/+2)     (19.) 
=  *(a-7+l,  /3-7  f  1,  a+/?-7+ 1)     (22). 
Es  ist  also,  wenn  1—y  reell  unü  1>1— 7>0  und  a-\-ß—y-\-\  keine  ganze 
Zahl  ^  0  ist, 

•^   |+*(ß_7+l,^_^+l,a^^^_;,+  l)(l_|y-/F(«-7+l,/i-7-f  1,2-7,1-^). 

In  dieser  Formel  behalten  die  Reihenentwickelungen  der  Functionen  F  und 
die  Functionen  4>  ihre  Bedeutung,  solange  \—y  nicht  ganzzahlig,  a-\-ß—y-\-l 
nicht  gleich  Null  oder  einer  negativen  Zahl.  Solange  keiner  dieser  Fälle 
eintritt,  besteht  die  Gleichung  (76.),  wie  sich  durch  das  bei  (29.)  angewandte 
\' erfahren  ergiebt.     Aus  derselben  folgt: 

j        F{a,  ß,  «-t-/?-7-r  1,  1  -x)  =  * («,  ß,  a+ß-y+l) F(a,  ß,  y,  x) 
■^     \^4,(^_yj^l^ß_yj^l^a+ß~y-VV)x'-yF(a-y+\,ß-y+h2-y,x\ 

solange  \—y  nicht  ganzzahlig,  a-\-ß—y'\-l  nicht  gleich  Null  oder  einer 
negativen  ganzen  Zahl. 

h.)  (78.)       yr  =  a,yr>  +  a,y5". 
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Wie  in  g.)  x=  1—1,  daher 

''>  =  {l-xy-"-^F{y-a,  Y-ß,  y-a-ß+\,  \-x) 


(■79 

(log^)l=,  =  0  gesetzt;  /  —  «  —  /? 4- 1  nicht  gleich  einer  ganzen  Zahl  ^  0. 
R,  C,  i^M,  ^11,  Fu2,  F12  aus  g.\  1—y  reell  und  1>  1— />0. 

(80.)       Cn  =  F{y-a,  y-ß,  y-a-ß+1^  1)  =  <P{y-a,  y-ß,  y-a-ß+1). 

(81.)   c.  =  t  -  '^^^^^ '''-"'  '-^'  ^-"-^^+'' ^'^! 
i~^^SE$^^^'^-ß>  1-«^ y—ft^^)  (19-) 

-  *(1-/?,  1-«,  y-o.-ß^l)        (22.). 

Daher,  wenn  1—/  reell  und  1  >  1— p' >  0.  p'— a— /3+1  nicht  gleich  einer 
ganzen  Zahl  ^  0, 

f  I'  -"  -'^Fi;'-«,  y-ß,  y-a-ß+1, 1) 

(82.  -  <^iy-a,  y-ß,  y-a-ß+l}F{a,  ß,  y,  l-§) 

{+*(l-ß,  l-ß,y-a-ß+l){l-§f-rF{a-y+l,ß-y+l,  2-y,  1-^), 
in  welcher  Formel  die  Reihenentwickelungen  der  Functionen  F  und  die 
Functionen  tß  ihre  Bedeutung  behalten,  solange  1—y  nicht  ganzzahlig, 
y—a—ß+1  nicht  gleich  Null  oder  einer  negativen  ganzen  Zahl.  Nach  dem 
Verfalu'en  von  (29.)  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung  gilt,  solange  keiner 
dieser  Fälle  eintritt.     Aus  derselben  folgt 

i  {l-xy-''--'Fiy-a,  y-ß,  y-a-ß+1,  1-x) 

(83.)  =  4>iy-a,  y-ß,  y-a-ß+1) F{a,  ß,  y,  x) 

(+*(1-«,  l-iS,y-a-ß+l)x'-yFia-y+l,  ß-y+1,  2-y,  x), 

solange  1  —  y  nicht  ganzzahlig,  y  —  a  —  ß+1  nicht  gleich  Null  oder  einer 
negativen  ganzen  Zahl. 

i-)  (84.)       yV'  =  Cny?'+C,,yi'\ 

yi'^  wird  längs  L  in  negativer  Richtung  zu  x  =  00  fortgesetzt,  No.  6  d.). 
Nach  No.  1  (Schluss)  wh'd  x=l+u,  u  =  -f  gesetzt,  dem  Punkte  x  =  Q  ent- 
spricht <'  =  — 1,  dem  Punkte  x  =  oo  t'  =  0,  dann  t'  =  §—l,  so  dass  dem 
Punkte  x  —  0  entspricht  i  —  0,  dem  Punkte  x  =  oo  |=1.     Die  Integrale 
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y{'\  yP>  nud  yP  sind  auf  der  Seite  der  durch  ^-  =  0  und  §=1  gezogenen 
Geraden  zu  nehmen,  auf  welcher  die  den  complexen  Ausdrücken  mit  ne"-a- 
tivem  Coefficienten  von  i  eutsjjrechenden  Punkte  liegen,  y\^^  ist  länos 
dieser  Geraden  von  |  =-  0  zu  c  =  1  fortzusetzen  und  durch  yf  ^  und  y?^ 
auszudrücken. 

«["  =  F(«,  ß,  Y,  X)  =  f(«,  ß,  y,  -^j-)  =  (l-s^)"F(«,  y-ß,  y,  |), 
(85.)     \yf^  =  e-»-,l_|i«^--<.F(„,  a-y^\,  «-/?+l,  iziL), 

f  «/P>  =  e-^-^{l-^fr^F{ii,  /J-7+1,  /i-«+l,  i=l), 

wo  (log(l-$}).^„  =  0,  (logDj^,  =  0  gesetzt  ist.  a-ß  uicht  ganzzahlig,  y 
nicht  gleich  Null  oder  einer  negativen  ganzen  Zahl. 

(86.)  \dy^    _  dyip  dyfi 

Nach  No.  3  ist  R^a  +  ß-1;  C  =  ß-u,  (log(c-l))=^o  = -^«  gesetzt. 
^^>i  =  -^y?\    Dn  =  -yP.     Es    seien    a,   ß   reell,    /?-ß>0.     Dann   ist 

F„  =  e«-/?(l-c-)-",     Fa  =  e"-(l-^)-«+'. 
Daher 

^'"•)^>'  =  p(vgl.  (11.)), 

flmie-F(«,  7-/i,  ;.,  c)  =  e'"-<P(a,  y-ß,  y)      (vgl.  (19.)). 

D^n^-~y?\  D,,  =  y{'^-  es  sei  l>/5-a>.0, 

F,  =  -  e-'-"  «  (1- c)-'',     F,3  =  -  e'^^'  (1- 1)-^+'. 

(88.)     C,  =  )-J^if^(l_|)<-^+.F(«+l,/-/i+l,7+l,l){=(l26.Ul9.)) 
(  «'"■"■  Ja^,  *(;'-«.  /^,  7+1)  =  e'^-*(;'-«,  /?,  y).     (22.) 

Also  wenn  a,  ß  reell  und  1  >■ /^-«  >  0.  7  nicht  gleich  einer  ganzen 
Zahl  ^  0  ist, 
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I  (i_|)..F(a,7-/5,7,,0 

(89.)     '==  e"'"*(«,r-/?,r)e-""'(l-irr"F(«,«-7+l,«-/?+l,i=i) 

(  +e^-0(/i,  y-a,  y)e-^-(l-^y§-^F(ß,  ß-y+1,  ß~a+h  ^), 
eine  Formel,  die  mau  noch  vermittelst  der  aus  (25.)  sich  ergebenden  Relation 

umformen  könnte.  Die  Reihenentwickelungen  der  Functionen  F  und  die 
Functionen  <t>  in  (89.)  behalten  ihre  Bedeutung,  solange  ß—a  nicht  ganz- 
zahlig, y  nicht  gleich  einer  ganzen  Zahl  <  0  ist.  Solange  keiner  dieser 
Fälle  eintritt,  besteht  die  Gleichung  (89.),  wie  sich  nach  dem  bei  (29.) 
angegebenen  Verfahren  ergiebt.     Aus  derselben  folgt: 

,F(a,ß,y,x)   =   e'''"<i>(a,y-ß,y)x-''F(a,a-y+l,a-ß+l,x-') 


^^^•^       »  +e^^'<i>(ß,  y-a,  y)x-fiF(ß,  ß-y+1,  /?-«+!,  x''), 

solange  a—ß  nicht  ganzzahlig,  y  nicht  gleich  Null   oder  einer  negativen 
ganzen  Zahl  ist. 

k.)   (91.)     .y<')  =  c„«,«+a,«,«. 

Dieselbe  Substitution  wie  in  «.).     Es  wird 

[  x'-r  F(a-y+  l,ß-y+l,  2-y,  x) 

(92.)       y'^^  =     =  eO-rt--,..->'(l_^-)r-.  F{a-y+h  ß-y+h  2-y,  j^) 

(=  eC-J')-|'-j'(i_|)''F(a-7+l,  1-/3,  2-y,  5), 
a—ß  nicht  ganzzahlig,  2—y  nicht  gleich  einer  ganzen  Zahl  ^  0. 

(93.)  ^(1^      _  rfj,(3)  rfy(3) 

Aus  i.)  R,  C,  Fn,  F,,,  F„2,  Fl,  gegeben,  wobei  a,  ß  reell,  l>/3— a>0 
sein  soll. 

Imie^'-^-)-  \J^  ^^-rF(a-y+h  1-ß,  2-y,  ^) 


(94.)       Cn  = 


I  +-^^-^^(l-^-)F(a-y+l,  1-ß,  2-y,  i) 

|  +  ^9^^^-^-'-^Cl-^^)^(«-^+2,  2-/3,  S-y,  ^)! 

=  (vgl.  (11.),  (19.)) 
ef''->'+'""*(a-/+l,  1-/3,  2-7). 
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-^„^-'(l~ir-''''F{a-y+h  1-ß,  2-r,  ^) 

=  ^''''"'"^7i=^^*'^^-«'/^-^+l'3-7)  ((26.,.  (19.)) 

=  ef/'->'+»)^'*(l-ß,  ß-y+1,  2-y\     (22.) 

Es  ist  also,  wenn  a,  ß  reell  und  1>/?— «>.0.  2—/  nicht  gleich  einer 
ganzen  Zahl  ^0, 

(  e('-)')-|'-y^l_|;,«f(a_j,4-l,  l-ß^  2-y,  ^) 

(96.^    \=  e^"-r+'^^'4>{a-y+l.  l-ß,2-y)e-'""§-''[l-§rF(a,a.-y+l,a-ß+l^-tlL^ 
+e^ß-y^'^n<^(ß~y+l,  l-a,2-r'e'^^'S-^''n~^)^F(ß,ß-y+l,ß-a+h  -^-)- 

In  dieser  Formel  behalten  die  Reihenentwickelungen  der  Functionen  F  und 
die  Functionen  *  ihre  Bedeutung,  solange  ß—a  nicht  ganzzahlig,  2— y  nicht 
gleich  einer  ganzen  Zahl  !^  0.  Solange  keiner  dieser  Fälle  eintritt,  besteht 
die  Gleichung  (96.)  gemäss  dem  Verfahren  bei  (29. \     Aus  derselben  folgt 

,  x'-yPia-y+h  ß-y+1,  2-y,  x) 

(97.)  =  e("-''+'>'" *(«-;'+ 1,  1-ß,  2-y)x-''Fia,  a~y+h  ct-ß+1,  x'') 

(  +  6^'^-''+'^'"" *(/?-;-+!,  1-c,  2-y)x-^F(ß,  ß-y+1,  ß-a+1,  x"'), 
solange  a—ß  jiicht  ganzzahlig,  2—y  nicht  gleich  Null  oder  einer  negativen 
ganzen  Zahl. 

/.)     (98.)       yW  =  Cny?'+C,,yP. 
^S'*  wird    in    negativer   Richtung  längs  I  zu   x  =  1   fortgesetzt ,    No.  6  rf.), 
a;  =  — ,  No.  1  (Schluss).    x^oc  entspricht  /  =  0,  dem  Punkte  x  =  l  t  =  l\  /  =  *. 
y«  =  x-'-FCa,  a-y+1,  a-ß+1,  x'')  =  rF(«,  a-y+1,  a-ß+1,  §) 
1  y?'  =  F(a,  ß,  a+ß~y+l,  1-x)  =  F(a,  ß,  a+ß-y+1,  i=l) 
I  yi''  =  (l-xy-'-^F(y-a,  y-ß,  y-a-ß+1,  1-x) 

(.— /J)..(l_^-)y-«-,^^s-()'^a-^)/r(y_„,  y-ß,  y-a-ß+1,  ^) 

(log(l-^))j=„  =  l,  (logl);,.,  =0  gesetzt;  die  Integrale  y\^\  yP'  und  j/f  sind 
auf  der  Seite   der   durch  ^  =  0  und  §  =  1   gezogenen  Geraden   zu  nehmen, 

Journal  für   Mütlipiiiatik   B<i.  LXXXVII.   Hett  4.  42 


(99.) 
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auf  welcher  die  den  complexen  Ausdrücken  mit  negativen  Coefficienten  von 
i  entsprechenden  Punkte  liegen,  und  ?/P^  ist  längs  dieser  Geraden  von  |  =  0 
zu  ^  =  1  hin  fortzusetzen  und  durch  yP  und  yP  auszudrücken,  y—a—ß 
nicht  ganzzahlig,  a—ß+l  nicht  gleich  einer  ganzen  Zahl  <  0. 


(100.) 


yr 
ML 


CnyP+C,,yP 


Nach  No.  3  wird 

R  =  y_«_/5-l,     C  -  /-«-/?,     (log(s^-l)).=„  =  -71« 
gesetzt, 


d 


n i_  „(3)       n    _  _  „(2) 


y—a—ß  sei  reell  und  >  0, 

F,,  =  y~a~ß,     Fu  =  0. 

(101.)        Cn  =  F{a,  a-y+1,  a-ß+1,  1)  =  *(a,  a-y+1,  a-ß+1). 

n ?L  „(2)       n    _  „(2) 

y—a—ß  reell  und  1  >  y—a—ß  >  0. 

Fu,  =  0,     Fio  =  -  e(y-''-/S)-(i_^)-(y-''-/'), 


lime^''-"-''^'" 
5=1  ' 


-a(a-y+\Xl~^y-^y-''-^'> 


(102.)    C,,==l      ,,-..ßy.<__^^^^-^_ß^^_^^^„_ß^2)    ((26.),  (19.)) 

(=  eO-— /5)«'  *  (1-/3,  ;._/3,  «-/i-f  1).     (22.) 
Wenn   also  y—a—ß  reell  und  l>^-a— /3>.0,   und  «— /:f4-l   nicht  gleich 
einer  ganzen  Zahl  ^  0  ist,  so  ist 

§«F(a,  a-^'+l,  a-ß+1,  §) 
j=  *(ee,  a-/+l,  «-/:?+ l)F(a,  ß,  a+ß-y+1,  i=-^) 
^103-)         +e(r-«-/S)--0(l_/i,  y-ß^  a-ß+1) 

g-ir-.-ß)^i^l_^y-a-ß^-iy-a-ß^F(^^_^^  ^_ß^  y-a-ß+1,  ^\ 

(vgl.  (89.)).  Die  Reihenentwickelungen  der  Functionen  F  und  die  Functionen 
*  in  (108.)  behalten  ihre  Bedeutung,  solange  y—a—ß  nicht  ganzzahlig  und 
a—ß+l  nicht  gleich  einer  ganzen  Zahl  ^0  ist.  Solange  keiner  dieser 
Fälle  eintritt,   besteht   die  Gleichung,   wie  sich   nach  dem  bei  (29.)  ange- 
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wandten  Verfahren  ergiebt.     Aus  derselben  folgt: 

(104.)        -  *(«,  «-y+1,  a-ß+l)F{a,  ß,  a+ß-y+h  l-x) 

\+e^'-°-^''"^{\-ß,y~ß,  a~ß+r)il-xy'''-mY-a,y-ß,y-a-ß^h  l-x), 

solange  y—a—ß  nicht  ganzzahlig,  a.—ß-\-\  nicht  gleich  Null  oder  einer 
negativen  ganzen  Zahl  ist. 

m.)     Aus  (104.)  folgt  durch  Vertauschung  von  a  mit  ß: 

,  x-'''F{ß,  ß-y+l,  /?-ß+l,  X-') 

(105.)        -  *(/?,  ß-y+h  /3-«+l)F(a,  ß,  a+ß-y+1.  l-x) 

^+e^r-'-ß)'r.^(l-a,  y-a,ß-a+l){l-xy-''-^Fiy-a,y-ß,y-a-ß+l,  l~x) 

gilt,  solange  y—a—ß  nicht  ganzzahlig.  ß—a+l  nicht  gleich  Null  oder  einer 
negativen  ganzen  Zahl  ist. 

IL  Es  werde  nun  die  allgemeine  homogene  lineare  Ditferential- 
gleichung  zweiter  Ordnung  mit  nur  regulären  Integralen  und  drei  singulären 
Punkten  behandelt,  welche  Riemann  in  der  Abhandlung:  Beiträge  zur 
Theorie  der  durch  die  GawÄSSche  Reihe  F\^a,  ß,  y,  x)  darstellbaren  Functionen 
für  die  von  ihm  untersuchten  P-Fuuctionen  hergeleitet  hat.  Durch  eine 
rationale  Substitution  ersten  Grades  kann  man  die  drei  singulären  Punkte 
in  ar  =  0,  oc  und  1  verlegen.  Wenn  die  Differentialgleichung  nur  reguläre 
Integrale  haben  soll,  so  ist  sie  von  der  Form: 

(106.)       -^+4^^+^|-^^P  =  0. 
dx         x{x—\)    dx  X  (x—i) 

J  )ie  Wurzeln  der  Expouentengleichung  bei  dieser  Differentialgleichung  seien 
bei  x  —  0  a,  a' ,  bei  x—'x:.  b,  b',  bei  x  =  l  c,  c.  Die  Summe  der 
Wurzeln  bei  den  x  singulären  Punkten  im  Endlichen  und  bei  dem  Punkte 
im  Unendlichen  in  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung /h''^'"  Ordnung 
mit  nur  regulären  Integralen  ist  {a—l)  "*^"' — ~  (vgl.  No.  6  b.).  also  muss 
(107.)       a+a'+b+b'+c+c    =  1 

sein.  Die  Differeiitialgleic-hung  (106.'  hat  nun  bekanntlich  s.  Riemann  1.  e. 
VII.  und  die  Abhandlung  des  Herrn  Fuclis  Bd.  66.  dieses  Journals  p.  löü) 
die  Eigenschaft,  dass  ihre  Coefficienten  durch  die  Wurzeln  der  Exponenten- 
gleichungen bei  den  Punkten  x  =  0,  -x,  1  bestimmt  sind.  Die  Exponenten - 
gleichungen  sind  nämlich 

42* 
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.bei  rr  =  0,    r(r— Ij  — ßr+jE  =  0, 
(108.)         bei  a;=oc,  r{r-l)  +  {2-A)r+C=  0, 

(beia;=l,    r{r-l)  +  {A  +  B)r  +  C+D  +  E  :=  0. 
Wenn  daher  die  erste  die  Wurzeln  a,  a',  die  zweite  b,  h',  die  dritte  c,  c, 
zwischen  denen  die  Relation  (107.)  gilt,  haben  soll,  so  muss  B  +  1  =  a-\-a', 
E  —  aa,  A—l  =  b  +  b',  C  =  bb',  D  =  cc'—aa'—bb'  sein,  demnach  wu'd  Diffe- 
rentialgleichung (106.) 

„(.  d^P        (b+b'+i)x-^a+a'—l    dP        bb'x'+(cc'—aa'—bb')x+aa'  p  _  g 

^^^"^•^        ~d^^  x{x-i)    ■  dx  +  x'(x-iy  r  -  ü. 

Setzt  man 

(110.)    p  =  x-^a-xry, 

so  erhält  man  für  y  diejenige  Differentialgleichung  (109.),  bei  welcher  die 
Wurzeln  der  Exponentengleichung  sind  bei  x  =  0  0  und  a'—a,  bei  x  =  oo 
b  +  a  +  c  und  b'+a  +  c,  bei  rc  =  1  0  und  c'—c,  demnach  aus  (109.) 
("111)      rf>    I   (b+a+c+b'+a+c+i)x+a'—a—l    dy       (b4-o+c)(b'+ffl+c)  ^ 

'^      dx^  x(x—i)  dx  x(x— 1)  ^ 

Wird  nun  b-\-a-\-c  =  a,  b'-\-a-\-c  =  ß,  a  —  a-\-\  =  y  gesetzt,  so  erhält  man  die 
Differentialgleichung  (2.).  Dieselbe  hat  zu  Wurzeln  der  Exponentengleichung 
bei  a;  =  0  0  und  l—y,  bei  x  =  oo  a  und  ß,  bei  a;  =  1  0  und  y  —  a  —  ß 
und  ist  gemäss  (109.)  durch  diese  Wurzeln  in  den  Coefficienten  bestimmt. 
In  Differentialgleichung  (109.)  werde  für  x  eine  rationale  Substitution 
ersten  Grades  in  '§  eingesetzt,  in  welcher  den  Punkten  0,  oo,  1  dieselben 
Punkte  in  anderer  Reihenfolge  entsprechen,  so  erhält  man  eine  Differential- 
gleichung, bei  der  die  Wurzeln  der  Exponeiitengleichungen  (die  in  den 
entsprechenden  Punkten  x  und  g  nach  No.  1  unverändert  bleiben)  bei  den 
Punkten  0,  -c,  1  bekannt  sind,  und  die  demnach  aus  (109.)  gebildet  und 
durch  die  Substitutionen  (110.)  auf  die  Differentialgleichung  (111.)  zurück- 
geführt werden  kann  (s.  Riemann  1.  c.  IL).  Diese  rationalen  Substitutionen 
ersten  Grades  sind: 

( 11^. J  X  —  g,    x  —     . j   ,       X  —        ^       ,       X  —     y .    ,       X  —  i      S,       X  —    j.    • 

Es  sind  dieses  dieselben  Substitutionen,  welche  in  I  aus  den  allgemeinen 
Betrachtungen  in  No.  1  entnommen  sind,  die  drei  ersten  zur  Herleitung  der 
Substitutionen  A,  die  drei  letzten  zur  Herleituug  der  iuversen  Substitutionen  A. 
Wenn  man  nun  die  rationalen  Substitutionen  (112.)  auf  die  Differential- 
gleichung (2.)  anwendet,  so  erhält  man  also  die  Differentialgleichung  in  'i  aus 
(,109.),  und  führt  durch  eine  Substitution  (110.),  worin  x  =  i,  dieselbe  auf  eine 
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Differentialgleichung  (111.)  oder  (2.)  zurück,  in  welcher  die  für  cf,  ß,  y  ein- 
zusetzenden Ausdrücke  aus  den  Wurzeln  der  Exponentengleicliungen  ge- 
geben sind.  Die  Integrale  dieser  letzteren  Differentialgleichung,  zwischen 
denen,  um  die  Ausdrücke  A  uiul  A'  zu  bestimmen,  eine  lineare  Relation 
ermittelt  werden  soll,  sind  eines  bei  f  =  0,  welches  durch  zwei  linear- 
unabhängige bei  ^  =  1  ausgedrückt  werden  soll.  Der  Ausdruck  jedes  dieser 
drei  Integrale  bis  §  =  0,  bezüglich  ^=1,  ist  aus  den  Formeln  (3.)  und  (4.), 
in  welchen  x  =  ^  und  für  a,  ß,  y  die  aus  den  Exponentengleichungen  der 
transformirten  Differentialgleichung  in  'i  sich  ergebenden  Ausdrücke  zu  setzen 
sind,  bis  auf  einen  constanten  Factor  bekannt;  letzterer  ist  direct  zu  bestimmen, 
indem  die  Substitutionen  (112.)  in  die  Integrale  (3.),  (4.),  (5.)  der  ur- 
sprünglichen Differentialgleichung  eingesetzt  werden.  Nun  braucht  nur  die 
eine  Relation  (29.)  bewiesen  zu  sein,  dann  wird  diese  jedesmal  bei  der 
Differentialgleichung  in  ^  angewandt,  um  das  Integral  bei  i?  =  0  durch  die 
beiden  bei  ^  =  1  auszudrücken.  Man  erhält  auf  diese  Weise  die  in  I  als 
Beispiele  zu  dem  in  den  Nrn.  1,  3,  M.  entwickelten  Verfahren  alle  nach 
diesem  Verfahren  berechneten  Gleichungen  (45.),  (52.),  (59.),  (67.),  (76.), 
(82.),  (89.),  (96.),  (103.)  vermöge  der  besonderen  Beschaffenheit  der  Diffe- 
rentialgleichung (109.)  sämmtlich  vermittelst  der  einen  Relation  (29.). 

Wird  auf  die  Differentialgleichung  (109.)  die  Substitution  (110.1  an- 
gewandt, so  kann  man  mittelst  der  Darstellungen  der  Integrale  der  Differential- 
gleichung (111.)  durch  die  Formeln  (3.),  (4.)  und  (5.),  die  mit  Constanten  multi- 
plicirt  werden,  folgende  Ausdrücke  als  Integrale  der  Differentialgleichung 
(109.)  bei  den  singulären  Punkten  a;  =  0,  '>o,  1  aufstellen,  (vgl.  (26.)): 
,f"    =  x"  [l—xy-  F{a-\-b+c,     a-\-b'-\-c,    ö-a'+l,  x) 

—  x"  {l—xYF{a^b^-c,    a+b'^-c,    «— a'+l,  x), 
P"'  =  x^'il—xY  F[a'Arb-\-c,    a'^-b'+c,    a'-a+l,  x) 

=  x^'ll-xY'F^a'+b+c',    a'-f6'+c',  o'-o+l,  x\ 
•   =  e'"'' x-'-'  {x-iyF{a+b+c,    a'^b^c,    6-6'+l,  x'') 

=  e'^^'x-"-''  [x-lfF^a+b+c',    a!+b-\-c,    b-b'-\-l,  a:"'), 
^F"  =  ^■""'x-"'-'  {x-\yF{a+b'^c,    a'^-b'+c,    b'-b+l,  .r"') 

=  e"'"' x-^'-''  {x-iy F{a+b'-\-c,  a'+b'+c,  b'-b+l,  a;"'), 

=  (x—iy  x"  F{a+b+c,    a+b'+c,    c—c'+l,  1-x) 

=  {x-ly  x"'F[a'-\-b-\-c,    a'+b'+c,    c-c'+l,  1-x), 
F    =  {x-iy'x"Fia+b+c,    a+b'+c,    c'-c+l,   1-x) 

=  {x-iy'x"'Fya'+b+c',  a'+b'+c,  c'-c+l,  1-x). 


(113.) 
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Diese  Integrale  werden  in  dem  Gebiete  von  x  genommen,  welches  die 
complexen  Ausdrücke  mit  positivem  Coefficienten  von  i  enthält  und  dabei 
bestimmt,  dass 

(logx),=  i  =  0,      (logfl-a!;)),=„  =  0,      (log,'jr-l)),^„  =  ni 

sein  soll.  Nun  erhält  man,  wenn  man  in  die  in  I  ermittelten  linearen 
Relationen  zwischen  den  Integralen  der  Differentialgleichung  (2.) 

a  —  a+b-\-c,     ß  —  a  +  b'i-c,     y  —  a  —  a'+l 

setzt,  alsdann  die  Relationen  mit  const.a;'"(l— a;)'  multiplicirt,  die  entsprechenden 
Relationen  zwischen  den  Integralen  (113.).  (Lineare  Relationen  zwischen  den 
Integralen  der  Differentialgleichung  (109.)  hat  mittels  deren  Ausdrücke,  die 
durch  bestimmte  Integrale  gegeben  werden,  Herr  Thomae  in  Schloemilchs  Zeit- 
schrift für  Mathematik  und  Physik  Jahrg.  14  berechnete.  Die  Relationen 
zwischen  den  Integralen  (113.)  nehmen  nun  unter  Anwendung  der  Function 
<P  (20.)  folgende  Form  an.  Jede  der  nachstehenden  Gleichungen  gilt,  so  lange 
die  Differenz  der  Exponenten  bei  den  Integralen  P  auf  der  rechten  Seite 
nicht  ganzzahlig  und  die  Grösse,  welche  unter  dem  Functionszeichen  * 
zuletzt  steht,  nicht  Null  oder  eine  negative  ganze  Zahl  ist;  also  z.  B.  die 
erste  Gleichung  gilt,  so  lange  c  —  c'  nicht  ganzzahlig,  a  —  a'+l  nicht  Null 
oder  eine  negative  ganze  Zahl  ist.     Die  Relationen  sind  folgende: 

P"  =  <P{a+b+c,    a+b'+c,    a-a-{-l)e-'''P' 

-{-fp{a+b+c',  a+b'+c,  a—a+l)e''''"P'', 
P"'  =  fp{a'-]-b+c,  a'+b'+c,   a— 0+1)6-'"' P' 

+  <P{a'-\-bi-c,  a'-i,-b'+c',  a'-a+l)e~'''"P'', 
P'  =  (p{a+b-\-c,    a'+b+c,    c-c'+l)e-''"'/^ 

+  *(«+6'+c,  a'+b'+c,  c-c'+l)e-''''"P^', 
P"'  =  4>{a+b+c,   a'+b+c',   c'-c+l)^-'"''/"' 

+  't>{a+b'+c',  a+b'+c,  c'-c+l)e"*''"P% 
P"  =  fp  {a+b+c,    a+b+c',     h-b'+l)e-'""P'' 

+  <t> {a'+b+c,  a'+b+c,  6-6'+l)e'"'"'P°', 
P"-  =  <f> {a+b'+c,    a+b'+c',    6'-6+l)e-"'F' 

+  fp {a'+b'+c,  a'+b'+c,  b' -b+l) e'"'"' P"' . 


I 


(114.)     ( 
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P'  =  <P(a-]-b+c,    a  +  b'+c,     c-c'+De^'P" 

+  *(a'+6+c,  a'+b'-\-c,    c-c'+l)e'-'"  P"', 
P'  =<P{a+b+c',  a+b'+c,    c-c-\-l)e'''-"P" 

+  <P(a-{-b+c',  a'-\-b'-\-c',   c'-c+l)e'''''P'', 
P"  =  ^ia+b+c,   a+b+c',     a~a+l)e"'"P'' 

+  *(a+6'+c,   a+b'+c',   a-a +1) e""' F"' , 
P--  =  4>{a'+b+c,   a'+b+c',   a'-a+l)e<'''"P' 

+  <i>ia+b'+c,  a'+b'+c',  a -a+1)  e""'' P"' , 
P'  =  4»{a-\-b+c,     a'+b+c,    b-b'+De^'^'P" 

+  *(a+6+c',    a'+b+c',   b-b'+l)e'"''P'', 
p»-  =  ff>(a+b'+c,    a'+b'+c,    b' -b+1)  e"'"' P" 

+  ^{a+b'+c',   a'+b'+c,  b'-b+l)e''''*P''. 


Es  ist   am  Schlüsse  von  No.  4  bemerkt  worden ,   dass  es  unter  den 
dort  betrachteten  Functionen   ^jtt(^),   bei  denen  lim ^41,(5)   gleich   den   dort 

gesuchten  Constanten  Qt,  ist,  solche  von  folgender  Beschaffenheit  giebt. 
Die  Function  ^j,t(§)  ist  für  alle  Punkte  der  Kreisfläche  in  der  ^- Ebene 
mit  dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  und  dem  Kadius  1  dem  Modul  nach 
kleiner  als  ein  und  derselbe  endliche  positive  Werth  und  es  ist  ^h-C^)  stetig; 
der  reelle  Theil  in  dieser  Function  sei  u{(),  ö),  der  Coefficient  von  i  ©((>,  ö), 
wenn  ^  =  p  e'",  p  =  Mod  (^)  gesetzt  wird.  Wird  p  =  1  gesetzt,  so  sind  also 
die  Functionen  u(l,6)  und  »(1,  ö)  für  0^d^2n  dem  absoluten  Werthe 
nach  kleiner,  als  eine  endliche  Grenze  und  stetig.  Es  giebt  nun  unter 
diesen  Functionen  m(1,  ö)  oder  »(l,ö)  solche,  dass,  wenn  6  das  Gebiet 
ü  ^  ö  ^  ö,  oder  271  ^  ö  ^  öj  durchläuft,  wo  ö,  beliebig  nahe  an  0,  ö,  be- 
liebig nahe  an  27i  liegt,  die  Function  nicht  die  Eigenschaft  hat,  dass  sie 
mit  wachsendem  6  entweder  nur  wüclist,  oder  nur  abnimmt,  oder  constant  bleibt. 
Um  ein  hierauf  bezügliches  Beispiel  zu  geben,  werde  die  Glci- 
iliung  (10,)  der  No.  8  genommen.  Es  ist  dort  unter  Voraussetzung,  dass 
y  nicht  Null  oder  eine  negative  ganze  Zahl,  y—a—ß  nicht  ganzzahlig  sei, 
und  dass  der  reelle  Theil  von  y—a—ß  R{y—tt—ß);>0  sei,  gezeigt,  dass 
(1.)       Cn  =  \irüF{a,ß,y,x) 


iat.     Nun  werde  y—a—ß^p  +  qi  gesetzt,  p  und  q  reell   und  p  als   positiv 


332  Thome,  zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

und  von  Null  verschieden,  q  als  von  Null  versclüedeu  vorausgesetzt.  Dann 
werde  zur  Untersuchung  von  F{a,  ß,  y,  x)  die  Gleichung  No.  8  (29.)  ge- 
nommen, und  damit  in  derselben  *  (y— «,  y—ß,  y)  nicht  verschwindet,  sollen 
a,  ß  nicht  Null  oder  negative  ganze  Zahlen  sein.  Nun  wird'a;  =  rj+it,  gesetzt, 
wo  7]  und  L.  reell  sind;  für  Modx  =  1  besteht  dann  die  Gleichung  if-i-i^^  =  1. 
l—x  —  l—T]  —  ii^;  hier  wird  für  1—»/  die  Entwickelung  No.  4  (,18.),  worin 
7/u=l,  ?u  — 0  ist,  gesetzt  \—rt-—^  —  ßX\  demnach  1—x  —  JEcX",  Ci  = —i. 
Wii"d  diese  Entwickelung  für  1  —  x  in  No.  8  (29.)  eingesetzt,  so  nimmt 
'i>{a,ß,r)P^.^,  ß,  ('■  +  ß-r+'^:-'^-^)  die  Form  P(0  +  «'"(D  an,  wo  die 
Functionen  P(C)  und  F  (0  Entwickeluugen  der  Form  J'^-,,^'  haben  mit 
reellen  Coefficienten  g^.  Ferner,  wenn  $  >  0  angenommen  wird,  so  erhält 
man  für 

*(r-«,  r-ß>  r)i'^-^y~'"'^P(r-^>  r-ß> ;'-«-/?+!,  i-a;) 

eine  Entwickelung  der  Form  e'''+''"''^'"(^(?)  +  *^'(^))'  (logDc=i  =  0,  wo  die 
Entwickelungen  für  ^(^  und  Q\^)  die  Form  ^  Aa?"  haben  mit  reellen  Coef- 
ficienten Ä„;  Q{<d)  +  iQ'{0)  =  <P{y—a,  y~ß,  j/)e(''+''')iog(-o  yon  Null  verschieden 
ist.     Man  hat  daher 

-^(Ö(D  +  «P'(?))  =  Ä(0  +  «Ä'(^)     und     (?(D  +  i(?'(C)  =  e«(f>+'«'(^ 

wo  S  und  S'  ebenfalls  Entwickelungen  der  Form  ^IX"  haben  mit  reellen 
Coefficienten  4.     Man  hat  also  die  Darstellung 

(2.)        F{a,ß,y,  a;)  =  F(0-f-eP'(?) -fe(''+">'"«(^'+«(f'+'-«'(f>,     (logC)c=.  =  0, 
der  reelle  Theil  wird  also 

(3.)       P  Q;)  +  e^'»s<^~'-'  *'(^^'  cos  {q  log  (C)  +  S'  (0) 
und  der  Coefficient  von  i 

(4.)       P'  (D  +  e^"'"'^^^'''^  sin  {q  log  (C)  +  S'  (?)) , 
so     lange    ^    unterhalb    einer     gewissen    Grenze     d  >  0     bleibt.       Es 
sei  nun  0  <  p  <  1.     P(t)   sei   gleich  g'„ -f- Ji' gfa  C'.     Das  Vorzeichen    von 
^p^^i-,,  j.^^^a-i_^gS(C)^^  ist,  wenn  u  hinreichend  klein  geworden  ist,  positiv, 
wenn  t?  =  -|-1,  negativ,  wenn  r/  =  —  1  ist.     Bei  der  Function 

n  =  cos(9iog(C)-fSU')) 

ist  aber 

^(9log?+S'(?))  =  4  +  ^ 
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von  einem  gewissen  positiven  Wertlie  ';  =  ':'  an,  für  u  =  c'  fortwährend  von 
demselben  Vorzeichen  wie  q,  so  dass  q\og'C+S''''C  von  'C'  an  mit  abnehmendem 
5  fortwährend  nnd  ins  Unendliche  entweder  wächst  oder  abnimmt:  es  wird 
daher  rj  =  co&{qlog {':)  +  S' [':;),  während  'C  von  ':'  an  fortwährend  abnimmt, 
für  unendlich  viele  Werthe  'C  abwechselnd  g-leich  +1  nnd  gleich  —1.  Dem- 
nach wild  die  Function 


|:'-^i^.,L"-'+e-^^''^cos(<7log(u)  +  S'(D)|, 


wenn  'C  von  Z"  an  fortwährend  alniimmt.  wo  'C'^'C,  'C"  beliebig  nahe  an  Null 
liegt,  für  unendlich  viele  Werthe  ,  abwechselnd  jjositiv  und  negativ.  Es  kann 
demnach  ein  Gebiet  von  '^,  0^'C^'C",  wo  ,"  beliebig  nahe  an  Null  liegen 
kann,  nicht  bestehen,  so  dass  in  diesem  Intervall  die  vorhin  genannte  Function 
mit  wachsendem  'Z  nur  wächst  oder  nur  abnimmt  oder  constant  bleibt.  Ebenso 
ist  es,  wenn  man  zu  der  vorhin  genannten  Function  die  Constante  ^„ 
addirt.  also  in  Bezug  auf  die  Function  (3.).  Dasselbe  findet  in  Bezug  auf 
die  Function  (4.)  statt.  Wird  J=sin<9  gesetzt,  und  ö  in  einem  Gebiete 
O^ö^ö,  genommen,  wo  0^  beliebig  nahe  an  6  gebracht  werden  kann, 
so  behalten  die  Functionen  (3.)  und  (4.)  als  von  6  abhängig  betrachtet, 
dieselbe  vorhin  genannte  Eigenschaft.  Ebenso  ist  es  füi"  negative  Wenhe 
von  'C,  wo  'Z=  —'Z'  zu  setzen  ist. 

Man  hat  also  in  F^cf,  i3,'/,  x),  wenn  in  y—a—ß=p-\-ql,  p  und  q 
reell  und  von  Null  verschieden  sind.  l>/j>0.  keine  der  Grössen  «,  ß,'/ 
Null  oder  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  eine  Function  -4.\b(a;^  der  ange- 
gebenen Alt. 

II.  Wemi  eine  Function  F{x),  die  durch  eine  nach  Potenzen  von 
.r  mit  positiven  ganzzahligen  Exponenten  fortschreitende  Reihe  dargestellt 
ist.  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  auf  dem  Convergenzkreise 
dieser  Reihe  aufhört,  in  der  Umgebung  eines  solchen  Punktes,  diesen  Punkt 
mitgerechnet,  eine  einwerthige  und  stetige  analytische  Function  zu  sein,  während 
sie  über  jedes  Stück  der  Peripherie,  welches  einen  solchen  Punkt  nicht  enthält, 
hinaus  in  einem  Kreissector  mit  dem  Punkte  x  =  0  als  Mittelpunkt  einwerthig 
und  stetig  fortgesetzt  werden  kann,  wie  die  Function  F{a,i3,'/,xK  abgesehen 
von  x  =  l,  so  entsteht  die  Frage,  ob  die  Potenzreihe  auf  dem  Convergenzkreise, 
abgesehen  von  den  einzelnen  singulären  Punkten,  convergüt  und  die  Function 
darstellt.  Convergirt  die  Reihe  in  einem  solchen  Punkte  des  C'onvergenz- 
kreises,  so  stellt   sie   auch   in   diesem  Punkte  den  Werth  der  Function  dar 
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uach  dem  Satze  von  Abel,  der  in  No.  4  (Anfang)  augegeben  ist.  Was  nun 
die  Convergenz  angeht,  so  kann  man  mittels  der  Fo?/r?erschen  Reihe 
folgenden  Satz  nachweisen. 

Die  Function  F(x)  habe  bei  jedem  der  oben  genannten  singulären 
Punkte  auf  dem  Convergenzkreise ,  ein  solcher  Punkt  sei  x  =  a,  die  ton 
x  —  a  abhängende  Entwickelung  eines  regulären  Integrales  (Abh.  Bd.  74 
No.  1  (5.),  Bd.  75  No.  1).  In  dieser  Entwickelung  sei  der  kleinste  reelle 
Theil  der  Exponenten  in  den  Potenzreihen  >  0,  oder  wenn  derselbe  =  0 
ist,  so  sei  jede  denselben  enthaltende  Potenz  von  x—a  nicht  mit  einer 
Potenz  von  log  (x  —  a)  multiplicirt,  so  dass  die  Function  bei  unendlicher 
Annäherung  von  a;  an  a  dem  Modul  nach  unterhalb  einer  endlichen  Grenze 
bleibt.  Oder  der  kleinste  reelle  Theil  sei>— 1  und  die  Exponenten,  deren 
reelle  Theile  f^O  sind,  seien  reell.  In  diesen  Fällen  convergirt  die  Potenz- 
reihe wenigstens  in  allen  nichtsingulären  Punkten  des  Convergenzkreises. 

Der  Beweis  der  Convergenz  wird  nach  der  von  Dirichlet  (Bd.  17 
p.  54,  55)    in  Betreff  der  Fourier%c\\t\\  Keihe  angegebenen  Methode  geführt. 

Der  reelle  Theil  von  Fix)  sei  ?/((>,  ö),  der  Coefficient  von  i  o((>,  ö), 
wenn  x  =  () e'",  q  =  Mod (x)  gesetzt  wird.  R  sei  der  Radius  des  Convergenz- 
kreises, %o\^tu{R.6)  und  v{R,d)  in  einem  Gebiete  von  0,  welches  keinen 
einem  singulären  Punkte  angehörenden  Werth  6  enthält,  endlich  und  stetig. 
Ein  singulärer  Punkt  sei  x==a  =  Re'^\ 

Wenn  in  o;  =  a  die  Function  F{x)  nicht  endlich  bleibt,  so  ist  zunächst 
zu  zeigen,  dass,  wenn  6  das  Intervall  durchläuft  6,^<i.6  ^6i^  wo  6^  ein 
gewisser  Werth  von  Ö  ist,  diejenige  der  Functionen  u(R,d),  t{R,0\  welche 
nicht  endlich  bleibt,  ihr  Vorzeichen  nicht  wechselt,  und  dass  dasselbe  stattfindet, 
wenn  6  das  Intervall  6,,^ 6^6.  durchläuft,  wo  d^,  ein  gewisser  Werth  von  ö 
ist.  Es  Averde  x  =  j^'+C  gesetzt,  rf  und  'C  reell  und  »?''+  ?'"  =  R^.  Nun  hat 
man,  wenn  r^R  —  t]\  CR  =  'Q'  ist,  ?7(i+?'^„  =  e'"",  nach  No.  4  (17.)  und  (18.)  die  Ent- 
wickelungen  ?;  —  »y,,  =  .Z ß, (?— bn)'\   wenn   t/,,  von  Null   verschieden   ist,   und 

y—'Ct,  =  ^IfiAV—ViiTi  wenn  l,,  von  Null  verschieden  ist.  Hieraus  ergeben 
sich,  wenn  rj'„  +  i^[,  =  Re'^'  ist,  die  Entwickelungen 

(5.)       ri'-  Tj',,  =  i  ^  (r-  Q-\     r,[,  ^  0, 

(6.)        u'-  c„  =  i  -^  (V-»?:,)",      l'u  ^  0. 
In  a;— o  =  r/'— 7y,',+?'(^'— c,0  wird  nun  eine  dieser  Entwickelungen  eingesetzt, 
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etwa  die  für  ?/—»?„.  wenn  t?,',  ^0.  Dadurch  erhält  mau  für  den  reellen 
Theil  uud  für  den  Coefficieuten  von  i  iu  F(x;  bei  x  =  u  Eutrvickelungen 
folg-euder  Form,  wenn  ^'— u„>0  ist: 

(7.^     C'--)«  {i  A-„(iog(:'-r„))HS(c'-D!, 

wo  SC^— Si)  die  Form  einer  Summe  der  von  'Z'—Z^  abhängenden  Entwickelungen 
von  regulären  lutegraleu  hat.  in  welchen  die  Exponenten  reell  und  >  0, 
die  Coefficieuten  reell  sind,  und  welche  Entwickelungen  noch  multipliciit 
sind  mit  Ausdrücken  der  Form  sin  (^ log  (t'—^,))  und  cos(9log(S'— Si)),  worin 
q  reell,  auch  =0  ist.  c  ist  reell,  die  Coefficieuten  Ä-,,  sind  reell  uud  nicht 
alle  Null,  wenn  a^O  ist.  Aus  der  Entwickelung  Ct.)  folgt  nun,  wenn 
«;^0  ist,  dass  fiii*  hinreichend  kleine  Werthe  von  ,'— £,  >0  die  Function 
(7.)  das  Vorzeichen  nicht  wechselt.  Ebenso,  wenn  b'— bi)<0  ist,  wo 
u'— ^„  =  — r'  zu  setzen  ist.  Es  ist  ferner,  weun  in  a;  =  a  die  Function  nicht 
endlich  bleibt,    zu  zeigen,   dass   /   ii{R,6)dd.  wo  i  positiv  ist  und  beliebig 

klein  werden  darf,  dem  absoluten  Weithe  nach  kleiner  ist,  als  eine  beliebig 
vorgeschriebene  positive  Grösse  x,  sobald  d^6i  ist.  wo  ^,  ein  gewisser 
"Werth  von  ö>-ö„  ist:  ebenso  in  Bezug  auf  j  t[R,6  dO. 

(8.)      /\u (^ß,  Öl  +  i t {R,  d)) de  =  y/-^ d"^' 

wo  nach  x  über  den  Kreisbogen  mit  a'  =  0  als  Mittelpunkt  und  dem  Radius 

1  1 

R  von  ö,,+f  bis  6  zu  iutegriren  ist.   —  = hat  eine  Entwickelung 

X  /        x—a \  ° 

der  Form  Zbjx—a]\    Mittels  der  Entwickelung  von  F(a;)  bei  x  =  a  erhält 

das  unbestimmte  Integral  / — ^-^  dx  eine  Entwickelung  bei  x  =  a,  in  welcher 
die  Constante  annullirt  wii'd,  von  der  Form  derjenigen  eines  regulären  Inte- 
grales, in  welcher  der  kleinste  reelle  Theil  der  Exponenten  >  0  ist.  Daraus 
folgt,  dass  die  Grösse  8. \  wennö^Ö,.  wo  ö,  eiu  gewisser  Werth  von  ö  >  ö,, 
ist,  dem  ^lodul  nach  kleiner  als  eine  vorgeschriebene  jiositive  Grösse  x  ist. 

if[^R,6)dd  und  /   e{R,6)d6,  wo  f  positiv  ist 
(1,-*  i'.-f 

uud  beliebig  klein  werden  kann .  6  die  Bedingung  d„^6^ dj  ertüllt,  wo 

0:  ein  gewisser  Werth  von  0  ist. 

In  der  untersuchten  Potenzreihe  2c,x'  ist  nun  der  Coefficient  c,, 

43* 


336  Thome,  zur  Theorie  der  linearen  Di/fereiiiialgleiehiingen. 

wo  in  dem  ersten  Integrale  über  die  Peripherie  des  Kreises  mit  dem  Null- 
punkt als  Mittelpunkt  und  dem  Radius  ()<CR  in  positiver  Kiclitung  integ-rirt 
ist.  In  diesem  x4.usdrucke  ist  der  Uebergang-  von  {)  zu  R  vorzunehmen. 
Bei  einem  singulären  Punkte  der  Function  F(x)  x=^a  auf  dem  Couvergenz- 

1  1  ^ 

kreise  hat   — — r  = ; — p  eine  Entwiekelung  der  Form  2^ku(x  —  a?. 

Wird  nun  die  Entwickelung  von  Fix)  bei  x  =  a  genommen,  so  ergiebt  sieh, 

y'F(x) 
—^~-dx  bei  x  =  a  eine  Entwickelung  (in 

der  das  constante  Glied  annullirt  ist)  von  der  Form  der  von  x  —  a  ab- 
hängenden Entwickelung  eines  regulären  Integrales  hat,  in  welcher  der 
kleinste  reelle  Theil  der  Exponenten  in  den  Potenzreihen  >>  0  ist.  Daraus 
folgt ,  dass  man  um  x  —  a  als  Mittelpunkt  mit  einem  gewissen  von  Null 
verschiedenen  Radius  g  einen  Kreis  schlagen  kann,  der  von  singulären  Punkten 
nur  a  enthält,  so  dass,  wenn  man  über  irgend  ein  innerhalb  dieses  Kreises 
liegendes  Kreisbogenstück,  dessen  Mittelpunkt  der  Nullpunkt  und  dessen 
Radius  q^R  ist ,  und  welches  keinen  singulären  Punkt  enthält,  das  be- 
stimmte Integral  -tt-t-  / — ^  dx  nimmt ,  der  Modul  dieses  bestimmten  Intc- 
grales  kleiner  ist  als  x,  wo  x  eine  vorgeschriebene  beliebig  kleine  positive 
Grösse  ist.     Es  muss  daher  das  Integral 

0..  +  E 

in  welchem  a;  =  a  =  e'"  ist,  ö'>>ö„,  «  reell  und  positiv  ist,  in  dem  Inte- 
grationsintervalle kein  Werth  6  vorkommt,  der  einem  singulären  Punkte 
angehört,  mit  unendlich  abnehmendem  t  sich  einer  bestimmten  endlichen 
Grenze  unendlich  annähern.    Entsprechen  nun  den  singulären  Punkten  von 

F{x)  auf  dem  C'ouvergenzkreise  die  Werthe  ö„,  öj,  ...  Ö„,  und  integrirt  man 

1 
die  Function  F{Re"')e  '"'nach  6  über  die  in  dem  folgenden  Ausdrucke 

angegebenen  Intervalle 

(11.)    /    +/   +•••+/  , 

wo  die  Grössen  e  reell  und  positiv,  so  muss  jedes  einzelne  Integral,  wenn 
die  f  unendlich  klein  werden,  gegen  eine  bestimmte  endliche  Grenze  con- 
vergiren,  die  Summe  dieser  Grenzwerthe  wird  nun  unter  dem  Integrale 
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II 
verstanden.  ^lan  nehme  nun  von  dem  Nullpunkte  aus  einen  Kreissector 
mit  dem  Kadius  R,  die  heiden  begren/.enden  Kadien  sollen  die  Peripherie 
des  Kreises  mit  dem  liadius  R  innerhalb  des  obengenannten  um  x  =  a,  mit 
dem  Radius  n  geschlagenen  Kreises  treffen  in  Punkten,  denen  die  Werthe 
von  6,  &  und  ö"  entsprechen,  und  zwischen  diesen  Durchschnittspunkten 
auf  dem  Kreisbogenstück  mit  dem  liadius  R  soll  der  Piuikt  o  liegen.  Dann 
ergiebt  sich  aus  dem  Vorstehenden,  dass  die  Grösse 

wo  das  zweite  Integral  der  Grenzwerth  von  /  "     -\- f      bei    reellen    posi- 

tiven  unendlich  klein  werdenden  Werthen  von  «  und  *,',  ist,  dem  Modul  nach 
kleiner  als  3;?  ist,  sobald  p  sich  R  soweit  genähert  hat.  dass  für  das  Inter- 
vall 6  ff  ^6  ^  ff',  die  Punkte  q  e'"  ganz  innerhalb  des  genannten  Kreises 
um  X  =  a  mit  dem  Radius  o  liegen.  Nimmt  man  aber  vdu  dem  Nulli)unkt 
aus  einen  Kreissector  mit  dem  Radius  R,  so  dass  auf  dem  Stücke  der 
Peripherie  des  Kreises  mit  dem  Radius  R,  welches  diesem  Kreissector  ange- 
hört, kein  singulärer  Punkt  liegt,  und  bezeichnet  man  die  Werthe  6,  welche 
den  Begrenzungspunkten  dieses  Kreisbogenstückes  angehören,  wieder  durch  ff 
und  ff',  so  ergiebt  sich  aus  den  Betrachtungen  von  No.  4  (vor  (11.)),  dass 
jetzt  der  Ausdruck  (13.  >,  wenn  q  sich  dem  R  unbegrenzt  nähert,  im  reellen 
Theile  und  im  Coefficienten  von  i  unendlich  klein  w^ird.  Hieraus  in  Ver- 
bindung mit  dem  vorher  Gesagten  folgt  nun,  dass  der  Grenzwerth  des  Aus- 
druckes (9.)  für  \m\Q  —  R,  die  Grösse  (12.)  ist;  diese  stellt  also  c,  dar. 
Die  Grösse  (12.),  welche  c.,  darstellt,  ist  gleich 

l     -2^/""|M(ß,  ö)cosnö-Fc(/?,Ö)sinaö|rfö 

(14-)  •    " 

)  - ^^V  f" \u {R,  6 ) sin ae-v{R,0) cos aO\dÖ, 

f        inli   J        ' 

\  li 

wo  die  Integrale,  in  dem  bei  (11.)  angegebenen  Sinne  zu  nehmen  sind.    Man  Ito- 

trachte  nun  für  den  Fall,  dass  Fix)  in  a^^a  nicht  endlich  bleibt,  ein  Integral  wie 

(15.)       /"'«(ß,  (9) cos aör/Ö, 

worin  c  positiv  ist  und  unendlich  klein  werden   kann  uiul  in  dem  Intervall 
Ö„-F«^ö<ö'    die  Function   n{R,0)^   wenn    sie  hi  Ö„  nicht  endlich  bleibt. 
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ihr  Vorzeichen  nicht  wechseln  soll.     Dann  ist  das  Integral  (15.)  gleich 
(16.)       (io^at[d'-e^-i)f'\i{R,  e)de, 

WO  t  eine  gewisse  Grösse,  so  dass  0^/5^1,  nud  wii'd  daher  nach  den  oben 
stehenden  Untersuchungen  (nach  (7.)),  wenn  6'  kleiner  als  eine  gewisse 
Grösse  Öi  >  ö,,  ist,  kleiner  als  eine  beliebig  vorgesclmebene  positive  Grösse 
y.     Aus  diesen  Betrachtungen  folgt,  dass  die  Grösse  (14.)  gleich  wird 

i     2^  \f^"<'^,  e)co&(x6d6^  P"v{R,  ö)sinQÖrfö) 

(17.)    I    ''. '  "  ,;  . 

jy^"\<(i?,  ö)sinaörfö-y%(ß,  ö)cosaö</öj. 


2nR^ 

(I  II 

wo  jedes  der  vier  Integrale  in  dem  bei  (11.)  angegebenen  Sinne  zu  ver- 
stehen ist.     Nun  hat  man 

(18.)      fFix)x'-'dx  =  0,     (a-l...oo) 

wo  über  die  Peripherie  des  Kreises  mit  dem  Nullpunkt  als  ]\Iittelpunkt  und 
dem  Radius  Q<iR  integriit  ist.  Durch  dieselben  Betrachtungen,  wie  die, 
welche  auf  das  Integral  (9.)  angewandt  worden  sind,  beweist  mau,  dass  für 
limp  =  7i  der  Grenzwerth  des  Integrales  von  (18.)  ausgedrückt  wird  dui'ch 

(19.)       R'f'F{Re">)e'"'de, 

und  durch  die  bei  (14.)  gemachten  Betrachtungen,  dass  man  aus  (18.) 
und  (19.)  erhält 

(     f'^u[R,  e)co%0iede-f'^i}[R,e)^mcied6 

(20.)  ,  "    ,, 

\-\-i\f''%i[R,  e]smaede+J  '\[R,e)G0Ba6de\  =0, 

'i  U  I) 

jedes  der  Integale  in  dem  bei  (11.)  angegebenen  Sinne  genommen. 

Vermittelst  (17.)  und  (20.)  ergiebt  sich  nun  das  allgemeine  Glied  in 
der  Reihe   Ji'c^a;^  für  Werthe  x  auf  dem  Convergenzki'eise 

c.R'e'" 
=  ^  j  r^tiiR,  ö')cosaÖ'rfÖ'cosaÖ  +  /  "u{R,  ö')sinaöV/ö'sinaö} 

|+-  jy\(R,  e')cosae'de'cosae+J '"v{R,  ö')sinaÖ'rfö'sinaö} , 

II 

(a  =  1...0C). 


I 
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(22.)       c„  =  ^  [  J""n  [R,  ff)  rfö'-f  ip\  (R,  ff)  dff\  • 

0  '11 

Es  ist  (lemnacli  zu  untersuchen,  ob  die  Fourier&vhcn  Reihen 

~^f\r'R,d-)dff 

l+J^  I  /  '"«(fi,  ff)co&affdff(iO&ae+/  '^  u{R,  ö')ömaöVÖ'sinaöj , 

^f\[R,ffdff 

+1—  { /"%(Ä,  Ö'jcosaöV/ö'cosaö-ry"''r(Ä,Ö')siuaö'rfö'sinaöj 


(23.) 


24. 


convergiren. 

Den  singulären  Punkten  von  F{x)  auf  dem  Convergenzkreise  sollen 
die  Werthe  ö„,  ö,,  ...  ö„,  entsprechen.  Bei  jedem  dieser  Werthe  von  6,  6, 
werde  ein  Gebiet  von  6,  6,  —  f^^6^6,  +  t,  abgegrenzt,  in  welchem  nur 
einer  der  Werthe  ö„.  öi,...ö,„  liegt.  Ein  Gebiet  von  6,  welches  keine  der 
singulären  Stellen  ö,„  öj,  ...  ö„,  enthält,  lässt  sich  in  eine  endliche  Anzahl 
Intervalle  theilen,  so  dass  die  Function  u[R,6)  in  jedem  Intervalle  mit 
wachsendem  6  entweder  nur  wächst,  oder  nur  abnimmt,  oder  constant  bleibt 
(Xo.  4  (15.)  etc.).  In  den  Intervallen  d,—t,.^6^6,+t,  {r  =  0...m)  soll  nun 
au  Stelle  der  Functionswerthe  u{R,ff)  und  v{R,ff)  in  (23.)  und  (24.)  Null 
eingesetzt  werden.  Dann  muss  für  jeden  Werth  6,  welcher  den  letzt- 
genannten Intervallen  nicht  angehört,  die  Reihe  (23.)  gegen  u{R,6)^  tlie 
Reihe  (24.)  gegen  t){R,6)  convergü-en.  Nun  nehme  man  in  (23.)  die  Inte- 
grale zwischen  den  Grenzen  6,.—t,.  und  0^+/,  und  für*  0  einen  Werth,  der 
in  keinem  der  Intervalle  0^  —  t,^6-^6^-\-t^  {r  —  0...m)  liegt.  Dami  ist 
die  Summe  der  Glieder  in  (23.)  bis  zu  dem  Stellenzeiger  n 
,0-  X        c  *       r--^''    ,0  /i-N    8in(n-HJl)(Ö'— (?)    .^, 

2sm(^-2— ; 
wo  hier  — ^ —  in  dem  Integrationsgebiete  nicht  verschwindet  und  das  Inte- 
gral, welches  bekanntlich  durch  Summation  der  Grössen  in  (23.)  unter  den 
Integralzeichen  erhalten  wird,  in  dem  bei  (11.)  angegebenen  Sinne  zu  nehmen 

ist.     Der  absolute  Wertli  von  Ji^tiK^JI^  bleibt  für  die  Werthe  ff  im 
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Iiiteg-rationsgebiet  uud  für  alle  Wertlie  n  unterhalb  einer  endlichen  positiven 
Grösse.  Für  den  Fall,  dass  F{x)  in  ße'"'  nicht  endlieh  bleibt,  treten  dann  in 
Bezug  auf  das  Integral  (25.)  die  Betrachtungen  bei  (15.)  ein.  Es  ergiebt  sich. 
dass,  wenn  ;;  eine  beliebig  kleine  vorgeschriebene  positive  Grösse  ist,  es  einen 
positiven  Werth  <' >  0  geben  muss,  so  dass  wenn  /,-^^'  ist,  der  absolute 
Werth  von  S„  für  alle  Werthe  «  =  0 . . .  oo  kleiner  als  x  ist.  Ebenso  bei 
v{R,0].  Indem  man  das  Vorhergehende  zusammenfasst ,  findet  man  nun, 
dass  für  jeden  Werth  6,  welcher  von  ö,„  Ö„  ...  ö„,  verschieden  ist,  die  Keihe  (23. 
gegen  u{R,0),  die  Reihe  (24.)  gegen  v[R,6]  couvergirt;  also  die  Reihe 
2^  c,x^  gegen  den  "Werth  der  Function  F{x)  couvergirt. 

Wenn  bei  einem  der  Werthe  6^{r  =  0...m),  die  den  singuläreu  Punkten 
von  Fix)  auf  dem  Convergenzkreise  entsprechen,  in  einem  Gebiete  Ö,  — ^ 
bis  6r  +  f,  f  positiv  und  >0,  die  Functionen  u{R,6)  und  v{R,6)  endlich 
und  stetig  bleiben,  iind  für  die  Gebiete  von  6,  6,::^  6  ^6',  $^^0^.  0", 
wo  0'  und  6"  gewisse  Werthe  von  6  sind,  mit  wachsendem  6  entweder  nur 
wachsen,  oder  nur  abnehmen,  oder  constant  bleiben,  so  folgt  aus  der 
Fourier&cheu  Reihe,  dass  die  Potenzreihe  auch  in  diesem  sitigulären  Punkte 
convergirt  und  den  Werth  der  Function  Fix)  darstellt.  Diese  Bedingung  ist 
immer  erfüllt,  wenn  die  in  dem  oben  (Anfang  von  IL)  aufgestellten  Satze 
vorausgesetzte  Entwickelung  der  in  dem  singulären  Punkt  x  =  a  endlich 
bleibenden  Function  bei  x  =  a  nur  reelle  Exponenten  in  den  Potenzreihen 
enthält  (vgl.  No.  4.).  Denn  diese  Function  bleibt  in  dem  angegebeneu 
Intervalle  von  6  endlich  und  stetig  und  man  hat  die  Entwickelungen  (5.)  bez. 
(6.)  anzuwenden  und  findet  durch  das  Verfahren  No.  4  (25.)  (26.),  dass  die 
angegebene  Bedingung  erfüllt  ist.  Ein  Beispiel,  wo  diese  Bedingung  nicht 
erfüllt  ist,  während  die  Function  in  einem  Gebiete  ö,— «  bis  d^  +  e  endlich 
uud  stetig  bleibt,  ist  in  I  dieser  Nummer  angegeben. 

Wird  der  im  Vorhergehenden  mittels  der  Fo?merschen  Reihe  be- 
wiesene Satz  über  das  Verhalten  einer  Potenzreihe  auf  dem  Convergenz- 
kreise auf  die  hypergeometrische  Reihe  F{a,  ß,  y,  x)  angewandt,  so  ergiebt 
sich  gemäss  der  Entwickelung  der  Function  F{a,  ß,  y,  x)  bei  dem  singu- 
lären Punkte  x  =  l  No.  8  (29.)  und  Schluss  von  a),  dass  wenn  der  Punkt 
rr  =  1  ausgenommen  wird  (über  das  Verhalten  der  Function  F{a,  ß,  y,  x^ 
bei  diesem  Punkte  vgl.  No.  8  Schluss  von  «)),  die  Reihe  für  Moda;  =  l 
converght,  wenn  der  reelle  Theil  von  y  —  a—ß^Q^  oder  wenn  y  —  a  —  ß 
reell  und  >— 1  ist.     Vgl.   die  bei  Riemann  in   äcn  Beiträgen  zur  Theorie 
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der  durch  die  Ga?/sssehe  Reihe  F'^a,  ß,y,x)  darstellbaren  Functionen  in 
No.  VIII  vorkommende  auf  die  dort  betrachteten  h}'])erjjeometrischen  Iieihen 
sich  beziehende  Stelle:  .,Für  den  Fall,  wenn  der  Modul  von  x  gleich  1  ist. 
folgt  aus  der  Fo?/nerächen  Reihe,  dass  die  Reihen  zu  convergii'en  aufhören, 
wenn  die  Function  für  x  =  l  unendlich  von  einer  hijheren  Ordnung  als  der 
ersten  wird,  aber  convergent  bleiben,  wenn  sie  nur  unendlich  von  einer 
niedrigem  Ordnung  als  1  wird,  oder  endlich  bleibt." 
Greifswald  30.  December  1878. 

10. 
Nachtrag  zu  den  Nummern  4  und  0. 

In  Xo.  4  war  mittels  der  Dirichlel^cYL&n  Resultate,  die  sich  auf  die 
Convergenz  der  Fo?//7e/-schen  Reihe  beziehen,  gezeigt  worden,  dass  die 
Potenzreihe  ^n^J)  für  c  =  1  contergirt  und  die  Constante  C^t  darstellt,  sobald 
die  Annahme  gemacht  wird,  dass  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung 
der  Differentialgleichung  G,„  (^y,  s)  =  0  bei  ;?  =  1  alle  reell  sind.  Die  genannte 
Eigenschaft  der  Potenz-reike  ^itli?)  ?«"  ober  allgemein,  die  Wurzeln  jener 
Exponentengleichung  mögen  reell  oder  complex  sein.  Dieses  kann  man 
durch  nachstehende  einfache  Betrachtungen  über  die  Conrergenz  der  Fourierschen 
Reihe,  bei  welcher  die  darzustellende  Function  auch  unendlich  viele  Maxima 
vnd  Minima  haben  darf,  nachweisen. 

Es  ist  die  Convergenz  der  Fowr/erschen  Reihen  No.  4  (13.)  und  (14.) 
für  ö  =  0  nachzuweisen.  Die  Werthe  der  dort  vorkommenden  Functionen 
«(l.ö)  und  c(l.ö)  liegen  für  das  Gebiet  von  6  0^6^2n  unterhalb  einer 
endlichen  Grenze  und  sind  stetig,  w(l,  0)  =  ?/(l,  27i),  tJil.  0)  =  r(l.  2.n). 
Ferner  erfüllt  jede  dieser  Functionen  nach  No.  4  in  einem  beliebigen  fixirteu 
Gebiete  von  6  aiif  der  Strecke  0  bis  2n,  welches  die  Werthe  6  =  0  und 
6  =  2n  nicht  enthält,  die  Bedingung,  die  im  Folgenden  als  die  Dirichlct^che 
bezeichnet  werden  soll,  dass  dieses  Gebiet  sich  in  eine  endliche  Anzahl 
Theile  theileu  lässt,  so  dass  in  jedem  Theile  die  Function  stetig  ist  und 
mit  wachsendem  0  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt  oder  constant 
bleibt.  Ueber  das  Verhalten  der  Functionen  in  der  Nähe  von  ö  =  0  und 
2.-I  wird  weiter  Nichts  vorausgesetzt,  so  dass  sie  also  in  der  Nähe  von  6  =  0 
und  2.T  auch  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  haben  dürfen.    Vgl.  No.  9  I. 

Nun  sei  (f^0\  eine  reelle  Function  von  6,  die  für  die  Werthe  6 
0^6^271  unterhalb   einer  endlichen  Grenze  liegt,  bei  welcher  Function 
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dieses  Gebiet  von  6  sich  in  eine  endliche  Anzahl  Theile  theilen  lässt,  so 
dass  (p{6)  in  jedem  Theile  stetig  ist  und  die  in  jedem  beliebigen  fixirten 
Gebiete  von  0  auf  der  Strecke  0  bis  27i,  welches  den  Werth  6'  nicht  ent- 
hält, die  oben  genannte  Dirichlets,(ihe  Bedingung  erfüllt.  Wird  diese  Function 
(p  {6)  in  die  Fo?/nersche  Reihe  eingesetzt ,  0  =  6'  genommen  und  wird 
summirt  bis  zu  den  Gliedern  mit  dem  Stellenzeiger  n,  so  ist  die  Summe 
bekanntlich 

a—6' 
I      ^2n  sin(2«+l)— 2— 

(1.)     S..+.  =  2^y    T'C«) r^z:d' ''«• 

Wird  nun  in  den  Gebieten  von  6  O^^O^ff  und  d'<^e^e.  statt  der 
Werthe  von  (p(a)  Null  in  das  Integral  (1.)  eingesetzt,  während  in  dem 
übrigen  Gebiete  von  6  die  Werthe  von  (p{a)  in  (1.)  beibehalten  werden, 
so  convergirt  das  Integral  mit  unendlich  werdendem  n  gegoi  Null  nach 
Dirichlel  (dieses  Journal  Bd.  4  p.  157).  Es  bleibt  demnach  übrig,  den 
Grenzwerth  für  w  =  oo  zu  untersuchen  von  dem  Ausdrucke 

a—d' 


sin(2«+l)-^i—  ,      ^,,  sin(2M+i)- 


^2-)    -Lfvi-) .    a-e'^     ^«+^/"V(«) 


sm- 


-da 


2  2 

(f gl 

oder,   wenn  in  dem   ersten  dieser  Integrale  — ^ —  =  —ß,  in  dem  zweiten 

ff ff 

— — -  =  ß  gesetzt  wird,  den  Grenzwerth  für  ra  =  oo  von 

O'—O  0  —0' 

Hier  seien  6^  und  6.  so  gewählt,  dass  — ~-  und  —~ —  gleich  oder  kleiner 

als  -^  sind.  Ist  6'  =  0  und  2n,  so  ist  in  dem  ersten  Integrale  (3.)  6'  =  2n, 
in  dem  zweiten  6'  =  0.  Die  weitere  Behandlung  der  beiden  Integrale  ge- 
schieht in  übereinstimmender  Weise,  es  werde  nun  die  Untersuchung  des 
zweiten  Integrales  dargestellt.  Hier  ist  zuzusehen,  wenn  die  constante 
obere  Grenze  b  die  Bedingung  0  <  6  ^  ^  erfüllt,  ob  alsdann 

ist,  oder  da 

(5.)       liml/V(ö'+0)^±M,^5  =  i<,(ö'+0), 
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es  ist  zu  untersuchen,  ob 

(^•^   ;i^-^/V(ö'+2/5)-<p(ö'+o))i^-±Mrf;?  =  0 

ist.     Nun  ist,  wenu  e  eine  reelle  Grösse,  so  dass  0  <  f  <  6 

^^•^     l^~Av^i^'+m-v^{e'+0))^^^^^dß  =  0, 

weil  in  diesem  Intervalle  von  ß  die  Function  (p{6'+2ß)  —  (p{d'+0)  die 
Dmchlets,c]\Q  Bedingung  erfüllt.  Wenn  nun  gezeigt  werden  kann,  dass  das 
Integral 

(8.)       ^/\cp {d'+2ß) -  9>  (Ö'+O))  ^^°^;;^^^^  dß 

mit  unendlich  abnehmendem  t  unabhängig  von  den  Werthen  von  n  unendlich 
klein  wird,  so  muss  die  Gleichung  (6.)  erfüllt  sein.  Diese  Bedingung  be- 
steht darin,  dass  wenn  t]  eine  beliebig  klein  gewählte  fishte  reelle  Grösse 
>  0  ist,  so  soll  es  immer  eine  reelle  Grösse  «i  >  0  geben,  so  dass,  sobald 
« ^  «i  ist,  der  absolute  Betrag  von  (8.)  ^  ??  bleibt,  welchen  positiven  ganz- 
zahligen Werth  n  auch  erhalten  mag.  Ist  diese  Bedingung  ei-füllt  und  ist 
y.  eine  beliebig  klein  gewählte  fixirte  reelle  Grösse  >  0 ,  so  kann  man 
zunächst  für  *  einen  fixirten  Werth  ^  b  nehmen,  so  dass  der  absolute  Betrag 
von  (8.)  -<  -iT-  ist  bei  beliebigen  positiven  ganzzahligen  Werthen  von  n, 
alsdann  in  dem  Integrale  in  (7.)  für  n  einen  Stellenzeiger  v,  so  dass,  sobald 
n>v  ist,  der  absolute  Betrag  dieses  Integrales  <  ö"  bleibt,  dann  bleibt 
der  absolute  Betrag  des  Integrales  in  (6.)  <iy.,  sobald  n'Z>v  geworden  ist. 
Die  Bedingung  bei  (8.)  ist  der  einfachste  Fall  der  allgemeineren,  welche 
unter  Zuhülfeuahme  der  Gleichung  (7.)  zum  Beweise  von  (6.)  dient,  näm- 
lich derjenigen,  dass  man  bei  gegebenem  ;;  immer  einen  Werth  f>0  nehmen 
kann,  so  dass  bei  ßxirtem  e  der  absolute  Betrag  von  (8.)  <-2  ^^*^i^^*! 
sobald  n  einen  gewissen  Stellenzeiger  v^  überschritten  hat,  der  aber  von 
der  Grösse  i  abhängig  sein  kann. 

Es  ist  nun  die  bei  (8.)  angegebene  Bedingung  weiter  zu  untersuchen. 
Der  absolute  Betrag  von  (f{e'+2ß)-(r{e'+0)  ist  gleich  Mod  [(f{ß'+2ß)-(f{e'+0)]. 
Nun  ist  zur  Erfüllung  jener  Bedingung  hinreichend,  dass,  wenn  man  eine 
beliebig  kleine  reelle  Grösse  ?j  >  Ü  vorschreibt,  es  immer  einen  solchen 
Werth  «1  >>  0  giebt,  dass 

(9.)      ^/"Mod  [cp  {ff+2ß)  -  cf  (Ö'+O)]  ~^j  <  v 
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bleibt ,  wenn  0  <  (5'  <  «i  und  d  beliebig-  klein  werden  kann.  Und  diese 
Bedingung  kommt  auf  folgende  hinaus,  dass,  wenn  k  eine  Constante  <  6, 

ein  endlicher  Werth  ist.  Da  — -^  in  dem  Integrationsgebiete  zwischen 
reellen  Constanten,  die  grösser  als  Null  sind,  liegt  und,  wenn  die  Be- 
dingung (10.)  erfüllt  ist,  dieselbe  erfüllt  bleibt,  nachdem  das  Integral  mit 
einer  Constanten  multiplicirt  ist,  so  wird  die  Bedingung  (10.)  ersetzt  durch 
die  Bedingung,  dass 

(11.)       lim  y  Mod [(p  (&+2ß)  - (f  ( Ö'+O^]  ^ 

eine  endliche  Grösse  ist.  Wird  (11.)  mit  2  multiplicirt  und  dividirt  und 
2ß  =  y  gesetzt,  so  kann  man  die  Bedingung  (11.)  durch  folgende  ersetzen, 
wobei  die  obere  Grenze  l ^2k  so  genommen  wird,  dass  0<;'^-2^  ist: 

(12.)       lim  f'^ioä[<pi,6'+y)-(fie'+0)]-^ 
(1=11  ^  / 

^^^•^     S  /'^^*^^  ^'p  ^^'+r)  -  v>  (ö'+o)]  ^ 

sind  endliche  Werthe.  Ist  (p{0'-\-y)  =  ii'{m\y),  (p{6'+0)  =  ^p{0)  und  wird 
sin  y  =  'C  gesetzt,  so  wird,  da  man  in  (13.)  /  als  ■<;  ~  voraussetzen  kann 

dy  i  .  . 

und    alsdann    -^  — in     dem    Integrationsgebiete    zwischen    reellen 

de,        cosy  °  " 

Constanten,  die  grösser  als  Null  sind,  liegt,  die  Bedingung  (LS.)  ersetzt  durch: 


(14.)       lim   r'Mod[v(D-V(0)]-^ 


ist  eine  endliche  Grösse,  wo  ^,  eine  Constante  0  <C  Ci  <C  1  ist.  Unter  der 
Form  (14.)  wird  die  Bedingung  hier  angewandt.  (Ueber  die  Convergenz  der 
Fo?inerschen  Reihe,  wenn  die  darzustellende  Function  unendlich  viele  Maxima 
und  Minima  hat,  vgl.  die  Abhandlungen  der  Herren  LipschiU  dieses  Journal 
Bd.  63  p.  296,  Tliomae  Complexe  Functionen,  Halle  1870  p.  28—52,  P.  du 
Bois-Reymond  dieses  Journal  Bd.  79  p.  54  und  55,  Abb.  der  Baier.  Acad. 
1876  p.  53,  Ascoli  Ann.  di  Math.  t.  VI  p.  340,  345,  346.) 

Bei  den  zu  untersuchenden  Fownerschen  Reihen  No.  4  (13.)  und  (14.) 
ist  in  den  Functionen  w(l,  ö)  und  »(1,  ö)  der  Werth  von  6,  der  in  (p{6) 
(1.)  bis  (14.)  durch  0'  bezeichnet  worden  ist,  gleich  0  bez.  2n,  und  es  ist 


I 
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(/)(+0;)  =  7)(27r— 0).  Nun  ist  nach  No.  4  «((>,  ö)+«ü((j,  ö),  wo  O^p^l, 
0<L^d^2n  ist,  für  (^e'"  =  c  gleich  der  P'unetion  ^Hit"),  die  in  dem 
Kreise  in  der  $-Ebene  mit  dem  Nullpunkt  als  ^littelpunkt  und  dem  Radius 
1  durch  eine  Potenzreihe  mit  positiven  ganzzahligen  Exponenten  dargestellt 
wird,  und  welche  Function  bei  unendlicher  Annäherung  von  ^  an  1  sich 
der  Constanten  C«,  unendlich  annähert,  so  dass,  wie  in  den  Nrn.  3  und  4 
angegeben  ist, 

?/(l,  0)  +  i»a,  0)  =  ?/(l,  27r)  +  ic(l,  2.1)  =  C,t. 
Daher  ist 

(15.)      «(1,  ö)-«(l,  0)+«(»(l,  6)-v(l,  0))  =  ^*,(?-)-C,m(  .^  _    ,, 


(16.)  «(l,Ö)-M(l,2.a)  +  i(nl,ö)-»(l,27r))  =  $,,(§-)-C,,  '■  ^'' 
Die  Function  ^^t  (^)  hat  nun  in  der  Nähe  von  1=1  die  Entwickelung 
No.  4  (21.).  Es  wird  weiter  unten  gezeigt  werden,  dass,  wenn  man  zu 
dieser  Entwickelung  —  C^,  addirt,  alsdann  nur  Potenzen  von  §—1  mit  solchen 
Exponenten  vorkommen,  in  denen  der  reelle  Theil  >  0  ist.  Aus  der  Ent- 
wickelung von  ^rt(b)  No.  4  (21.)  wird  nun  die  von  'C  —  mvO  abhängende 
No.  4  (22.)  hergeleitet,  dieselbe  werde  durch  QhAD  bezeichnet,  und  es 
ergiebt  sich  aus  dieser  Herleitung,  dass  auch  in  Ch,(s)  — Ch.  Potenzen  von 
u  nur  Exponenten  mit  einem  reellen  Theile  >  0  enthalten.  Ist  ?  >  0, 
so  tritt  der  reelle  Theil  und  der  Coefficient  von  i  von  Om,  (D  —  C'«,  statt 
ü'(^  — i/'(0)  in  (14.)  ein  gemäss  (15.);  ist  S<;0,  'Q^—X,',  so  tritt  der  reelle 
Theil  und  der  Coefficient  von  i  von  Oh,(— ?')  — ^h.  in  (14.),  wo  t'  statt  l, 
steht,  fiir  i/nC')~'/'(0)  ein  nach  (16.).  Wenn  nun  in  beiden  Fällen  die 
Bedingung  (14.)  erfüllt  ist,  so  convergiit  die  Summe  (3.)  bei  «(1,0)  gegen 
den  reellen  Theil,  bei  »(1,0)  gegen  den  Coefficienten  von  i  von  Cji,, 
demnach  die  Fownersche  Reihe  No.  4  (13.)  gegen  den  reellen  Theil,  die 
Fo?/nersche  Reihe  No.  4  (14.)  gegen  den  Coefficienten  von  i  von  C«.  und 
die  Poteuzreihe  ^^jt  (5)  für  ^  =  1  gegen  0^,,  w.  z.  b.  w. 

Es  sei  nun  ^  >>  0.  Dann  kann  man  der  Entwickelung  Cji.  (D  —  C^*b 
die  Form  einer  Summe  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Summanden  geben, 
wo  jeder  Summand  die  Form 

(17.)       ?'+"z(D(logl')" 
hat,  ;;  und  i.  reell,  ;;  >•  0,  /(^)  =  J'c,?%    logu    reell,    n   ganzzahlig    ^0 

u 

ist.      Da  nun  wegen    der   unbedingten   Convergenz    der  Potenzreihe    auch 
^Modc,,^''  convergirt,  so  ist  der  reelle  Theil  und   der  Coefficient  von  i  in 


346  Thome,  zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

(17.)  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  oder  kleiner  als 

(18.)       t'  i:  Med  c,  'Q"  (Mod  log  l,Y 

und  die  Bedingung  (14.)  ist  in  Bezug  auf  den  reellen  Theil  und  den  Coef- 
ficienten  von  i  von  £1.h,(D  — C^b  erfüllt,  wenn  sie  in  Bezug  auf  jede  der 
Grössen  (18.),  die  statt  j/'(J)  — i/'(0)  eintritt,  erfüllt  ist.  Ist  x  =  x'-\-x",  und 
x   und  x"  gi-össer  als  Null,  so  ist  liniC'XModlogC)"  =  0  und  da,  wenn  die 

Bedingung  (14.)  erfüllt  ist,  sie  erfüllt  bleibt,  wenn  man  das  Integral  mit 
einer  von  Null  verschiedenen  Constanten  multiplicirt,  so  genügt  es,  sie  von 

(19.)       r''jModc,C^^    ;;'>0 
nachzuweisen.     Dann  aber  hat  man,    wenn   ^,  innerhalb   des   Convergenz- 
kreises  von  ^Modc,,^^  genommen  wird, 

(20.)     r-Q'-^zmiWQdZ  =  W^^^^'t 

•'  cj  !        ()     » -|-u        \s 

und  hieraus 

(21.)       lim/"C'-' JModc,^'./:  =  ^f  J^^^.;. 

Ist  c  <  0 ,  'Q  =  —'C,',  so  hat  man  auf  die  Entwickclung  Cj,, (—  ?')  —  Cj,,  die- 
selbe Betrachtung  anzuwenden  und  erhält  dasselbe  Resultat. 

Es  bleibt  übrig  zu  zeigen,  dass  in  der  Entwickclung  ^«(i)  — C,!,. 
Tvo  ^a(^)  die  Entwickelung  No.  4  (21.)  hat,  die  Potenzen  von  ^—1  nur 
Exponenten  enthalten,  deren  reeller  Theil  >0  ist,  wenn  diese  Entwicke- 
lung von  ^H'(^)  — C«  nicht  identisch  Null  ist.  (In  letzterem  Falle  ergiebt 
sich  ohne  Weiteres,  dass  die  Bedingung  (14.)  erfüllt  ist;  die  Potenzreihe 
für  ^t,,(|)  reducirt  sich  auf  C,.t,.)  Die  gemachte  Behauptung  wird  auf  folgende 
Weise  bewiesen.  Wenn  man  in  der  Function  ^«.(i")  beliebig  oft  aber  in  endlicher 
Anzahl  einen  Umgang  um  ^=1  vornimmt,  sei  es  in  positiver  oder  negativer 
Richtung,  in  einem  Kreise  mit  ^  =  1  als  Mittelpunkt  und  einem  Radius  <;  1. 
innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Punkt  5  =  0  als  Mittelpunkt,  welcher  durch  den 
dem  Punkte  '^  —  0  nächsten  singulären  Punkt  a  der  Diiferentialgleichung 
G,„  {y,  I)  =  0  (No.  3)  bei  dem  Mod  a  >  1  gelegt  ist,  so  muss  der  hierdurch  er- 
haltene Werth  von  ^^t  (5),  wenn  |  gegen  1  convergirt,  sich  C^i,  unendlich  an- 
nähern. Diese  Annäherung  findet  in  der  am  Schluss  von  No.  3  angegebeneu 
Weise  statt,  so  dass,  weim  man  einen  Kreissector  mit  dem  3Iittelpunkt  c  =  1 
nimmt  und  eine  beliebig  kleine  reelle  Grösse  (J  >  0  vorschreibt,  mau  immer 
emen  Radius  ö,  >  0  und  einen  unendlich  klein  werdenden  a.  dieses  Sectors 
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nehmen  kann,  so  dass  in  dem  Gebiete  von  c  in  diesem  Sector  zwischen 
den  Radien  Oi  und  o,  der  Werth  von  ^tiS')  sich  von  C^j  um  eine  Grösse 
unterscheidet,  deren  !Modul  <C  S  ist.    Es  ergiebt  sich  dieses,  wenn  man  von 

der  Gleichung  (3.)  in  Xo.  3  ausgeht,  bemerkt,  dass -^^ — ^ dort  bei  s  =  l 

einvrerthig  und  stetig  und  gleich  1  für  S  =  1  ist,  dass  demnach  die  rechte 
Seite  von  Xo.  3  (6.)  die  Eigenschaft  hat,  dass  sie  in  der  angegebenen  Weise 
gegen  0^  convergiit,  wenn  eine  endliche  Anzahl  Umgänge  um  |=1  gemacht 
worden  ist.  Nun  werden  auf  der  rechten  Seite  von  No.  3  (6.)  successive 
Grössen  abgezogen,  die  Eutwickelungen  der  Form  Xo.  4  (21.)  haben,  in 
denen  die  reellen  Theile  der  Exponenten  von  S—1  grösser  als  XuU  sind, 
so  dass,  wenn  ^  gegen  1  convergh-t,  jene  Grössen  in  der  angegebenen 
"Weise  gegen  Xull  convergiien.  wenn  eine  endliche  Anzahl  Umgänge  um 
i  —  1  vorgenommen  ist.  Zuletzt  wird  dann  noch  mit  der  bei  c  =  1  ein- 
werthigen  und  stetigen  Function  e^''"'"(l+|— 1)%  die  gleich  1  für  ;?=  1  ist, 
multiplicirt  und  hierdurch  die  Function  Xo.  3  (9.)  ^^t  {§)  hergestellt,  welche 
also,  wenn  c  gegen  1  couvergirt.  in  der  bezeichneten  Weise  gegen  C^.  con- 
vergh't,  wenn  eine  endliche  Anzahl  Umgänge  um  c  =  1  gemacht  worden 
ist.  Die  Function  ^«(1)  hat  bei  1=1  die  Entwickelung  No.  4  (21.).  Zieht 
man  demnach  in  Xo.  4  (21.)  auf  beiden  Seiten  C^^  ab,  so  erhält  man  rechts 
eine  Entwickelung,  die,  wenn  c  gegen  1  eonvergirt,  in  der  angegebenen 
Weise  gegen  Xull  eonvergirt,  wenn  eine  endliche  Anzahl  Umgänge  um 
c  =  1  vorgenommen  ist.  Wenn  nun  in  dieser  Entwickelung  der  kleinste 
reelle  Theil  der  Exponenten  von  i— 1  gleich  y.  ist,  so  kann  man  der 
Entwickelung  die  Form  geben 

(22.^  {S-1Y{U+V)  =  %,{i)-C,„ 
wo  in  U  nur  Potenzen  von  c— 1  vorkommen,  deren  Exponenten  zum  reellen 
Theil  Xull  haben,  in  V  nur  solche,  deren  Exponenten  einen  reellen  Theil 
>0  enthalten.  Wäre  nun  x^O,  so  müsste,  da  $«(!)  — C^t  nach  euier 
endlichen  Anzahl  Umgänge  um  5=1,  wenn  ^  gegen  1  eonvergirt,  in  der 
oben  beschriebenen  Weise  gegen  Xull  eonvergirt.  dasselbe  in  Bezug  auf 
i^-1)-' {%,{§) -C,i)  stattfinden.  Das  Xämliche  tritt  aber  ein  in  Bezug  auf 
1 .  es  müsste  also  auch  U  dasselbe  Verhalten  zeigen.     U  hat  die  Form 

(23.)       U  =  «„+M,log(|-l)  +  ---  +  M„(log(^^-l))", 
wo  jeder  Coefficient  «  die  Form  hat 

(24.)       c„(5--l)'>-4-c.(.=  -iy>'-  +  "-  +  c.U-iy^S 
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die  c  Constanteu,  die  /  reell  sind.     Bringt  man  U  auf  die  Form 

(25.)       U  =  [m„  (log  (^-1))-"  +  «,  (log  u^-l))-"+' +  ■■•  +  «„]  (log  ($--1))» 

und  nimmt  nun  s  Umgänge  in  derselben  Richtung  um  |  =  1  vor,  so  geht 
die  Grösse  (^-1)''',  wo  y  reell,  in  e*»'''''(l-l)'''  ü^er,  wenn  |-l  =  pe"', 
p  =  Mod(^'— 1)  gesetzt  wird,  so  ist  Mod(^— l)'»"  =  e'^".  Daher  bleibt  nach  s 
Umgängen  der  Modul  einer  Grösse  u  endlich,  der  Modul  von  log(!?— 1") 
wird  unendlich,  wenn  §  gegen  1  convergirt.  Aus  (25.)  und  dem  Vorher- 
gehenden folgt  dann,  dass  auch  u„  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Um- 
gängen um  ij'=l,  wenn  |  gegen  1  convergirt,  in  der  oben  angegebenen 
Weise  gegen  Null  convergiren  müsste.  u„  hat  die  Form  (24),  worin  die 
Constanten  c  von  Null  verschieden,  /,i>7,  >•■•>  /r  sein  sollen,  eine  dieser 
y  kann  auch  gleich  Null  sein.  Bringt  man  nun  ti„  auf  die  Form 
(26.)       [c„  (^-  -l)'(^.-^r)  +  c,  is-ly(y'-rr)+ . . .  +  cj  {s-iyrr 

und  wird  in  einem  Kreissector  mit  ^=1  als  Mittelpunkt  log(|— l)  =  log(>-t-öi 
gesetzt,  so  geht  nach  s  Umgängen  in  positiver  Eichtung  c,,(^~l)''^>''i ">■'■'  in 

(27.)       c,  e~'''"^'''i~>''-^e~'^''''~^''"'"'"'^^'i~'''"^'''^^ 

über.  Da  /,,  — ;'r>0»  so  kann  der  Modul  von  (27.)  durch  hinreichende 
Vergrösserung  von  s  beliebig  klein  gemacht  werden.  Man  nehme  nun  für 
s  eine  positive  ganze  Zahl  s,,  so  dass  für  die  in  dem  Sector  in  Betracht 
kommenden  Werthe  6 

l  Mod  c,  -  Mod  c„  e-'.=^(j'"-/.)-''(y.-)'r) 

*^^^'-'  (  ..•-Modc,_ie--^('''->-'''-^-''"''-i-'''-'>J>0, 
wo  A  eine  Constante  ist.  (;?— l)'^""  geht  nach  s,  Umgängen  in  e-»''")''— "yr+'V/'"-^'.' 
über,  eine  Grösse,  deren  Modul  e  "'""'''•"">''•>  ß  bleibt,  wo  B  eine  Constante 
>  0  ist.  Demnach  ist  nach  Si  Umgängen  der  Ausdruck  (26.)  in  dem  be- 
trachteten Sector  dem  Modul  nach  >  AB  und  kann  also  nicht  gegen  Null 
convergiren,  wenn  ^  gegen  1  convergirt.  Es  kann  also  nicht  y.  in  (22.)  ^  0 
sein,  w.  z.  b.  w.  Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  in  Bezug  auf  die 
hyjiergeometrische  Reihe  F[a,ß,y,x)  nach  No.  8  (10.)  und  Schluss  von  a.), 
dass  dieselbe  für  a;  =  1  convergirt  und  den  Werth  der  Function  darstellt, 
wenn  der  reelle  Theil  von  y—a—ß  grösser  als  Null  ist. 

Werden  die  oben  (1.)  bis  (14.)  in  Bezug  auf  die  Convergenz  der 
Fownerscheu  Reihe  gemachten  Untersuchungen  auf  den  Satz  No.  9  II.  an- 
gewandt, so  ergiebt  sich,  dass  die  dort  betrachtete  Potenzreihe  auf  dem  Con- 
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rergemhreise  auch  in  einem  solchen  singulären  Punkte  convergirt,  wenn  in  der 
Entwickehmg  der  Function  bei  diesem  singulären  Punkte  x  —  a  nach  Abzug 
des  Constanten  Gliedes  nur  solche  Potenzen  von  x  —  a  vorkommen,  bei  denen 
der   reelle  Theil  der  Exponenten  grösser  als  Null  ist. 

Wenn  nämlich  in  den  von  8  abhängenden  Fownerschen  Reihen  No.  9 
(23.),  (24.)  dem  Punkte  a  der  Werth  6'  entspricht,  so  kann  man  unter  der 
gemachten  Voraussetzung  Gebiete  für  6  O^r^d  ^6'  und  0'  <  0<i62  ab- 
grenzen, so  dass  die  Functionen  u  und  v  in  diesen  Gebieten  stetig  sind,  und 
für  die  Strecken  von  6  von  ö,  bis  O'—b  und  ö'+«  bis  ö^,  wo  e  eine  beliebig 
klein  gewählte  reelle  Grösse  >■  0  ist,  die  Dirichletsche  Bedingung  erfüllen. 
Alsdann  wird  statt  der  Werthe  von  u  und  v  auf  der  Strecke  ö,  bis  dj  der 
Werth  Null  in  die  Reihen  eingesetzt,  während  für  die  übrigen  Werthe  von 
6  die  Werthe  von  u  und  v  beibehalten  werden.  Dann  convergiren  die  er- 
haltenen Reihen  nach  den  Betrachtungen  von  No.  9  IL  für  0  =  6'  gegen 
Null.  Auf  jede  der  beiden  übrig  bleibenden  Reihen  der  Integrale,  die 
zwischen  den  Grenzen  öj  und  6'  und  zwischen  6'  und  0^  zu  nehmen  sind, 
also  auf  einen  Ausdruck  wie  (2.)  sind  nun  die  Betrachtungen  (3.)  bis  (21.) 
anzuwenden.  Dabei  ist  in  der  von  x—a  abhängenden  Entwickelung  der 
Function  x—a  =  a{§—l)  und  mm  i—1  =  Tj—l+i^  zu  setzen  und  nach  u  zu 
entwickeln  zur  Anwendung  von  (14.),  wie  bei  der  bei  (15.)  (16.)  betrachte- 
ten Entwickelung  von  ^itd)  No.  4  (21.)  und  (22.).  Alsdann  ergiebt  sich, 
dass  der  Ausdruck  (2.)  bei  u  gegen  den  reellen  Theil,  bei  v  gegen  den 
Coefficienten  von  i  des  constanten  Gliedes  in  der  Entwickelung  der  Function 
bei  X  =  a  convergirt,  dass  demnach  die  Potenzreihe  für  .r  =  a  gegen  den 
Werth  der  Function  convergirt. 

Greifswald,  den  1.  Mai  1879. 
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Ziir  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

(Fortsetzung;  siehe  Bd.  b7  dieses  Journals.) 
(Von  Herrn  L.  FF.  Thome  in  Greifswald.) 


i/ie  homogenen  linearen  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coef- 
ficienten,  in  welchen  der  Differeutialausdruck  durch  ein  System  normaler 
Di/ferentialausdrücke  (s.  die  Abh.  des  Verfassers  Bd.  83  dieses  Journals  Xo.  1) 
darstellbar  ist,  sind  in  der  folgenden  Abhandlung  weiter  behandelt.  Es 
werden  die  Integrale  dieser  Differentialgleichungen  bei  einem  singulären 
Punkte  im  Anschlüsse  an  die  Untersuchungen  in  Abb.  Bd.  87  No.  7  III 
dargestellt  (No.  1,2),  und  es  wird  gezeigt,  dass  man  im  Allgemeinen 
(No.  5,  6,  9)  bei  diesen  Differentialgleichungen  den  Werth  ihrer  Integrale 
mit  beliebig  vorgeschriebener  Annäherung  vermittelst  elementarer  Operationen 
(No.  3,  4)  berechnen  kann.  Das  Verfahren,  den  ursprünglichen  Differential- 
ausdruck durch  ein  System  normaler  Differentialausdrücke  darzustellen, 
welches  in  Abh.  Band  83  auseinandergesetzt  war,  ist  hier  vereinfacht 
(No.  7,  8),  und  es  ergiebt  sich,  dass  die  Durchführung  dieser  Darstellung 
hauptsächlich  von  der  Auflösung  algebraischer  Gleichungen  abhängt,  deren 
Coefficienten  auf  algebraische  Weise  mit  den  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung zusammenhängen  und  deren  Wurzeln  die  Exponenten  in  den 
Entwickelungen  der  Integrale  bei  den  singulären  Punkten  der  Differential- 
gleichung bestimmen.  Durch  die  in  den  Abh.  Bd.  83,  87  und  in  der  folgen- 
den Abhandlung  erhaltenen  Pesultate  ist  nun  die  Integralion  der  meisten 
linearen  Diff'erentiatgleicliungeti  der  genannten  Art  vollzogen. 

1. 
In  der  Differentialgleichung 

mit  rationalen  Coefficienten   sei  der  Differentialausdruck  F„{y,x)   durch  ein 


80  Thome,  zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

System  normaler  Differentialausdrücke,  also  unter  folgender  Form  darstellbar: 

(2.)     faAy,x)  =  yi,    fa,iyi:^-)  =  y2,    •  .  •    f.,{yi,x)  =  F„Xy,x\ 

wo 

(3.)     nsy^,x)  =  nj,^{nr'y„x) 

ein  normaler  Differentialausdruck  ist,  der  determinirende  Factor  £2^  =  e"'^'^, 
W^  (a;)  eine  rationale  Function,  die  in  Partialbrüche  zerlegt  zum  constanten 
Gliede  Null  hat,  und  auch  selbst  Null  sein  kann,  /^^.(yt,a;)  ein  regulärer 
Differentialausdruck  a^.*"  Ordnung  (s.  Abb.  Bd.  83  No.  1).  In  dem  System  (2.) 
kann  die  Anzahl  der  Bestandtheile  /  ^  1  sein.  Es  sollen  die  Integrale 
dieser  Differentialgleichung  bei  einem  singulären  Punkte  dargestellt  werden. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (1.)  in  mehrere  Differentialgleichungen 
zerfällt,  in  denen  normale  Differcntialausdrücke  gleich  Null  gesetzt  sind, 
wenn  es  also  Differentialgleichungen  letzterer  Art  giebt,  deren  Integrale 
unter  einander  linearunabhängig  sind  und  zusammen  ein  System  linearun- 
abhängiger Integrale  der  Differentialgleichung  (1.)  bilden,  so  kommt  man 
auf  den  Fall  zurück,  wo  Differentialgleichungen  mit  nur  regulären  Integralen 
zu  integriven  sind,  deren  Integrale  alsdann  mit  Ausdrücken  i2  =  e""^-"^  (3.) 
multiplicirt  werden.     Weiteres  über  diesen  Fall  folgt  No.  9  I. 

Hier  wird  zur  Untersuchuug  der  Integrale  der  Differentialgleichung 
Pm{y,  x)  =  ^  bei  einem  singulären  Punkte  die  Darstellung  von  F,„  (y,  x)  durch 
das  System  (2.)  zu  Grunde  gelegt.  Nvti  sollen  die  Integrale  bei  einem 
singulären  Punkte  x  =  a  im  Endlichen  betrachtet  werden.  Die  Behandlung 
des  Falles,  wo  der  Punkt  a;  =  5c  singulär  ist,  kommt  dui'ch  die  Substitution 
x=^  (s.  Abb.  Bd.  83  No.  9  (12.\  die  vorliegende  Abhandlung  No.  5  (6.)) 
auf  die  des  vorigen  Falles  zurück. 

In  dem  Systeme  (2.)  werden  diejenigen  auf  einander  folgenden  Diffe- 
rentialausdrücke zu  einem  zusammengezogen,  in  welchen  die  in  Partian)rüche 
zerlegten  rationalen  Functionen  W{x)  der  determinirenden  Factoren  die 
Glieder,  in  denen  sie  für  x  =  a  unendlich  werden ,  übereinstimmend  haben. 
Hierdurch  entstehe  das  System 

(4.)       F,Jy,x)=y\,     F,,{y\,x)  =  y„     ...     F„^Xy'r,x)=FUy,x), 
wo 

( 5.)       F,^  ( j/j ,  X)  =  /''  F,,^  ( e~"*yi. ,  X j ,       ( &  =  0 . . .  /') 

ist,  ?rt  von  der  Form  ^c^(a;  — «)""  oder  gleich  Null  und  je  zwei  auf  ein- 
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ander  folgende  Grössen  w^  von  einander  verschieden,  F„^(y*,  x)  ein  homo- 
gener linearer  Differentialausdruck  «t'^r  Ordnung  mit  rationalen  Coef- 
ficienten  und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1,  so  be- 
schaffen, dass  in  der  Differentialgleichung  F„^{y^,  x)  =  Q  bei  x  =  a  der  cha- 
rakteristische Index  gleich  Null  ist. 

Die  Exponentengleichung  (s.  Abh.  Bd.  83  p.  119)  von  F„/j/t,  ~c)  =  0 
bei  X  —a  habe  die  Wurzeln 

(6.)      r,,     (b  =  l...at), 
die  so  angeordnet  sind,   dass  diejenigen  Wurzeln,   die   sich  nur  um   ganze 
Zahlen  unterscheiden,  auf  einander  folgen  und  unter   letzteren  die  vorher- 
gehende einen  reellen  Theil  habe,  der  nicht  kleiner  als  der  der  folgenden  ist. 

Die  Integrale  von  F^^{y^,x)  =  0  bei  x=o  treten    dann    unter    der 
Form  auf 

(7-)       Vki  =  ^\xfdx >',-,'  j'« . . .J tTiU  J/,6 dx,       {b=l... a,) 
wo 

(8.)    m  =  {x-  or*'-'+' ,//,,  {X)    (b  =  1 . . . «,) 

ist,  VibC^)  ßi^^  Entwickelung  der  Form  ^Cj(a;—o)'' hat,  worin  c„  von  Null 

verschieden,  Cj  =  c„aa,  a„  eindeutig  bestimmt  ist,  welche  Entwickelung  in 
einem  gewissen  Kreise  mit  x  =  n  als  Mittelpunkt  und  von  Null  verschie- 
denem Radius  convergirt  (s.  Abh.  Bd.  83  No.  9  (lA.)).     Die  Integrale  von 

sind 

(.9-)       Vki  =  ."ii/ dx  u^,'  11,2 . .  .J  »ü -1 ."» dx,       (b  =  1 . . .  «i) 
wo 

(10.)       ,i/H  =  e"*r,,       (b  =  l...a,^ 
ist.     Die  Integrale  von  F„  (y,  x^  =  0  sind  alsdann 

ill.)        y^  =  u^l  dxiiT^ii....  I  ui\iiidx,        (b  =  1..  .a„-h«i-| h«() 

wo  in  den  u  der  Zeiger 

ib  =  c  =  Üc.       (c  =  l...a„) 

(12.)         l  ,  ,  _        ,.  /C  =  l...a.^ 


jb  ^  «„+...  +  „^^  +  c  =  Are,     Q.  ^  ,;■;"') 


zu  setzen  ist,    alsdann  die  Werthe  der  u  aus  (,10.)  zu  nehmen  sind.    (Vgl. 
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Abh.  Bd.  83  No.  9  I).     Die  Determinante  der  Integrale  (11.) 


(13.) 


Vi 
dx 


dx 


-ly,  d""-!«/. 


dt/m 

dx 


dx" 


rfx"-» 


dx'»-i 


D 


— /;>,  (Ix 

=  e  • 


ist  (vgl.  Abh.  Bd.  87  No  7  III  b): 

(14.)        I>  =  ^^1  ,«2 

Die  rationale  Function  pi  werde  in  Partialbrüche  zerlegt.  Die  singulären 
Punkte  von  F,„  {y,  a;)  =  0  im  Endlichen  ausser  a  seien  a^  bis  a^_i.  Es  werde 
zur  Abkürzung 


(15.) 


rH  +  rK  +  ---  +  rj.„,.- 


(«i— i)a* 


-   ß. 


*"*  2 

gesetzt,  wo  die  w  aus  (5.),  die  r  aus  (6.)  hervorgehen,  so  findet  sich  gemäss 

(14.)  oder,  indem  man  pi  aus  (4.)  herleitet,  der  Ausdruck 

/ip\         -fi'i''^          ,         sR,+  ...+R,,   ,/-,        x—aY'      f ^         x—a    \fx-i  ü(x)-n(a-) 
(16.)      e-        =  c{x—a)  'e'(l )"-(l )      e  , 


wo  die  Factoren  (1 )     für  x  =  a  den  Werth  1  erhalten,    Vix)  eine 

rationale  Function  ist,  die  für  x  =  a  nicht  unendlich  wird,  c  eine  Constantc. 
Diese  Coustante  ergiebt  sich  alsdann  aus  der  Eutwickelung  der  beiden  Seiten 
von  (14.)  bei  x  —  a.     Wird 

(17.)       V'h  (ö)  V«  («)•••  V'a.,  («)  =  ^k 
gesetzt,  wo  die  i//  aus  (8.)  hervorgehen,  so  erhält  man 
(18.)       c  =  AJ^...J,. 
Unter   den   Wurzeln  (6.)    der  Exponentengleichung  von  F^^  —  0  bei 
a;  =  «  in  der  bei  (6.)  angegebenen  Reihenfolge  möge  eine  Gruppe  im  Ganzen 
von  l'  (}.'  ^  1)  Wurzeln,  die  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  ri,  rj, .. .  r;, 
vorkommen.    Dann  werden  aus  (7.)  die  l'  Integrale  von  F„^  =  0  entnommen, 
bei  welchen   in    dem   zuletzt    stehenden  v^^  m  dem   Exponenten   r«  —  b  + 1 
r^j  =  ri,  rj,  ...  r^-  ist,  und  bei  Ausführung  der  Integrationen  durch  Integration 
in  den  einzelnen  Gliedern  der  Entwickelungen  jedesmal  das  constante  Glied 
annullirt  wü'd.    Hierdurch  erhält  man  die  Entwickelungen  dieser  l'  Integrale 


von  F„ 


0 
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(19.)        Y,  =  ix-ay^\xAx)+xA^)\og{x-a)  +  ..-+x,^^{x){logix-a)y'-'U 

(a  =  l...A') 
wo  die  Functionen  /Jx)  Entwickehingen  der  Form  ^n(a;— a)'  haben,  die 
bei  demselben  a  für  x  =  a  uicbt  alle  verschwinden,  /^^  {x)  von  Null  ver- 
schieden ist.  Wenn  in  den  Grössen  ipix)  in  (8.)  p^r,  — r^  +  l  Anfangs- 
glieder entwickelt  sind,  so  erhält  man  durch  Ausführung  der  Integrationen 
(7.)  bei  diesen  p  Gliedern  die  q  Anfangsglieder  (von  {x—af  an)  in  den 
Entwickelungen  der  Grössen  x;  dieselben  verschwinden  in  dem  Factor  der 
höchsten  Potenz  von  log(a;— a)  nicht  alle,  wodurch  die  Zahl  q,  bekannt 
wird  (gemäss  dem  in  Abh.  Bd.  83  No.  9  vor  (23.)  Gesagten). 

Aus    (11.)    erhält    man    dann    die    entsprechenden     '/.'    Integrale    von 

(20.)       Y,  =  fi,ydxuY'u,.--yu-X...+a,_y'Y,dx,       {a=l. ..).') 

wo  für  Fj  die  Entwickelung  (19.)  zu  setzen  ist,  bei  Ausführung  der  Inte- 
grationen durch  Integration  in  den  einzelnen  Gliedern  der  Entwickelungen 
jedesmal  das  constante  Glied  annullirt  werden  soll.  Hier  ist  ä-  >  0  voraus- 
gesetzt ;  in  dem  Falle  k  —  0  hat  man  die  Integrale  von  F„^  =  0  unter  der 
Form  (19.)  mit  e"'"  zu  multiplicii-en,  wodurch  man  die  Integrale  von  F„^  =  0 
erhält.  Aus  (20.)  und  bei  k  =  0  aus  F„^  =  0  gehen  alsdann  die  Entwicke- 
lungen der  V  Integrale  von  F„  =  0  hervor: 

(21.)    y,=(a;-a)^-+'"+-+"^-'|9),,(a;)+</'«,(a^)log(a:-a)+.-+7'.,(^)(log(x-a))'^-'l, 

(a=-l...X') 

wo  die  Functionen  (p^tix)  innerhalb  des  Bezirkes,  der  zu  dem  Punkte 
x  =  a  in  der  Differentialgleichung  F„{y,x)  =  0  gehört,  abgesehen  von 
diesem  Punkte  einwerthig  und  stetig  sind,  und  daher  durch  die  Summe 
zweier  Potenzreihen,  von  denen  die  eine  nach  Potenzen  von  x—a,  die 
andere  nach  Potenzen  von  (x  —  a)"'  mit  positiven  ganzzahligen  Expo- 
nenten fortschreitet,  dargestellt  werden  (s.  Abh.  Bd.  87  No.  1).     Der  Grund, 

weshalb   die   ganze   Zahl  a„-\ H«*-!,   für  welche  bei  A- =  0  Null  eintritt, 

in  den  Exponenten  r^-f  «„H (-«c-i  aufgenommen  worden  ist,  wird  in  No.  3 

angegeben.  Aus  (11.)  möge  im  Ganzen  eine  Gruppe  von  A.  Integralen  der 
Form  (21.),  in  denen  die  Exponenten  von  x  —  a  sich  von  r,,  nur  um  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  hervorgehen. 
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Um  nun  die  Integrale  (20.)  weiter  zu  untersuchen,  wird  zunächst 
von  dem  Systeme  (40  in  Bezug  auf  die  Wurzeln  (6.)  der  Exponenten- 
gleichungen von  F„^  =  0  {k  =  0...l')  bei  x  =  a  vorausgesetzt,  dass  jede 
Wurzel  der  Exponentengleichung  von  F„  =  0  sich  von  jeder  der  Expo- 
nentengleichung A^on  F„^  =  0,  wo  y  ^'i  ist,  nicht  um  eine  ganze  Zahl  unter- 
scheidet.   Sa  in  (21.)  wird  dann  gleich  q^  aus  (19.),  (f^g^ix)  von  Null  verschieden. 

a.)  Das  Integral  (19.)  y„  werde  um  den  Punkt  a;  =  a  herum  innerhalb 
eines  Gebietes,  welches  durch  eine  sich  selbst  nicht  schneidende  Linie  be- 
grenzt wird  und  von  singulären  Punkten  von  F„^  —  0  nur  den  Punkt  x  =  a 
enthält,  längs  der  Begrenzung  in  positiver  Richtung  (diese  liegt  zu 
der  von  Innen  nach  Aussen  erstreckten  Normalen,  wie  die  Strecke  -ff 
zu  der  Strecke  4-1)  fortgesetzt.  Ein  solcher  Umgang  um  x  =  a  wird  ein 
positiver  genannt.  Geht  das  Integral  dadurch  in  [y„]  über,  so  wird,  indem 
jetzt  l'  =  l  ist, 

(22.)     [yj  =  /f„,y,+/f,,y,-f...+/f„,_,y,..,  +  /--^-y„    (a  =  l...A), 

wo  die  K  Constanten  sind.  Dieses  ergiebt  sich,  indem  man  den  positiven  Um- 
gang um  x  =  a  successive  in  dem  Integrale  (7.)  vornimmt.  Die  Constanten  K 
werden  entweder  aus  dem  Integrale  (7.)  nach  dem  Verfahren  Abh.  Bd.  83 
No.  9  (25.)  bestimmt,  wozu  es  genügt,  in  den  Grössen  xp  in  (8.)  die  r^—rx+l 
Anfangsglieder  zu  entwickeln  und  die  Integrationen  bei  diesen  auszuführen. 
Oder  es  wird  nach  Abh.  Bd.  87  No.  2  I  das  Gleichungssystem  aufgelöst, 
welches  aus  Gleichung  (22.)  und  ihren  a  — 2  (da  der  Coefficient  von  Y^  schon 
bekannt  ist)   ersten  Ableitungen   besteht.     Die   Determinante   desselben  mit 

(x  —  a)\   wo  s  ==  —  ^r^-^-- ^ ^,  multiplicirt,  ist  bei  x  =  a  einwerthig 

und  stetig  und  für  x  =  a  von  Null  verschieden,  wie  sich  auf  folgende  Weise 
ergiebt.  Wenn  man  die  Integrale  Y^  (a=  1...^)  durch  ein  System  Integrale 
von  F„,  =  0  der  Form 

(23.)       yi  =  v^JdxvZ^v^...Jvil,Vi,dx,     (b=l...^) 

ausdrückt,  wo  ri,  =  (a;  —  a)'' """"*"' r/'bC^^)  ist,  xp^  eine  Entwickelung  der  Form 
^Ca{x  —  aY    hat,    worin    c^    von    Null    verschieden    ist,    die    Exponenten 

u 

r,,  (b  =  l...Ä)  in  den  r  die  in  (19.)  sind,  und  bei  den  Integrationen  das 
constante  Glied  annullirt  wird,  so  gehen  in  den  Ausdruck  von  Y,  nur  die 
Integrale  j/,,  yi  bis  y^  ein.    Denn  nach  den  Untersuchungen  Bd.  87,  pag.  242 


i 
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ergiebt  sich  aus  (7.),  dass  die  Eiitwickeluug  vou  Y^  (19.)  zu  dem  Expo- 
ueuten  r^  gehört,  iiud  wenn  r^  einfache  Wurzel  der  Exponentengleichung 
von  F„^  =  0  ist,  dass  nur  der  von  Logarithmen  freie  Theil  in  Y^  zu  r^  ge- 
hurt, wenn  r^  mehrfache  Wurzel  ist  und  s-mal  vorkommt  und  unter  den 
s  in  der  Keihenfolge  r, ,  rj  bis  rx  nach  einander  stehenden  gleichen  Wurzeln 
die  /'®  ist,  dass  in  Y«  die  (l—l)^^  Potenz  des  log(a;  — a)  die  höchste  vou 
denen  ist,  deren  Factoren  zu  r,  gehören;,  entsprechend  ist  es  bei  y^  in  (23.), 
woraus  sich  das  Gesagte  ergiebt.  Demnach  unterscheidet  sich  die  Determinante 
(13.)  bei  m  =  a—l  der  linearunabhängigen  Functionen  Yj  bis  Y^_i  um  einen  von 
Null  verschiedenen  Factor,  die  Determinante  der  Substitutionscoefficienten, 
von  der  Determinante  der  Functionen  y^  bis  y^_i  und  letztere  ist  VtV2...v^_i. 
Es  genügt  zur  Auflösung  des  genannten  Gleichungssystems,  in  den  Grössen 
Xci  (c  =  l...a)  in  (19.)  und  den  entsprechenden  Grössen  in  dem  Ausdruck 
der  Form  (19.)  von  [FJ  ri—r^_i+l  Glieder  von  {x  —  a)"  an  zu  entwickeln. 
Die  Constanten  K^^  ergeben  sich  nuter  der  Form 

(24.)       K,,  =  e''"'''°&,„ 
wo  h\i   eine   ganze   rationale   Function  von   2ni  ist  mit  Coefficienten,   die 
rationale  Ausdrücke  von  Constanten   sind,   welche   in   den  Entwickclungen 
(19.)  bei  1,  2,  ...  a  vorkommen,  mit  rationalen  Zahlencoefficienten. 

Nimmt  man  nun  in  dem  Integrale  Y^  (20.)  den  positiven  Umgang 
um  x  =  a  vor,  so  erhält  man  als  Resultat,  dass  in  (20.)  [FJ  an  Stelle  von 
y„  zu  setzen  ist,  und  bei  den  Integrationen  die  constanten  Glieder  zu 
annulliren  sind,  weil  die  Exponenten  von  x  —  a  in  den  jedesmal  zu  inte- 
grirenden  Entwickelungen  nicht  ganzzahlig  sind.  (Vgl.  Abh.  Bd.  83,  No.  9 
(26.)).  Daraus  ergiebt  sich,  wenn  man  das  Resultat  des  positiven  Umganges 
um  X  =  a  bei  Y^  durch  [FJ  bezeichnet 

(25.)       [Y,]=K,J,+K,,Y,  +  -..  +  K,,_,Y,_,  +  e"''''Y,,     (a  =  l...^) 

wo  die  K  die  Constanten  aus  (22.)  sind. 

Werden  in  (25.)  rechts  die  Ausdrücke  (21.)  für  die  F  eingesetzt  und 
links  der  Ausdruck,  den  man  aus  der  Entwickelung  (21.)  erhält,  wenn  man 
in  dieser  denselben  Umgang  um  x  —  a  vollzieht,  so  erhält  man  durch 
Gleichsetzen  der  gleich  hohen  Potenzen  des  log(a;  — a)  auf  beiden  Seiten 
von  (25.)  die  Function  (x- o)'"'^""'^  ■'"'*"' ff,i,(x),  {h^2...g)  ausgedrückt  als 
homogene  lineare  Verbindung  der  Functionen 
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mit  Constanten  Coefficienten,  die  bekannt  sind. 
Es  bleibt  demnach  übrig,  die  Functionen 

{x-af'^'"^"-"'''-'(p,,{x\       (a-l...Ä) 
herzustellen. 

b.)  Der  Ausdruck  des  Integrales  Y»  (20.)  enthält  Y^  (19.).  In  dem 
Ausdruck  von  y„  sind  diejenigen  Functionen  X!,i[x),  welche  identisch  ver- 
schwinden, wegzulassen,  man  findet  dieselben  nach  Abh.  Bd.  87,  No.  7  II. 
b.)  pag.  291.     Dann  wird  Y^  eine  Summe  von  Ausdrücken 

(26.)      i-iyfdx f^r'  «2 . .  •yi"r/+...+aj_ie"'* (x  -  aY'x^i  {x)  (log (a;- ö))"-'  dx. 

Es  werde  nun  ein  Integral 

(27.)        fix  — af  tp(x)  log  {x  —  aydx 

betrachtet,  in  welchem  rp{x)  in  der  Umgebung  von  x  =  a  abgesehen  von 
diesem  Punkte  einwerthig  und  stetig  ist,  daher  durch  die  Summe  zweier 
Potenzreihen  dargestellt  wü'd,  von  denen  die  eine  nach  Potenzen  von  x—a 
mit  positiven  die  andere  mit  negativen  ganzzahligen  Exponenten  fortschreitet, 
r  nicht  ganzzahlig,  n  ganzzahlig  und  positiv  ist.  In  der  Entwickelung  des 
Integrales  soll  kein  constantes  Glied  vorkommen. 
Durch  wiederholte  Anwendung  der  Formel 

[  I  'iix) (log {x—a))''dx  =  t] (x) (log (^x  —  a))"—  nj  'Q{x)  (log(x  —  a))"~' dx, 

(28.)      (  l(a;)  =  (x  —  a)'  y  (x),     ?;  (x)  =  /  (x  —  aYip  (x)  dx, 

f  L,{x)~{x  —  a)~^l{x  —  aYxp{x)dx, 

wii'd  das  Integral  (27.)  in  den  Ausdruck  entwickelt: 

(log  (x  —  o))"  I  (x  —  ay  tp  (x)  dx 

—  n(\og{x  —  a)y~^fdx{x  —  a)~^/(x  —  ayf{x)dx 
(29.)      (  .  . 

J+«(m— 1 )  (log  (a;— a))"~y  dx{x—a)~y  dx  {x—a)~y  {x—a)''tp{x)dx~'-' 

■  +  {—ly n{n  —  1) . . .  1  / dx (_x  —  a)~'  fdx {x  —  a)~^ . . .  j{x  —  ay^pix) dx. 
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WO  bei  jeder  Integration  das  constaute  Glied  in  der  Entwickelung  zu 
annulliren  ist.  Wenn  man  nun  die  in  Bezug  auf  die  Exponenten  r^  (6.) 
(Ä  =  0.../')  oben  (vor  a.)  gemachte  Voraussetzung  beiiicksicbtigt,  so  ergiebt 
sich,  dass  man  zur  Ausführung  der  Integrationen  in  (26.)  die  Formel  (29.) 
successive  anwenden  kann,  indem  bei  den  jedesmaligen  Integrationen  Inte- 
grale wie  (28.)  vorliegen,  in  denen  r  nicht  gauzzahlig  ist.  Man  kann  daher 
jede  Function  (a?  — a)'^''^''''^~^"*~'9)i,j(x)  in  (21.)  zunächst  mittels  einer  Formel 
darstellen,  die  eine  Summe  einer  endlichen  Anzahl  von  Integralen 

(30.)       U  =  y.u^  I  dxUi^  I  dxuz. . .  I  u,dx 
ist,  worin  x  eine  gegebene  ganze  Zahl  ist,  die  Grössen  u  folgende  sind: 

(31.)       ui,  ar\"2,  •  •  •  ,'C.V..+«t._,e"''(a;-o)''''/ai,  {x) 
aus  (26.)  und  die  Grösse  {x  —  a)~\     Es  wiixl 

Die  Grössen  j/j  bis  u,_i  gehen  aus  den  Grössen 

iiT^iu    bis    //-V,.+„^_j_i,u„,+...+„j_j, 
die  in  dieser  Reihenfolge  und  jede  einmal  auftreten,  und  aus  {x  —  a)~^.,  welche 
Grösse  zwischen  den  vorhin  genannten  steht  oder  fehlen  kann,  hervor.    Bei  den 
Integrationen  in  (30.)  ist  jedesmal  das  constante  Glied  in  der  Entwickelung 
zu   annullii-en.     (a;— a)''''"^'''"'"^"'-~>,,^(,a;)   wird   dui'ch    ein    einziges   Integral 
(30.).  worin  nur  die  Grössen  (31.)  vorkommen  und  z^^ix)  gleich  /av,(^)  i^t 
gegeben.     Es  sind  nun  die  Grössen  (31.)  ,«  und  /.i^ix)  darzustellen. 
c.)   Hat  man  m  Functionen  y  unter  der  Form 
(32.)       yi  =  ci,     y^^v^ß.dx,     .  .  .     y„  =  'o^fdxv....fc„dx 
und  bildet  mau  mit  den  a  ersten  die  Determinante  (13.)  für  fH  =  a,  so  ist 
dieselbe 

(33.)       i),=:r  ?»?-■...»„ 
woraus  folgt 

/o .  N  r.  D,  D,  D,  D^-jDm 

(34.)    c, -z>„  P2  =  ^,  «'3=-^.  •••  ^-'  =  —Dji;~ 

{Hesse  dieses  Journal  Bd.  54  pag.  249  etc.  (61.),  (71.);  vgl.  Abb.  Bd.  87 
No.  7  III.  b). 

Bringt  man  die  Grössen  (32.)  y  auf  die  Form 
(35.)       t/,  =  v„     y,  =  v,J"yr'i',dx,     .  .  .     y„^  v.fdxvT'  y,...fy7^^r„dT, 
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WO  Va  =  ViV2---^a)  SO  wird 

(36.)       D^  =  viv^...v^, 
woraus  folgt 

(37.)        v.  =  />„     ra  =  -^         (a-2...m). 

Wird  die  Determinante  (13.)  der  h  Functionen 

(38.)       »'m+i,     v„+,Jr-l,v„+.dx,     .  .  .     v^^^Jdxv-\^v^^2...Jv-\„_^v„^„dx 

durch 

(39.)       /?„  =  >'„+.J/„.+,...r,„+„ 
bezeichnet,  so  ist  die  Determinante  (13.)  der  m+«  Functionen 

(40.)       Vi,     rJvT^Vo^dx,     .  .  .     vJdxv:[^v....Jvz\„-xV,„+„dx 

gleich 

(41.)  J',J'j...n.  +  ,.      =      />:„öl- 

Die  Determinante  (13.)  von  m  Functionen  ?/,   bis  %j„   möge  die  Differential- 
determinante  dieser  Functionen  genannt  werden. 

Um  nun  die  Grössen  ,«  in  (10.)  und  zu  dem  Zwecke  die  v  in  (8.) 
darzustellen ,  hat  man  die  a^  Integrale  (7.)  von  F„^  =  0  {k  —  0... /')  zu  ent- 
wickeln und  aus  diesen  successive  die  «^  Differentialdeterminanten  erster 
bis  a^'"  Ordnung  zu  bilden.  Vermittelst  dieser  werden  dann  die  Werthe  r 
nach  (37.)  ausgedrückt.  Die  «^  Integrale  (7.)  von  F„^  =  0  bilden  Gruppen 
von  Integralen,  und  die  Integrale  der  einzelnen  Gruppe  haben  die  Ent- 
wickelungsform  (19.).  Die  Functionen  (ic  — «/"XasC^)  io  dieser  Entwickelung 
genügen  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coef- 
ficienten  und  dem  Coefficienteu  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  T^  (y,  x)  =  0, 
welche  man  nach  Abh.  Bd.  87  No.  7  I.  am  der  Differentialgleichung  F„^  —  0 
tnillels  elementarer  Operationen  herleitet.  Diese  Differentialgleichung  T^{y,x)=0 
hat  bei  x  =  a  den  charakteristischen  Index  gleich  NviU  (1.  c.  Satz  c).  Man 
kann  nun  eine  beliebige  Anzahl  von  Coefficienteu  in  der  Reihenentwickelung 
der  Function  (x—  aY'Xt,i{x)  nach  dem  bei  (19.)  Gesagten  berechnen,  und 
ist  hierdurch  im  Stande,  die  Reihenentwickelung  von  {x  —  aY'x^iix)  mittels 
der  Differentialgleichung  T^,(y?-r)  =  0,  da  diese  bei  x  =  a  den  charakteristi- 
schen Index  gleich  Null  hat,  eindeutig  zu  bestimmen,  und  alsdann  mittels 
derselben  Differentialgleichung,  weil  sie  rationale  Coefficienteu  besitzt,  weiter 
zu  untersuchen,    was  in   No.  3    geschieht.      Die   Reihenentwickelung    von 
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{x — af' x^i  (x'^  gilt  in  dem  Bezii-ke.  der  bei  der  Differentialgleichung  F^^  =  0 
zu  X  =  a  gelüirt  i  Abh.  Bd.  87  Xo.  1).  Xun  hat  die  a'«  der  g-euannten  Diffe- 
rentialdetermiiiaiiten  gemäss  (36.)  eine  Entwickelung  von  der  Fonn 


J:nt- 


^      "f. ix' 


wo  '^aix^  =  ^Cj(^a;  — a'"  und  c„  von  Null  verschieden  ist. 

u 

Führt  man  daher  in  den  Ausdruck  (13.)  dieser  Determinante  die  Ent- 
wickelungen  der  Integrale  unter  der  Form  (19.)  ein.  so  sind  in  diesen  Ent- 
wickelnngen  und  ihren  Differentialquotienten  die  Glieder,  welche  Potenzen 
des  log(a;  — a)  enthalten,  wegzulassen.  Es  stellt  sich  demnach  die  vorhin 
genannte  Function  ^^(x)  als  ein  ganzer  rationaler  Ausdruck  von  Func- 
tionen dar,  deren  Reihenentwickelungen  nach  Potenzen  von  x  —  a  mit  posi- 
tiven ganzzahligen  Exponenten  gegeben  sind.  Denuiac/i  erhält  die  Grösse 
»tj  (10.)  die  Form 

(42.)       ,»,,  =  e"\x-ap^-'''^, 

wo  die  Functionen  tj  {x')  und  co  {x^  gleich  'Ff  (x)  bezüglich  'f],_i  (x^  innerhalb 
des  Bezirkes,  der  bei  der  Differentialgleichung  F„^  =  0  zu  dem  Punkte  x  =  a 
gehört,  einwerthig  und  stetig  und  für  x  =  a  von  Null  verschieden  sind  und 
als  ganze  rationale  Functionen  von  Reiheuentwickelungen  nach  Potenzen 
von  x  —  a  mit  positiven  ganzzahligen  Exponenten  dargestellt  werden. 

d.)  Das  Integral  (30.),  welches  eine  durch  mehrfache  Integration  s« 
bildende  Integralfnnction  darstellt,  wird  nun  in  folgender  Weise  durch  ein 
bestimmtes  Integral  ausgedrückt. 

Es  sei  if'{x—a)  eine  analytische  Function,  die  innerhalb  eines  Kreises 
um  x  =  a  als  Mittelpunkt  mit  von  Null  verschiedenem  Radius  R  abgesehen 
von  x  =  a  einwerthig  und  stetig  ist  und  daher  die  Entwickclung  hat 

(43.)       V'(^-a)  =  2:c,[x-ay+^c,{x-aY. 
II  —1 

Dann  ist.  wenn  r  nicht  ganzzahlig  ist  und  das  constante  Glied  in  der  Ent- 
wickclung des  Integrales  annuUirt  Avird: 

lAA\  Cl  -r    ,  ■     ,  i.     Ca(x— 0)'+"  +  '  '^    CjCx  — 0)'"+''  +  ' 

(44.)       /ix-afy^x-autx  =  j, -A-^_+^_4__i_ 

Nun  werde  die  Function  a*  =  e""'",  wo  e  nicht  gauzzahlig  ist,  ül)er  die 
l'crii)herie  des  Kreises  in  der  «-Ebene  mit  dem  Mittclpuiikro  in  dem  Punkte 
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a  —  Q  und  dem  Radius  1  in  positiver  Riclitung  (vgl.  a.)  von  «  =  1  au  bis  zu  a  =  1 
zurück  integrirt  und  dabei  der  Anfangswerth  von  loga,  also  logl  gleich 
Null  genommen.    Ein  Integral,  welches  über  diese  Linie  in  der  angegebenen 

Richtung  von  1  an   bis   zu  1  zurück   erstreckt  wird,   werde  durch  /    be- 

1 
zeichnet.     Dann  ist 

1 
Daher,  wenn  r  nicht  ganzzahlig,  n  ganzzahlig  ist: 

(46.)  wJ     i  f'a'^"da  =       ,  V,  • 

1  '      ' 

Es  ergiebt  sich  hieraus 

ißx-arrp{x-a)dx  =  f-^+a+l       +^      r+a+l 
(47.)        ]=  ^^—f/'l^c.ix-aYa'  +  ^^c.ix-aya'^a'da 

(  =    e-^-i-i  J  V  ((a; -«)  «)«</«• 

\  1 

Was  die  Integration  in  den  einzelnen  Gliedern  betriift,  so  werde 
daran  erinnert,  dass  jede  der  beiden  Potenzreihen,  wie  sich  aus  der  unbe- 
dingten Couvergenz  derselben  ergiebt,  für  die  Werthe  x  in  einem  Gebiete 
innerhalb  des  Kreises  um  a;  ==  a  mit  dem  Radius  R ,  welches  den  Punkt 
x  —  a  nicht  enthält  und  für  die  in  Betracht  kommenden  Werthe  a  in  gleichem 
Grade  convergirt  (vgl.  Abh.  Bd.  87  No.  4  Anfang). 

Es  ist  also  die  Integralfunction  (44.)  /{x—ayyj{x—a}dx,  bei  welcher 
r  nicht  ganzzahlig  ist  und  in  deren  Entwickelung  kein  constantes  Glied  vor- 
kommt, ausgedrückt  durch  das  bestimmte  Integral  (47.),  bei  welchem  unter  dem 
Integralzeichen  die  gegebene  Function  \p{x  —  a)  steht. 

Nun  soll  die  Integralfunction 

(48.)        /dx{x  —  ay'i^>i{x  —  a)/{x  —  ay'tl''i(x  —  a)dx 

bei  welcher  ipi  und  i/Zj  in  dem  Kreise  mit  dem  Radius  R  Entwickelungen 
der  Form  (43.)  haben,  r,  und  r,  +  r2  nicht  ganzzahlig  sind,  bei  den  Inte- 
grationen das  constante  Glied  in  der  Entwickelung  annullirt  wird,  durch 
ein  bestimmtes  Integral  dargestellt  werden.  Durch  zweimalige  Anwendung 
der  Formel  (47.)  erhält  man 
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1 
(49.)  (=  (e(r,+r.+i)2.._-i-)(^e^A^,_i-) y   da,xi>i{{x-a)ai)a\'+''+y   ifj,{{x-a)a,a,)a','da^ 

Durch  den  üebergang  von  o—l  auf  a  unter  Anwendung  der  Formel  (47.) 
erhält  mau  nun  zur  Darstellung  der  Function 

(50.)        fdx (x  —  aY'  i/'i (x  —  a)  j dx {x  —  aY'- yj,{x  —  a)...  jix  —  aY" yj„ {x  —  a) dx, 

wenn  v^,,  V'a  his  tp^  in  dem  Kreise  mit  dem  Radius  R  Entwickelungen  der 

Form  (43.)  haben,  r„,  ro..i  +  r„,  ...  ri  +  r,-) \-r„  nicht  ganzzahlig  sind,  bei 

den  Integrationen  das  constante  Glied  in  der  Entwickelung  annullirt  wird, 
den  Ausdruck 

1  {x-ay'+^  g 

1-)   {S  =  /  daJ  da....!  ipX{x—a)ai)yj,{{x—a)aia.)...ip„{{x—a)ai...a„)afQp...al''da„, 

I          '           '  ' 

.  'pi  =  r,+r,H l-r„  +  (7-l,    p.  =  /•.  +  ■•• +  r„-l- a-2,    ...    p„=r„, 

bei  welchem  unter  den  Integralzeichen  die  gegebenen  Functionen  xp  stehen. 
Diese  können  in  dem  bestimmten  Integrale  nun  irgend  eine  andere  Dar- 
stellungsform als  durch  die  Reihenentwickelung  (43.)  erhalten. 

Die  Darstellung  durch  das  bestimmte  Integral  (51.)  wird  bei  der 
Integralfunction  U  (30.)  angewandt.  Die  Grössen  f.i  erhalten  hierl)ei  die 
Ausdrücke  (42.) ;  der  Radius  R  des  Kreises  um  x  =  a  als  Mittel])unkt  wird 
so  gewählt  (s.  No.  3),  dass  die  Grössen  tj{x)  und  u){x)  innerhalb  dieses 
Kreises  nicht  verschwinden,  die  Functionen  Xai(^)  (31.)  innerhalb  desselben 
einwerthig  und  stetig  bleiben.  Die  Grössen  yi{x  —  a)  in  (51.)  erhalten  da- 
durch die  Form 

(52.)       U'{x  —  ä)  =  e'  ~}f~-, , 
'      '        ■  C{x-a)  ' 

wo  T  gleich  Null  oder  von  der  Form  2i:c_,{x  —  aY  ist.  i'  und  'Z  innerhalb 
des  Kreises  mit  dem  Radius  R  einwerthig  und  stetig  sind  und  Z  iiuu'rhalb 
desselben  nicht  verschwindet.  Dann  wird  die  Function  U  (30.)  für  die 
Punkte  X  innerhalb  dieses  Kreises,  al)gesehen  von  dem  ;\Iittel2)unkte  x  =  a, 

12* 
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dnrcli  ein  bestimmtes  Integral  wie  (51.)  noch  multiplicirt  mit  xu^  dargestellt. 
Die  Diiferentialquotienten  der  Function  U  (30.)  nach  x  werden  in  folgender 
Weise  gebildet.     Man  hat 

(53.)       —r-  =  y.—~- I  dxu,...  1  ujlx-\-y.Uin,  I dxu^..,  I u,dx. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man  die  successiven 
Differentialquotienten.     In  diesen  treten  die  lutegralfunctionen  auf: 

(54.)        I dxu^...  fu.dx,     I dxu:^...  lu.dx,     .  .  .      lu.dx, 

die  vermittelst  der  Formel  (51.)  darzustellen  sind.  Durch  Addition  von 
Grössen  C/ erhält  man  die  Functionen  (rr  — a)'^""^"'*'"'^"'^"'' 7-^,1, (a-)  in  (21.),  durch 
Addition  der  Differentialquotienteu  gleich  hoher  Ordnung  dieser  Grössen  U 
den  entsprechenden  Differentialquotienten  von  (a^ -a)'""*^"""^' "*^"*"'(/)„6(a;). 

Kennt  man  von  dem  Integrale  Y^  (21.)  und  seinen  m—1  ersten  Ab- 
leitungen die  Werthe  in  einem  nichtsingulären  Punkte  der  Differentialglei- 
chung (1.)  F„,(«/,  x)  —  0  innerhalb  des  Kreises  um  x=  a  mit  dem  Radius  R, 
so  ist  dadurch  vermittelst  dieser  Differentialgleichung  die  Reihenentwickelung 
von  Y^  für  den  Bezirk  dieses  nichtsingulären  Punktes  gegeben.  Es  seien 
nun  in  einem  nichtsingulären  Punkte  innerhalb  des  Bezirkes  von  x  =  a 
bei  der  Differentialgleichung  (1.)  die  Werthe  der  Integrale  (11.),  welche 
Integrale  die  Entwickelung  (21.)  haben,  und  die  Werthe  der  m—1  ersten 
Ableitungen  derselben  ermittelt.  Die  Differentialdeterminante  dieser  Integrale 
ist  durch  (16.)  und  (18.)  gegeben.  Es  sind  ferner  durch  (25.)  die  Con- 
stanten in  dem  linearen  Ausdrucke  dieser  Integrale,  in  welchen  ein  Integral 
bei  dem  positiven  Umgange  um  den  Punkt  x  =  a  übergeht,  bekannt.  Das- 
selbe sei  bei  den  Integralsystemen,  die  bei  den  anderen  singulären  Punkten 
von  F„,{y,x)  —  0  entwickelt  sind,  gefunden.  Diese  Ermittelungen  reichen 
nach  Abh.  Bd.  87  No.  6  hin,  um  die  Fortsetzung  jedes  Integrales  von 
Pm(.y,x)  —  Q  zu  verfolgen.  Die  Untersuchung  dieser  Aufgabe  wird  in  No.  4 
durchgeführt. 

e.)  Die  Functionen  (fai^x)  (21.)  sind  in  dem  Bezirke,  der  bei  der 
Differentialgleichung  (1.)  F„Xij,  x)  —  0  zu  dem  singulären  Punkte  x  =  a  gehört, 
abgesehen  von  x  =  a  einwerthig  und  stetig  und  haben  daher  Entwickelungcn 
der  Form  (43.).  Ebenso  die  Functionen  e~"*  {x  —  a)'  cp^i  (x),  wo  e'"*  aus  (20.) 
entnommen  ist,  v  eine  ganze  Zahl',  über  die  später  verfügt  wird.    Es  werden 
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die  Entwickelungen  letzterer  Functionen  weiter  betrachtet.     Wird 

gesetzt,  so  ist  in  der  Entwiekelung  von  v  von  der  Form  (43.)  der  Coefficient  c, 

(55.)       c^  =  ^^Jv{x-a)-'-'dx,       a  =  -^...-f-^ 

■wo  über  die  Peripherie  eines  Kreises  innerhalb  des  Bezirkes  von  x^a  mit 
diesem  Punkte  als  Mittelpunkt  in  positiver  Eichtung  integrirt  wird.  Ist  R, 
der  Eadius  dieses  Kreises  und  wird  x~a  =  R^ß  gesetzt,  so  erhält  man 


^^6.)       c,  =-  ^J'^ß- 


'dß. 


2ni^^ 

Die  Function  e~"^*(a;  — o)"^"  ''''^"^"'''^(p<,i{x)  genügt  einer  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der 
höchsten  Ableitung  gleich  1,  die  man  aus  der  Differentialgleichung  (1.) 
F„{y,x)  =  Q  herleitet.  (Abh.  Bd.  87  No.  7  I.)  Dieselbe  hat  bei  x  =  a  eine 
Exponentengleichung,  unter  deren  Wurzeln  es  solche  giebt,  die  sich  von 
r„  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden.  Diejenige  derselben  mit  dem 
kleinsten  reellen  Theile  sei  rx...  Dann  wird  die  ganze  Zahl  r  in  p  gleich 
ri-{-ct„-\ h a^_■^  —  rx-  gesetzt,  und  aus  der  vorhergehenden  Differentialglei- 
chung die  Differentialgleichung  für  p  hergeleitet.  Diese  liefert  eine  Recursions- 
formel  für  die  Coefficienten  c^  (55.),  die  dieselben  homogen  und  in  constanter 
Anzahl  enthält.  Man  braucht  daher  nur  eine  endliche  Anzahl  dieser  Coeffi- 
cienten zu  kennen,  um  die  übrigen  aus  diesen  mittels  der  Recursionsformel 
herleiten  zu  können,  wie  in  Abh.  Bd.  87  No.  7  UIrf  weiter  ausgeführt  ist. 
Sollen  in  der  Entwiekelung  der  Function  e~"'(a;—o)~*'^'''*'''^^' "*""*"'' F^. 
wo  Y^  das  Integral  (21.),  w  gleich  Null  oder  von  der  Form  2:e_^(x—a)~'' 

ist,  Potenzen  von  x  —  a  mit  negativen  Exponenten  nur  in  endlicher  Anzahl 
vorkommen,  so  muss  w  =  «P;.  sein,  wie  sich  aus  (11.)  durch  successive  Division 
mit  den  Grössen  fi  und  Differentiation  ergiebt.  Es  dürfen  dann  in  der  Ent- 
wiekelung von  e~"*(x  — a)*'9)jj(a;),  wo  v  =  r^-l-  a„H h«t_i  —r-,,..  ist,  gar  keine 

Potenzen  mit  negativen  Exponenten  vorkommen,  weil  die  Difterentialgleiduing 
von  c  bei  x  —  a  eine  Exponentengleichung  hat,  unter  deren  Wurzeln  die 
ganzzahligen  gleich  oder  grösser  als  Null  sind.  Die  Kecursionsformel  für 
die  Coefficienten  c^  möge  nun  die  s-fl  Coefficienten  Ct_^,  bis  0^+,  ,  enthaUcn. 
Die  niedrigste  ganze  Zahl  k,  für   welche  der  Coefficnent    von  Cj^,  ,  in  der 
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Recursionsformel  etwa  verschwindet,  sei  x.  Dann  ist,  damit  die  Coefficienten 
c„  mit  negativem  Zeiger  a  sämmtlich  verschwinden,  gemäss  der  Recursions- 
formel nothwendig  und  hinreichend:  wenn  y.-\-l  —  s<i—s  ist,  dass 

(57.)       c,+,_,  =  c^^,_,+,  =  ---  =  c_i  =  0 

ist;  wenn  %-\-\—s^^—s  ist,  so  wie,  wenn  der  Coefficieut  von  c^j^^_^  nicht 
für  eine  ganze  Zahl  k  verschwindet,  dass 

(58.)  c_,  =  c_,+,  =...  =  c_,  =  0 
ist. 

2. 

Es  soll  nun  zunächst  die  Darstellung  der  Coefficienten  c^  in  der  Ent- 
wickelung  der  Function  e~"'yai,(^)  No.  1  (20.)  (21.)  von  der  Form 

^c,{x-ay+^' cjx-a)' 
(]  —1 

gegehen  werden.     Die  Darstellung   der  Coefficienten  in    der  Entwickelung 

dieser  Form  bei  der  Function  ^^(.(a;)  wird  in  derselben  Weise  ausgedruckt. 

Die  Function  e~"''' (pt,i{x)  ist  gleich  der  Summe  einer  endlichen  Anzahl  von 

Summanden;   ein  solcher  sei  «',  dann  ist  »' =  e~"*(a;  — a)~ '"^""^ '^"'~'  U,  wo 

U  ein  Integral  (30.)  der  No.  1  ist.     Dieses  Integral  U  wird  vermittelst  des 

bestimmten  Integrales  (51.)  der  No.  1  dargestellt,  wobei,  um  den  Exponenten 

r  in  {x—ayyj{x  —  a)  zu  bilden,  bei  einer  Grösse  /Udic  =  0.../c  — 1)  der  Werth 

r^  — b  +  1,   bei   {x  -af'Xaiix)   der  Werth   r,,,   bei   (a;— a)~'   der  Werth   — 1 

genommen  wird.     Dadurch   erhält  man  für  U  den  Ausdruck 

{x  —  af' '^ " "*'"*"'  i//„  {x  —  a)  S,     wo     % {x  —  a)  =  c{x  —  ä) "'"  /u^i 

eine  Darstellung  der  Form  e'"' 2ic^{x  —  a)'  hat,  worin  c,,  von  Null  verschieden 

ist,  S  ein  bestimmtes  Integral  ist,  wie  das  Integral  S  in  No.  1  (51.).  v'  wird 
daher 

(1.)       v'  =  e""''ifh>{x-a)S. 
«'  hat  die  Entwickelung 

(2.)       v' =  2:c,{x-ay  +  ^c,{x-ay, 
I)  —1 

worin 
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wenu  x—a  =  R'ß  gesetzt  wii'd,  0  ■< -R' < /i  ist ,  wo  ß  der  Radius  eines 
Kreises  um  x  =  a  als  Mittelpunkt,  iunerlialb  dessen  Peripherie  die  bei 
(52.)  No.  1  genannten  Functionen  t]{x),  '«(j;),  Xt,i{x)  einwertliig  und  stetig 
bleiben,  tj{x)  und  (o{x)  nicht  verschwinden.  Die  Grösse  e~''*v/„(x  — a) 
werde  diu-ch  l{x  —  a),  die  Grösse  unter  den  Integralzeichen  in  S  durch 
L  {x  —  a)  al\ . .  al"  bezeichnet.     Dann  ist 

(4.)        c:  =  ^f'dßfdaJ'da,...f'l{R'ß)L{R'ß)ß-^-^al'...ai-'da„. 
111  1 

Die  Function  l{x  —  a)L(x  —  ä)  hat  den  Ausdruck 

(5.)       l{x-a)L{x-a)  =  e"^^'-"^''^  H{x-a). 

Hier  ist  G{{x—a)~^),  welches  durch  Summation  der  Grösse  «Cu— w*  in  /  und 

der  Grössen  t  in  e^  bei  den  yj  in  L  entsteht,  eine  ganze  rationale  Function 

mit  dem  absoluten  Gliede  gleich  Null  von  den  Grössen 

{x  —  a)-\  {{x—  a)  ai)-\ . . .{{x -a)  a^aj. . . a„)-\ 

Daher  hat  diese  Function  die  Entwickelung 

(6.)       e««-")-')  ^  Ig_,{x-ar\ 

wo  g_i  eine  ganze  rationale  Function  der  Grössen  «f',  («iCfo)"',  ...{ai  «o..  .«„)-' 
ist,  die  man  aufstellen  kann.  Die  Reihe  (6.)  convergirt  noch,  (ausser  x  =  a)  wenn 
die  Coefficienten  in  G  und  daher  auch  die  in  g^^  durch  ihre  Moduln,  die  Grössen 
«r'  bis  (a,c(2...ß„)~'  durch  1  und  x  —  a  durch  Mod  (x  —  a)  ersetzt  werden. 
Die  Function  H{x~a)  ist  ein  Quotient,  dessen  Zähler  und  Nenner  Producte 
von  Factoren  in  endlicher  Anzahl  sind,  wo  jeder  Factor  eine  Entwickelung 
der  Form  Sk^y"  hat,  ;'  eine  der  Grössen  x  —  a,  {x  —  a)ai^...  {x  —  a)aia2...a„ 

ist.  Jede  dieser  Entwickelungen  convergirt  innerhalb  des  Kreises  mit  dem 
Radius  R,  die  Entwickelungen  im  Nenner  verschwinden  nicht  innerhalb 
dieses  Kreises.     Es  sei  eine  dieser  letzteren  Entwickelungen  ^  k'^  y".    AVird 

(7.)       -,J— =  J.l(-l|,.)- 

u 

»  /'  k'  \ 

gesetzt,  so  darf  man,  wenn  ^  Mod(^nr^j  Med;''' <  1  ist,  nach  Potenzen  von 

/  ordnen,  so  dass 

(8.)      -J^~-  =  Zy..f 
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entsteht.     Da  aber  die  Function  —5 einwerthig    und    stetig    ist,    wenn 

Mody<ß,  so  muss  ^J^a?'°  convergiren  und  die  Gleichung  (8.)  bestehen, 
wennMod^'^.Ä  ist.  Wegen  der  unbedingten  Convergenz  der  Potenzreihen 
(d.  h.  die  Reihe  der  Moduln  couvergirt)  muss  daher  auch  J'ModÄ„  Mod;'" 

und  ^  Mod;«a  Modj'"  convergiren,  wenn  Mody<Cß  ist.  Daher  hat  H{x—a) 
die  Entwickelung 

(9.)       H(x-a)  =  2:h{x-a)\ 

wo  hi  eine  ganze  rationale  Function  von  «,,  ceiCj, ...  «jao...  «„  ist,  die  man 
aufstellen  kann.  Die  Reihe  (9.)  convergirt  noch,  wenn  in  h^  die  Coeffi- 
cienten  durch  ihre  Moduln,  die  Grössen  «,,  «jotj  bis  ci:iO;2...a„  durch  1  und 
x  —  a  durch  Mod  {x  —  a)<Z.R  ersetzt  sind.  Aus  den  Entwickelungeu  (6.) 
und  (9.)  folgt  nun 

(10.)       e''«-^-"'"')Ä(rr-a)  =  Z  K,{x-ay  ^-Ü  K,{x-a)% 

U  —1 

(11.)  /fc^^bS'-tAt  +  c,  C  =  — O0---+0O 

wo  die  h  mit  negativem  Zeiger  gleich  Null  zu  setzen  sind.  Und  zwar 
müssen,  nach  den  vorher  gemachteu  Bemerkungen  über  die  Convergenz  der 
Reihen  (6.)  und  (9.),  in  denen  in  g  und  h  die  Grössen  durch  ihre  Moduln 
ersetzt  sind,  die  Reihe  (11.)  und  die  beiden  Potenzreihen  in  (10.)  noch  con- 
vergiren, wenn  in  den  rationalen  Functionen  g  und  h  die  Grössen  a,, 
«1«.,  ...  «.a^-.-ßo  durch  1,  die  Coefficienten  dieser  Grössen  durch  ihre  Moduln 
und  x  —  a  durch  Mod (a;  —  a)  •<  ß  ersetzt  sind;  (die  Potenzreihe  in  (10.)  mit 
negativen  Exponenten  ausser  x  =  d).  Hieraus  folgt  dann  weiter,  dass  die 
Reihe  (11.)  für  die  Werthe  der  a,  bei  denen  Moda  =  l  ist,  in  gleichem 
Grade  convergirt,  d.  h.  man  kann  zu  einem  solchen  Stellenzeiger  b'  über- 
gehen, dass  Mod(^5r_|,/<t_^J    (?=  l...c»s)  für  jene  Werthe  a.  unterhalb  einer 

b'+p 

vorgeschriebenen,  beliebig  kleinen  Grösse  bleibt,  und  es  folgt,  dass  jede 
der  beiden  Potenzreihen  in  (10.)  für  die  Werthe  a,  bei  denen  Moda  =  l 
ist  und  für  die  Werthe  x,  bei  denen  Mod  (a;  —  a)  =  ß',  wo  0  <;  ß' ■< /i  ist, 
in  gleichem  Grade  convergirt,  d.  h.  man  kann  zu  einem  solchen  Stellen- 
zeiger  c'   übergehen,    dass   Mod ( ^ /f. (x - a)')  und  Mod(  ^    K,{x—ay) 


I 
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(()  =  1...3o)  für  die  angegebenen  Werthe  «  und  x  unterhaUj  einer  vorge- 
schriebenen, beliebig  kleinen  Grösse  bleiben. 

Da  die  Reihe  (11.)  K,  für  die  Werthe  a,  bei  denen  Mod«  =  1  ist, 
in  gleichem  Grade  convergirt  und  ihre  einzelnen  Glieder  stetige  Functionen 
dieser  Variabein  sind,  so  ist  sie  in  Bezug  auf  dieselben  Variabelu  stetig. 
Man  kann  sie,  weil  sie  in  gleichem  Grade  convergirt,  in  den  einzelnen 
Gliedern  integriren.     Bildet  man 

(12.)      J  K,K"da„  =   Jt/^-tÄi+.a ■"</«„, 

1  "    I 

so  sind  die  Functionen  unter  den  Integralzeichen  rechts  ganze  rationale 
Functionen  von  a"'',  «0"=,  ...  a^"^'"",  wo  die  m  ganzzahlig  sind;  die  Inte- 
grationen lassen  sich  daher  ohne  Weiteres  ausführen.  Die  Reihe  (12.)  con- 
vergirt nun  für  die  Variabein  «i  bis  «„_, ,  deren  Mod  a  —  1,  in  gleichem 
Grade  und  ist,  da  die  einzelnen  Glieder  stetige  Functionen  dieser  Variabein 
sind,  in  Bezug  auf  dieselben  Variabein  stetig.  Durch  eine  weitere  Integration 
ergiebt  sich  mittels  derselben  Betrachtungen 


(13.)       /'da,   J  K.al'Ti' al" da,  =  £if  da„_J ' g_,h,^,al''S,' cv^" 


da„ 


wo  die  Reihe  rechts  in  Bezug  auf  die  Variabein  «i,  «j,  ...  a„_2,  bei  denen 
Mod  K  =  1 ,  in  gleichem  Grade  convergirt  und  stetig  ist.  Man  erhält  also 
schliesslich 

l  /  daj  da.,...  I  K.af  ...al" da„ 

(14.)       )       ^    ".,      \, 

j—   2^\, I   da^  I   da,...l   g_^hf,^.,nf  ...a"„" da„. 
I  I  I 

In  die  Entwickelung  (10.)  wird  nun  x—a  =  R'ß  eingesetzt,  wodurch  man  die 
Entwickelung  von  l{R'ß)L(R'ß)  erhält.  Jede  der  beiden  Potenzreihen  in  (10.) 
convergirt  für  die  Werthe  der  Variabein  «,,  a,,  .  .  .  a„  und  ß,  deren  Modul 
gleich  1  ist.  in  gleichem  Grade  und  ist  in  Bezug  auf  diese  Variabein  stetig, 
da  die  einzelnen  Glieder  stetig  sind.  Man  kann  sie  daher  in  den  einzelnen 
Gliedern  integriren  und  erhält 

(15.)    J'l{R'ß)L{R'ß)tt::'dn„  =  J:/'f<,a:,"dci„{R'ßy+'^y"h',al"da„{R'ßy. 

Jede  der  beiden  Ueilien  in  (15.)  rechts  convergirt  für  die  Werthe  «,  bis  «„  , 
und  ß,  deren  Modul  gleich   1  ist,  in  gleichem  Grade  und  ist  in  Bezug  auf 

JoiiniHl  fiir    Math.'malik   li.l.  XCl.  Il.'ft  •_'.  13 


98  Thome,  zur  Theorie  der  litiearen  Di/ferentialgleiclmngeii. 

diese  Variabein  stetig,  da  die  einzeluen  Grlieder  stetig  sind.  Durch  eine 
folgende  Integration  erhält  man  aus  (15.)  für  das  Integral 

(16.)      y"da„_,J"'l(R'ß)LiR'ß)al'L-'al''da„ 
1  'i 

die  Entwickelung 

(17.)     J  /'</«„_,  f'K,all-,'  al"da„  {R'ßy  +  ~Z  f  da,_,f'  K,  «;l7'  K"  da„  {R'ß)\ 
"'i  "i  ~'  1  I 

wo  sich  mittels  derselben  Betrachtungen  ergiebt,  dass  jede  der  beiden  Reihen 

in  (17.)  für  die  Werthe  der  Variabein  «i  bis  «„_o  und  ß,  deren  Modul  gleich 

1  ist,  in  gleichem  Grade  convergirt  und,   da  die  einzelnen  Glieder   stetig 

sind,  in  Bezug  auf  dieselben  Variabein  stetig  ist.     Indem  man  so  fortfährt, 

erhält  man  schliesslich  für  das  Integral 

(18.)      y"dßJ^'da,J''da,...y^'l{R'ß)L{R'ß)ß-'-'a-i'...al"da„ 

die  Entwickelung 

[  ^fdßj"day...J  K,a-i'...al'da„ß-'-\R'ßy 

+  'ifdßfda, . . .j  K, af...  a; " da^ß"-' (R'ßy. 
\       '  1         1  1 

Hierbei  fallen  alle  Integrale  aus,  in  denen  die  c  von  a  verschieden  sind,  und 
man  kann  daher  statt  des  Integrales  (18.)  auch  setzen 

(20.)       fda, . . .  /"da^fuR'ß)  L (R'ß)  af ' . . . «;"  ß-"-'  dß. 

Für  c[  (4.)  ergiebt  sich  nun  aus  (18.),  (19.)  und  (14) 

l   cl  —  1  da^i  da^... I   K^a\ ...al" da„ 

(21.)  \       \ 

l  =  ZiJ  daj   rf«j...y  g_i,hi^^a\'...al"da„. 

1  1  1  'i 

g-ih+t^i'---^«"  ist  eine  ganze  rationale  Function  von  o:j'+"''  bis  a^"'*'"''',  wo 
die  m  ganze  Zahlen  sind.  Nach  Ausfährung  der  Integrationen  wird  jedes 
Glied  in  der  Reihe  (21.)  ein  rationaler  Ausdruck  von  Constanten,  die  in  den 
bei  (52.)  der  No.  1  genannten  Ausdrücken  vorkommen  und  von  den  Con- 
stauten  ^i  bis  ()„,  e'"'^'  bis  e  "'"".  c'^  ist  demnach  vermittelst  (21.)  durch  eine 
einfach  unendliche  Reihe  dieser  Ausdrücke  entwickelt  und  jedes  einzelne 


(19.) 
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Glied  dieser  Reihe  kauu  mau  aufstellen.  Durch  Addition  der  Entwicke- 
lungen  von  Grössen  r'  (2.)  erhält  man  die  Eutwickelung  der  im  Anfange  dieser 
No.  betrachteten  Function  e~''''(fi,i{x).  Der  Coefficient  c^  in  dieser  Entwicke- 
lung  stellt  sich  demnach  durch  eine  einfach  unendliche  Reihe  rationaler  Aus- 
drücke der  vorhin  bezeichneten  Constauten  dar.  von  welcher  Reihe  man 
jedes  einzelne  Glied  aufstellen  kann.  In  der  folgenden  No.  (IVe.)  wkd 
gezeigt,  wie  man  den  Werth  von  c^  mit  beliebig  vorherbestimmter  Annäherung 
berechnen  kann. 

3. 

Nachdem  in  No.  1  die  Darstellung  der  Integrale  der  Diiferential- 
gleichung  F„(y,  x)  —  0  No.  1  (1.)  bei  einem  singulären  Punkte  x  =  a  gegeben 
ist  und  in  No.  2  die  Ausdiiicke  für  die  Coefficienten  in  den  Entwickelungen 
dieser  Integrale  ermittelt  sind,  wird  jetzt  gezeigt,  wie  man  aus  jener  Dar- 
stellung der  Integrale  Entwickelungen  herleitet,  welche  die  Werthe  der  Inte- 
grale mit  beliebig  vorgeschriebener  Annäherung  geben,  wodurch  zugleich  die 
"Werthe  der  genannten  Coefficienten  mit  beliebiger  Annäherung  erhalten 
werden. 

I.  Die  Function  (a;-o)'''^''"^"*''*-'</)„j(a;)  No.  1  (21.)  ist  als  Summe 
von  Integralen  U  No.  1  (30.)  gegeben.  Ein  solches  Integral  U  mrd  ver- 
mittelst des  bestimmten  Integrales  No.  1  (51.)  dargestellt,  worin  die  Func- 
tionen {x  —  aY  if' {x  —  a)  die  Ausdiiicke  No.  1  (52.)  erhalten.  Um  die  Expo- 
nenten r  in  diesen  Ausdrücken  zu  bilden,  wird  bei  den  Grössen  .u«  der 
Exponent  rj^  — b  +  1,  bei  {x—äf''x^t  der  Exponent  r^,  bei  {x—a)~^  der  Ex- 
ponent —  1  genommen.     Dadurch  erhält  man  für  U  den  Ausdruck 

(1.)       U=  {x-aV'*"'^^-^'''-'v\,{x-a)S, 
wo 

ist,  yj„{x—a)  daher  eine  Darstellung  der  Form  e"''J:c^{x—a)*  hat,  worin  c, 
von  Null  verschieden  ist.  S  ein  bestimmtes  Integral  wie  S  in  No.  1  (51.). 
Also  wird 


(3.) 


U  =  {x-ay'^'"''■-*'''-'^^„{x-a)S, 
S  =  /  da^ I   du..../  U't{{x  —  a)n^)...(f„{{x  —  a)ay...a„)a\'...al''da„. 
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R  sei  der  Radius  eines  Kreises  um  x~a  als  Mittelpunkt,  innerhalb 
dessen  Peripherie  die  zur  Darstellung-  der  Functionen  ifix  —  a)  unter  der 
Form  No.  1  (52.)  angewandten  Grössen  t]{x)  und  cw(a;)  einwerthig  und  stetig 
bleiben  und  nicht  verschwinden,  x^^ix)  einwerthig  und  stetig  ist,  so  gilt  die 
Darstellung  (,3.)  für  die  Punkte  x  innerhalb  dieses  Kreises,  abgesehen  von 
x  =  a.  Die  Function  i/'i((a; —«)«,). ..i/'a((a^  —  o)«i---«„)  erhält  nun  die  Ent- 
wickelung 

iipi{{x  —  a)  «,)  i/Zj ((a;  —  a)o,  ai)...  tp„{ix  —  a)tt^...  a„) 
^  I     ^e^^^''"'>~'^Q\x-a)^P{(x-a]-')Q{x-a). 

^((x  — a)~')  entsteht  durch  Summation  der  Grössen  t  in  e'  bei  den  ip  No.  1 
(52.),  ist  eine  ganze  rationale  Function  mit  dem  absoluten  Gliede  gleich 
Null  von  {{x  —  a)at)~\  ...  ((x- a)a,... «„)"'.    P((a;— a)~')  hat  die  Entwickelung 

(5.)       e^«^-«^~''  =  P((a;-fl)-■)  =  l/?-,(x-a)-^ 

wo  p_i  eine  ganze  rationale  Function  der  Grössen  «r',  ...  (a, ßj...ß„)~'  ist, 

die   man  aufstellen  kann.     Diese  Reihe   convergirt  noch,   wenn  die  Coeffi- 

cienten  in  p_i  durch  ihre  Moduln,  die  Grössen  a  durch  1  ersetzt  sind. 

t 
Q[x—a)  ist  das  Product  der  Grössen  -j  bei  den  rp  No.  1  (52.),  wo 

I  und  'C  hervorgehen  aus  den  Functionen  r][x)  und  u){x)  bei  den  /li,  aus 
dem  Werthe  1  bei  (x— «)"'  und  aus  /at  a;).  Jede  Grösse  |,  t  hat  eine  Ent- 
wickelung der  Form  .Z  A^ay^  T  ist  eine  der  Grössen  (a;— a)«,, ...  (x— a)«,«,...«^. 


Ist   die  Entwickelung  einer  Grösse  'Q  J^Kt",    so    erhält  man,   da   dieselbe 

i_ 


innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius  R  nicht  verschwindet,  —^ inner- 


halb dieses  Kreises  einwerthig  und  stetig.     Setzt  man  daher 

K  k'  "■ 

für  ^  Mod-r^  Modr"  ■<  1,  so  muss  die  Reihe  ^c^^"  convergiren,  und  die 

1  'fit  '  II 

Gleichung  (6.)  bestehen,  so  lange  Mod;'<;fi   ist.     Daher  hat  Q{x  —  a)  für 
Mod  [x  —  a}<ZR  die  Entwickelung 

(7.)        Q{x-a)  =  Iq,{x-a)\ 
wo  q^  eine  ganze    rationale  Function    von  «„  ct^a,,  ...  «iö^...«,,,   die  man 
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autsrellen  kiiim.  uutl  die  Reihe  noch  convergirt.  wenn  die  r'oefficienteii  in  r/^ 
durch  ihre  Moduln,  die  a  dm-ch  1  ersetzt  sind.  Weil  die  hier  betrachtete 
Function    j  — o*^""^"  "*^"^°*~'^^t,(x)   durch   eine   Summe   von   Ausdrücken   (3.) 

dargestellt    wird,    ist    die    ganze    Zahl    a„-\ hß^—i    in    den    Exponenten 

r^-\- nn-\ h  «i-i  in  No.  1  ,21.    aufgenommen  worden. 

Die  Reihe  P{  x  —  a~^]  werde  in  zwei  Theile  getheilt  P'  und  P'\  wo 
P'  die  Glieder  der  Reihe  P  bis  zu  einem  gewissen  Stellenzeiger  enthält, 
ebenso  werde  die  Reihe  Qx  —  a)  in  zwei  Theile  getheilt  Q'  und  Q" ,  wo 
Q'  die  Glieder  von  Q  bis  zu  einem  bestimmten  Stellenzeiger  enthält,  so  dass 

■8.       PQ  =  P'Q'  +  iP'Q"  +  P"Q'  +  P"Q"j- 
Für  die  Weithe  x  in  einem  Gebiete  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius 
R,  welches  x  =  a   nicht  enthält ,   und  für   die  ^y erthe   der  « ,   deren  Modul 
gleich  1  ist,  sei  ModP  5^  21.  Mod  Q  ^  28,  ModP"  ^  >;„  Mod^"  ^  z,,  so  dass 
ModF^2t  +  ;f,  und  ModC'^33  +  ;f.  und 

9.)        "Sloil  P'Q"-i-P"Q'  +  P"Q")^   ^  +  y.,) y,-\-  ['!8-\-  ■^,)ic,  +  y.,x,  =  co. 
PQ'  ist   eine   ganze   rationale  Function  von  x  —  a  und    x  —  a)~'  mit  Coeffi- 
cienten,  die  ganze  rationale  Functionen  von  «,  bis  «„  und  af'  bis  a~^  sind, 
so  dass  die  Integrationen  in  dem  Integral 

(10.^       /"da, . . .  f'P'Q'  «r  •  •  •  ßa''rf«o 

1  1 

ohne  Weiteres  ausgeführt  werden  können,  wodiuch  man  eine  ganze  rationale 
Function  ton  x  —  a  und  {x  —  d)~'^  erhält,  deren  Coefßcienten  rationale  Func- 
tionen gegebener  Constanten  sind.     Das  Integral 

^11.)        /  da,.../  [ipt{[^x—a'^a,)...ip„{,x  —  a]ai...a„)  —  P'Q']a<-'..Ml''d((„ 
1  1 

ist  gemäss  (8.)  gleich  dem  Integral 

:12.)      J'da,...  J"  P'Q"^P"Q'  +  P"Q"]a\\..a:/da,. 
1  1 

Führt  man  in  v'12. '  bei  der  jedesmaligen  Integration  für  «  ein  e'*,  0  ^  ö  ^  2.^, 

so  erhält  man  gemäss  (9.),  wenn  bei  (J,=p,  +  q,i  für  ^,  <C  0  ri,  =  e~^'  "  und 
für  7^0  ri,—  \  gesetzt  wird, 

i  Mod  \J'  P'Q"  +  P"Q'^P"Q")a'„"da„\ 

(13.) 

(  =  Mod  \if'\FQ"  +  P"Q'-\-P"Q")e^"'^'^''d6„\-^  Ti,w2n, 
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i  Mod  \f'da„_,y^'iP'Q"-^...  +  P"Q")al''S,'al''da„\ 

(14.)  ) 

{  (I        1 

u.  s.  w.  daher  den  Modul  des  Integrales  ^11.)  gleich  oder  kleiner  als 
^1^2" •'?o "'(2^)''.  Es  kommt  mm  darauf  an  zu  zeigen,  wie  mau  die  Werthe 
2t  und  33  ermittelt,  und  wie  mau  die  Stelleuzeiger,  von  welchen  an  die 
Reihen  P"  und  Q"  beginueu,  so  bestimmen  kann,  dass  Xi  und  y.i  vorge- 
schriebene beliebig  kleine  Grössen  werden.  Die  hierzu  dienenden  Hülfsmittel 
werden  in  den  Abtheilungeu  II  und  III  entwickelt. 
IL  a.)  Die  Potenzreihe 

(15.)       ^cj'  =  ^{§} 

habe  den  Radius  des  Convergenzkreises  >  R.     Alsdann  ist,  wenn  $  =  Re'" 
gesetzt  wird, 

Hieraus  folgt,  wenn  M  eine  positive  Grösse  ist  gleich  oder  grösser  als  das 
Maximum  des  Moduls  von  ^{|)  für  Mod|  =  /l,  dass 

(17.)       Modc,^-^ 

ist.     Daher  ergiebt  sich  für  Werthe  |,  deren  Modul  gleich  R'  <i  R  ist, 

(18.)       UoA2:cJ'^M(^y—^, 

und  (^  jt)    wird  für  hinreichend  grosse  \yerthe  von  v  beliebig  klein,  so  dass 
man,  wenn  M  bekannt  ist,  durch  passende  Wahl  von  v  den  Rest  der  Reihe 
für   Modl^/l'    dem   Modul    nach    kleiner  machen    kann    als   eine   vorge- 
schriebene beliebig  kleine  Grösse. 
Bei  der  Potenzreihe 

(19.)       ^pj' 

erhält  man  vermittelst  (17.)  als  Grösse,  welche  gleich  oder  grösser  ist  als 
das  Maximum  des  Moduls  dieser  Reihe  für  Mod($")  ^/?,  << /?, 

(20.)ModJ^ic.|«)^i.f^|(^y=M^-i^=1.2.../^:^^. 

R 
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Es  kommt  also  zur  Anwendung  des  Vorhergehenden  darauf  au.  die  Grösse 
M  zu  ermitteln. 

b.  Die  Reiheuentwickelung  tj  =  x  —  a  ' ^  cj^^x  —  a  "  soll  einer  homo- 
genen, linearen  Diflferentialgleiehung  mit  rationalen  Coefiicieuten  und  dem 
Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1,  die  bei  x  =  a  den  charakteristi- 
schen Index  gleich  Null  hat,  genügen.  Der  Punkt  a  kann  auch  nicht 
Singular  sein.  Diese  Reihe  convergirt  in  dem  Bezirke  von  x  =  a  ;vgl. 
Abh.  B.  87  No.  1\  r  ist  Wurzel  der  Exponentengleichung  bei  x  =  a,  wenn 
c„  von  Null  verschieden  ist.  Es  soll  nun  ;■  Wurzel  der  Exponeutengleichung 
sein  und  dabei  auch  der  Fall  zugelassen  werden,  wo  c,  oder  noch  einige  fol- 
gende Coefficienten  gleich  Null  sind.  Für  die  Potenzreihe  2! c^ix  —  a  "  soll 
eine  positive  Grösse  ermittelt  weiden  gleich  oder  grösser  als  der  Modul  der 
Reihe  fitr  Werthe  x,  bei  denen  Mod\x—a=R  ist,  wenn  R  kleiner  als  der 
Radius  des  Bezirkes  von  x  —  a  ist. 

Wird  y  =  [x  —  aYu  in  die  Differentialgleichung  eingesetzt  und  die 
Differentialgleichung  für  u  hergeleitet,  die  rationale  Coefficienten  und  bei 
x  =  a  den  charakteristischen  Index  gleich  Null  hat,  so  sei  dieselbe 

Der  Bezirk  von  x  =  a  bei  derselben  ist  nicht  kleiner  als  der  bei  der  ur- 
sprünglichen Differentialgleichung  und  daher  auch  letzterer  nicht  kleiner 
als  jener.     Nun  wird 

(22.)  P,{x-ay  =  Q,  =  Q,{a)  +  {x-a)QUx) 
gesetzt,  so  ist  Q'a[x)  innerhalb  des  Bezirkes  von  x  =  a  einwerthig  und 
stetig,  ^„lö),  als  Function  von  ;•  betrachtet  gleich  Null  gesetzt,  ist  die 
Exponentengleichung  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  und  hat  die 
Grösse  r  in  {x  —  a'n  zur  Wurzel.  Die  Differentialgleichung  (21.)  werde 
auf  die  Form  gebracht 

'         (^-«)^"'^S-  +  ^'(«^^^-'*^'"^  +  -  +  ^'-^«)-ä7 

=  -ix-ar'Q[ix)^-ix-ay-'Q'{x]^ Q',^x)u. 


(23.) 


Soll  nun  dieser  Differentialgleichung  die  Entwickelung 

(24.)       IcÄx-a]' 
I) 

genügen,    wo  auch  c,,  und   folgende  Coefficienten   gleich  Null   sein   dürfen, 
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SO  ergiebt  sich  durch  Gleichsetzen  der  Coefficienten  von  {x  —  af  auf  beiden 
Seiten  der  Differentialgleichung  (23.),  dass  die  c^  folgende  Relation  für  A' >  0 
erfüllen : 

\{k+l)k{k-l)...ik-(j  +  2)-^Q,{a]ik+l)k...{k-(j+S'}  +  --- 


(25. 

'  ' +  P.-I  («)(*+  1^  !  C,  +  i     =    AlC,  +  A-,C*-,-l h^M-C(V 

wo  die  Grössen  A  ganze  rationale  Ausdrücke  der  Coefficienten  in  den 
Reihen entwickelungen  von  —(x  —  aY~''Q'a{x)  mit  positiven  ganzzahligen  nur 
von  ()  und  k  abhängenden  Coefficienten  sind. 

Es  werden  statt  der  Reihenentwickelungen  der  Factoren  von 


auf  der  rechten  Seite  von  (23.)  andere  gebildet,  deren  Coefficienten  positiv 
und  gleich  oder  grösser  als  die  Moduln  der  entsprechenden  Coefficienten  hi 
den  ursprünglichen  Reihen  sind.  M„  sei  eine  positive  Grösse  >  0  gleich 
oder  grösser  als  das  Maximum  der  Moduln  der  Functionen  ()ö(x)(a  =  l.-.p) 
auf  dem  Kreise  um  .r  ^  a  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  /?„,  der  kleiner 
ist,  als   der  Radius   des  Bezirkes   von  x  —  a.     Dann  ist  in   der  Reihenent- 

M 

Wickelung  von  Q'^.ix'^  der  Form  (15.),  wo  §  =  x~a  ist,  Mod  c„  ^ -^f  (17.). 

Nun  werde  die  Differentialgleichung  gebildet: 

(26.)         '        M,(a;-a>-'    t/?-'y         JH„(a;-o>-'    dv--x'     M„ 

j~      ,       x—a      rfx?-'  .       x—a      dxs--  .       x—a      ' 

\    '"K-  ''~K-  '-^r 

worin  y  reell  und  grösser  als  Null  ist. 

Wenn  man  in  diese  Differentialgleichung  die  Reihenentwickelung 

(27.)       IgAx-a' 

einsetzt,  so  ergiebt  sich  für  k>  0: 

iy\[k  +  l}k...{k-(f  +  2]  +  (k  +  l)k...ik-(j+3)  +  --  +  k  +  l\g,^, 


(28.)       ^ 

=  B^,  ^g,  +  B,tg,_,^ \-  B,^  g, ,. 

Die  Grössen  B  gehen  aus  den  Grössen  A  (25.)  hervor,  wenn  man  in  diesen 
an  Stelle  der  Coefficienten  in  den  Reihenentwickelungen  von  —{x  -a^'^Q'^ix) 
die  Coefficienten  derselben  Potenzen  in  den  Reiheuentwickelungen  von 
[x  —  aY""        ^0  setzt.     Daher   sind    die   Grössen    B   positiv   >-0,   und 
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Bti^^ioAA^i.  Der  Coefficient  von  g^^i  in  (28.)  ist  für  die  ganzen  Zahlen 
Ä  ^  0  von  Null  verschieden.  Damit  von  einer  bestimmten  positiven  ganzen 
Zahl  k'  an  für  A;  2;;:  ä' 

|Mod[(Ä+lÄ)...(^-(>+2)  +  C»i(«)(Ä+l)Ä...(A-p+3)  +  -  +  (?,-i(a)(A+l)] 

ist,  muss  y  die  Relation  0  <  /  <  1  erfüllen.  Die  Coefficienten  ga  werden 
der  Recursionsformel  (28.)  gemäss  alle  positiv,  wenn  g,,  positiv  ist,  und  es 
ergiebt  sich  aus  (25.),  (28.)  und  (29.),  dass,  wenn  g^  ^  Mode,  flir  a  =  0...Ä-'— 1, 
allgemein 

(30.)      ^a^Modc,    a  =  0...oc 

sein  muss.    g^  stellt  sich  gemäss  (28.)  unter  der  Form  ©ag-o  dar,  wo  S,  eine 
positive  Grösse  >  0  ist.     Es  ist  also  g^  so  zu  bestimmen,  dass 
(31.)      ^üS.^Modc,     a  =  O...Ä'-l 

wii'd. 

Die  Reihe  (27.)  ist  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (26.),  wenn 
sie  der  Differentialgleichung 

y.      x—a\i.  ..   ,  d?e    ,  ,  ,„_2  d?-io  ,    dv  \ 


(32.) 


genügt.     Setzt  man  hier  (27.)  ein,  so  ergiebt  sich  für  k'^0 

{{k+l]k...{k-Q  +  2)  +  ik  +  l)k...{k-Q  +  3)  +  -  +  k  +  l\g,^, 

(33.)      {  =[~{k{k-l)...{k-Q  +  l)  +  k{k-l)...{k-Q+2)  +  ---  +  k\ 
+  ^\k{k-l)...ik-(^  +  2)  +  k...ik~Q  +  3)  +  -+l^^g,, 


woraus 

Hieraus  folgt 

(35.)       lim?^±i  =  i-. 
*=x    gk  Ro 

Also   giebt   es   eine   durch  (34.)  bestimmte  Reihe   der  Form  (27.),   die   für 

Mod  (x  —  a)  <  ßii   convergirt   und  die  Differentialgloicliung  (32.)   und   daher 

auch  (26.)  erfüllt,     gf«   wird  mittels   der  Formel  (34.)  unter  der  Form  S?,«/,, 
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dargestellt  und  g„  gemäss  (31.)  bestimmt,  dann  ist  die  Relation  (30.)  erfüllt. 
(Hierdurch  wird  bewiesen,  dass  die  Reihe  (24.),  deren  Coefficienten  die 
Relation  (25.)  ertülleu,  für  Mod(aj  — a)  <C  ßu  convergirt.  Vgl.  hiermit  den 
Couvergenzbeweis  für  die  Reihe  (24.)  in  der  Abb.  des  Herrn  Fuchs  Bd.  66 
dieses  Journals  p.  148,  von  dem  sich  der  vorstehende  hauptsächlich  dadurch 

unterscheidet,   dass  in  (26.)  noch   das  Glied  7i^~^y~^~izf  aufgenommen 

ist,  wo  0<;y<;l,  wodurch  man  direct  zum  Beweise  der  Convergenz 
für  die  Werthe  x  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radios  R„  gelangt;  Abb. 
Bd.  87  p.  289.) 

Der  Coefficient  von  ^z-  in   (34.)  ist  kleiner  als   1.     Bestimmt  man 

daher  g',  vermittelst  der  Relation 

(36.)      9U.  =  \i;  +  ^j^U 
und  setzt  gl)  =  g»^   so  ist  g'a^g<x  und  lim^^=— ~,   so   dass   die  Reihe 
^g'i{x  —  aY  =  v'  convergirt  für  MoA(x  —  a)<CR,-    Bringt  man  die  Relation 
(36.)  auf  die  Form 

(37.)       {k+l)gU^  =  \^  +  l^+^\g[^ 

so  ergiebt  sich,  dass  die  Reihe  v'  —  Eg^  (er— o)"  die  Differentialgleichung  erfüllt 

Aus  dieser  folgt 

(39.)      .  =  ..-(-"W-^)  =  .,(l-^)"^'''^l 

WO  der  Werth  von  log(l ^ — )  für  x  =  a  gleich  Null  zu  nehmen  ist. 

Setzt  man  in  (39.)  x  —  a  gleich  Mod(a;  — a)  =  ß,   so   erhält  man  für 
den  Modul  der  Reihe  (24.)  die  Relation 

(40.)       Mod{|c,(cr-a)''}  ^  gr„(l_-|-)         '     , 

wenn  x  —  a  Werthe  hat,  deren  Modul  gleich  oder  kleiner  als  R<iRi,  ist. 
In  dieser  Formel  ist  also  g,  durch  die  Relation  (31.)  bestimmt,  worin  33a 
mittels  (34.)  gebildet  wird;  iü„  ist  eine  positive  Grösse  >0  gleich  oder 
grösser  als  das  Maximum  der  Moduln  der  Functionen  Q'a{x)  (a  =  l...p)  (22.) 
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auf  dem  Kreise  um  er  =  a  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  R„,  der  kleiner 
ist  als  der  des  Bezirkes  vou  x  =  a;  y  ist  eine  reelle  Grösse,  welche  die 
Relation  0  <  /  <  1  erfüllt. 

Man  kann  hier  nun  R„  so  wählen,  dass  ein  Werth  von  M^,  sich  ohne 
Weiteres  darbietet,  da  die  Coefßcienten  P  der  Differentialgleichung  (21.)  ra- 
tional sind. 

Es  ergiebt  sich  aus  (22.),  dass  die  Grössen  Q'^ix)  selbst  rationale 
Functionen  von  x  sind,  die  man  bilden  kann;  dieselben  bleiben  innerhalb 
des  Bezirkes  von  x  —  a  stetig.     Eine   solche  Function   sei  auf  die  Form 

—  gebracht,   wo  (p  und  V'  ganze  rationale  Functionen   von  x   sind  und  tf 

für  X  =  a  nicht  verschwindet,  (p  sei  gleich  ^cc,[x—a)%  xfj  gleich  2 ß,{x—ay. 
Dann  wird  /?„  >  0  so  gewählt,  dass 

(41.)       Mod/?„ -  i  Mod /?,  Rf,  >  0 
1 

ist  und  Rü  ein  und  dieselbe  Grösse  bleibt  bei  den  verschiedenen  Functionen 

Q:{x)  (a  =  l...e). 

Nun  ist 

Mod  xp  ^  Mod  []\Iod  ß,  -  Mod  {z  ß,  (x  -  a)')] 


(42.) 


Mod/?o  -  2:  Mod  /?,Mod  (x  —  a)' 


für  Mod  (x  —  a)  ^  ß,,.  Die  Functionen  ip  verschwinden  also  nicht  für 
Mod(ic  — a)  ^  ß„,  so  dass  /?„  kleiner  ist  als  der  Radius  des  Bezii'kes  von 
x  ~  a  und  man  kann  für  M^  einen  Werth  nehmen  gleich  oder  grösser  als  der 
grösste  der  p  Wcrfhe  des  Ausdruckes 

J:  Mod  «,  fi; 
(43.) 


Mod/?„-^Mod/S,fi»„ 

I 

welche  sich  auf  die  verschiedenen  Functionen  Qa{x)  (a  =  l...p)  beziehen. 
Die  im  Endlichen  liegenden  singulären  Punkte  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung  in  6.),  ausser  a,  sind  dieselben  in  (21.),  und  seien  die 
Punkte  a,  bis  a,.  Dann  hat  tp  die  Form  (x  — Oi)"'...(a;  — 0;.)"\  wo  die  Expo- 
nenten positive  ganze  Zahlen  (incl.  0)  sind.  Wenn  a,  bis  «^  bekannt  sind,  so  kann 
man  für  R,  irgend  einen  Radius  kleiner  als  der  des  Rezirkes  von  x  —  a  nehmen 
und  aus  den  rationalen  Coefßcienten  F  einen  Werth  für  J/„  herleiten.    10s  wird 

14* 
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Modr//^(Mod(a,  —  a)  —  jRu)"'...(Mod(a^-o) -/?„)"'  für  Mod (x - a)  =  ß,„  so 
dass  man  für  iJ/j,  einen  Wertli  gleich  oder  grösser  als  der  grösste  der 
Q  Werthe  des  Ausdruckes 

^Moda,Ä»„ 

(44.)      ^ 

(Mod(a,-a)-ß„)»....{Mod(o;— a)-fij"'- 

nehmen  kann,  welche  bei  den  verschiedenen  Functionen  Q'^ix)  (o  =  l...p) 
vorkommen. 

Was  die  positive  ganze  Zahl  k'  angeht,  die  durch  die  Relation  (29.) 
definirt  ist,  so  kann  man  für  dieselbe  auf  folgende  Weise  einen  Werth  er- 
mitteln. Es  sei  von  den  Grössen  Mod  Q^  (o)  bis  Mod  Pj_,  (a)  die  grösste  q, 
dann  gilt  für  die  positiven  ganzen  Zahlen  k  die  Relation 

lMod[(Ä-fl)Ar...(Ä-p  +  2)  +  Pi(a)(Ä+l)&...(Ä-p  +  3)+-- 
(45.)  •••  +  C>,-,(a)(Ä+l)]^(*+l)Ä...(Ä-p  +  2) 

(  -7J(Ä  +  l)Ar...(Ä-(,  +  3)  +  -.-  +  Ä+l!, 

sobald  die  zweite  Seite  positiv  ist  (vgl.  (42.)).  Zur  Erfüllung  der  Relation 
(29.)  ist  alsdann  hinreichend,  dass  man  eine  positive  ganze  Zahl  k—k' 
nimmt,  von  welcher  an 

(46.)  (l-y)(Ä+ l)A:...(Ä-p+2)-(y+;')j(Ä+l)Ä...(Ä-p+3)  +  .. •  +  &+!!  >0 
bleibt.  Hierzu  muss  A'  >>  p  —  2  sein.  Setzt  man  A  =  p  —  1  +  Aij ,  so  ist  die 
ganze  Zahl  &i  ^  0  so  zu  bestimmen,  dass  von  dieser  Zahl  an 

(47)     i:i2:>!-J_  + * +...+ y  \ 


9+y  ^«A,+l^  (A.+l)(A,+2)    '         '    (k,+iXK+2)...(k,+Q-i)S 

bleibt.     Wird  die  niedrigste  ganze  Zahl  A-i^O,  welche  der  Relation  (47.) 
genügt,  durch  K  bezeichnet,  so  ist  für  k'  ein  Werth  (j  —  1  +  K. 

Von  der  Grösse  y  hängt  k'  und  33^  (31.),  welches  mittels  (34.)  zu 
bilden  ist,  ab,  demnach  der  Werth  von  ^i,.  Nimmt  y  ab,  so  nimmt  allgemein 
genommen  k'  ab  und  es  wächst  33„,  daher  nimmt  g„  ab;  wächst  /,  so 
wächst  im  Allgemeinen  k' ,  es  nimmt  S^  ab,    daher  wächst  g„.     Wenn  der 

eine  der  beiden  Factoren  g„  und  i^l  —  ^-J  in  (40.)  durch  Aenderung 

0 

von  /  wächst ,   so  nimmt  daher  der  andere  ab   und  umgekehrt.     Man  kann 
deshalb  zweckmässig  y  =  ^  setzen. 

Was  die  Berechnung  der  Grösse  (40.)  angeht,  so  hat  man  einen  Aus- 
druck gleich  oder  grösser  als  e"'"*'^'^^*  zu  berechnen.     Für  log (1  —  1)  kann 
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man  mittels  der  Entwickelung  durch  die  Potenzreihe  nach  ^  gemäss  (18.) 
einen  beliebig  angenäherten  Werth  berechnen,  indem  eine  passende  Grösse 
grösser  als  der  Modul  der  Reihe  sich  aus  dieser  und  der  Function  ergiebt. 
Dann  kann  man  für  e",  ö  >•  Mod(ßlog(l— |)),  mittels  der  Exponentialreihe 
nach  (18.)  einen  beliebig  angenäherten  grösseren  Werth  berechnen,  indem 
eine  passende  Grösse  grösser  als  der  Modul  der  Reihe  sich  mittels  der 
Reihe  und  der  Function  ohne  Weiteres  aufstellen  lässt.     Vgl.  IV  d.). 

III.  Es  sollen  nun  für  die  in  I  aufgestellten  Reihen  P{{x  —  ay^) 
und  Q{x  —  d)  die  Grössen  %  und  SB  ermittelt  werden,  die  gleich  oder  grösser 
sind,  als  die  Moduln  dieser  Reihen  in  einem  Gebiete  von  x  innerhalb  des 
dort  genannten  um  x  =  a  als  Mittelpunkt  geschlagenen  Kreises  mit  dem 
Radius  R,  welcher  den  Punkt  x  =  a  nicht  enthält  und  für  die  Werthe  «, 
deren  Modul  gleich  1  ist,  und  es  soll  ein  Stellenzeiger  für  jede  Reihe  an- 
gegeben werden,  so  dass  der  Rest  der  Reihe  in  diesem  Gebiete  dem  IModul 
nach  unterhalb  einer  vorgeschriebenen  Grösse  bleibt. 

a.)  Die  Grösse  2t  gleich  oder  grösser  als  ModP((a;— a)~')  werde 
bestimmt.  P{{x-a)-')  =  e5»«--">~*>;  die  Function  ^((cc -«)"*)  entsteht  durch 
Addition  der  Grössen  t  in  e^  bei  den  \\)  No.  1  (52.),  wo  t  von  der  Form 
2,  c_^{x  —  ay^  oder  Null  ist,  und  statt  x—a  eine  der  Grössen  {x  —  d)a^  bis 
{x—a)a^a.i,..a„  eintritt.  Die  Grössen  a  haben  zum  Modul  1.  Wenn  man 
nun  in  ^((x  — a)~')  die  Coefficienten  durch  ihre  Moduln  oder  positive 
Grössen,  die  diese  übertreffen,  ersetzt  und  statt  x  —  a  Mod  (a;  —  a)  =  R,  statt  a 
1  einsetzt,  wodurch  die  Function  )3(/i~')  erhalten  werde,  so  wird  für  die 
Werthe  von  x  —  a,  bei  denen  Mod(a;— a)^7?  ist,  und  für  die  Werthe  der 
«,  deren  Modul  gleich  1  ist, 

(48.)       ModP((a; -«)-')  5^  &^''~'\ 

b.)  Nun  werde  die  Grösse  33  gleich  oder  grösser  als  ^lod  Q{x  —  a) 
ermittelt.  Die  Function  Q{x—a)  ist  das  Product  der  Grössen  -:  bei  den 
ip  No.  1  (52.),  wo  I  und  ^  hervorgehen  aus  den  Functionen  t]{x)  und  u){x) 
bei  den  /ii,  aus  dem  Werthe  1  bei  (jr-a)""'  und  aus  der  Function  /ai.(^)- 
In  den  Entwickelungen  dieser  Functionen  nach  Potenzen  von  x  —  a  tritt 
statt  x  —  a  eine  der  Grössen  (a;  — a)ce,  bis  {x  —  a)a^...a„  auf,  wo  die  Grössen  et 
zum  Modul  1  haben. 

Es  kommen  hier  von  den  Grössen  u  die  in  dein  Integrale  U  No.  1 
(30.)  enthaltenen  in  Betracht,  nämlich  /',  bis  ,"„,,  ,...,+„     ,  die  aus  No.  l  (10.) 
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und  (11.)  bervorgelien.  Die  bei  Bildung  der  /u.  eintretenden  Grössen  v  No.  1 
(10.)  gehen  aus  den  Integralen  der  Ditterentialgleichungen  F«^  =  0  (s  =  0 . . .  ä— 1) 
unter  der  Form  No.  1  (7.)  hervor.  Diese  Integrale  haben  Entwickelungen 
der  Form  No.  1  (19.). 

Nach  No.  1  c.)  werden  nun  die  Grössen  v  mittels  der  Differential- 
determinanten dieser  Integrale  dargestellt.  Die  Integrale  von  F^^  =  0  No.  1  (7.) 
seien  «/,,  bis  y,„^,  die  Differentialdeterminante  der  a  ersten  Integrale  sei  />„. 
Dann  ist  D^  —  v,, v,^... v,^.  daher  wird  r,i  =  y^^ • 

Dg.  hat  die  Entwickelung 

(49.)       {x-a)''    '    '"       ''     W,{x), 
wo  ^a(.x)  eine  Entwickelung  der  Form  J' c^, (a;  —  a)"  hat,  worin  c,,  von  Null 
verschieden  ist,  und  in  dem  Ausdrucke  von  ,u,t, 

(50.)       ,/f ,6  =  e  *  j/,6  =  e  '  (x  -  o)  '*         -— ^ 

sind  die  Functionen  ri{x)  und  co(a;)  bezüglich   ¥^^(0;)  und   ^6-i(^)- 

Die  Function  ^P«  [x)  wird  nun  erhalten,  wenn  mau  in  die  Determinante 


(51.) 


für  t/si  bis  y,^  ihre  Entwickelungen  der  Form  No.  1  (19.)  setzt,  alsdann  die 
Glieder,  die  log(a;  — 0)  enthalten,  weglässt.  Bei  dem  Integrale  y,^  sei  die 
Entwickelung  der  Form  No.  1  (19.)  folgende: 

(52.)       {x-af'\x,{x)-^yAx)\og{x-a)  +  --\-x,{x)[\og{x-a))''-'\. 

An  Stelle  von  [x  —  a)"'^^"  ■  J'f  in  (51.)  ist  dann  dort  beizubehalten  die 
Function 

kirx.{x)+k\'\x-a)'^+---+k^^,{x-ar-^'^^^ 

(53.)  l+k^%ix)+knx-a)  ^  -|-...4-e,(a,_a)"-  ^^^^ 
+  ••• 


(x-o)  '-'y., 

(x—a)  '"'y.i 

■  ■    (x-a)  '"!(., 

(-")-""  # 

(-<•)-"■"  ^ 

..    i.-ar-^'% 

(-«)-■*- ^ 

-1 

(—)-'■'"- ^ 

— i 

■  (-»r-*--^ 

) 
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wo  die   k  Constanten  sind,   die  sicli  als  ganze  rationale  Ausdrücke  von  r„ 
mit  rationalen  Zahlen  als  Coefficienten  darstellen. 

_  Wenn  der  Ausdnick  (52.)  die  Entwickelung  irgend  eines  Integrales 
von  F„^  =  0  darstellt,  worin  q  eine  beliebige  fixirte  positive  ganze  Zaiü  ist 
und  einige  oder  alle  Grössen  x(x)  auch  Null  sein  dürfen,  und  man  aus  der 
Reihe  1,  2  bi^  g  eine  Zahl  b  fixirt,  so  kann  man  mittels  elementarer  Ope- 
rationen aus  F„^  =  0  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1 
herleiten,    welcher  der   Factor  von   {logix-a))"-'  in   dem   Integrale   (52.) 
genügt.    Und  zwar  genügt  derselbe  dieser  nämUchen  Differentialgleichung, 
welche  Werthe  die  Functionen  (x-ay^'%,(x)  {c  =  l...q)  in  dem^Integrare' 
(52.)    haben   mögen,    über    die    bei    Herleitung    der   Differentialgleichung 
nichts   bekannt  zu  sein  braucht,   gemäss  den  Untersuchungen  Abh.  Bd.  87 
dieses  Jouraals  No.  7  I.  Satz  A.     Die  rationalen  Coefficienten  dieser  Diffe- 
rentialgleichung enthalten  als  Constanten  rationale  Ausdrücke  der  Constanten 
a  und  der  Constanten  in  den  Coefficienten  von  F^  =  0  mit  rationalen  Zahl- 
coefficienten.     Man  nehme   für  die  Zahl  g  in   diesem  Satze  diejenige,  die 
so  beschaffen   ist,   dass  in  den  Entwickelungen  aller  Integrale  y,    bis  m,„ 
der  Form  Xo.  1  (19.)  (log(a;-a))'-'  die  höchste  Potenz  von  log(a:-o)  mit 
nicht   verschwindendem  Factor  ist  (nach  No.  1  (19.)),  und  für  die  Zahl  b 
den  Werth  1.     Die   alsdann    dem   Vorstehenden  gemäss  am  F„  =  0   hergelei- 
tete Differentialgleichung  werde  durch  T,'y,x)  =  0  bezeichnet;  p  ist  die  Ord- 
nung und  der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  gleich  1.   Dieser  Differential- 
gleichung genügen  die   Functionen   in   den   Entwickelungen   der  Integrale 
y.i  bis  y,,^,    die   mit   {\og[x-a))"  multiplicirt    sind.     Da   sich  aber    durch 
diese  Functionen  alle  übrigen  Factoren  der  Potenzen  von  log(a;-a)  in  den 
Entwickelungen   der  Integrale   als   homogene   lineare   Ausdnicke   mit   con- 
stanten  Coefficienten   darstellen   lassen    (vgl.    No.  1    (22.)    und    (25.)),    so 
genügen  der  Differentialgleichung  T^(y,x)  =  0  alle  Factoren  der  Potenzen 
von  \og{x-a)  in  den  Integralen  y,,  bis  y,,.    (Abh.  Bd.  87  No.  7  I.  Satz  B.) 
Die  Differentialgleichung  T„{y,x)  =  0  hat  bei  x  =  a  den  charakteristischen 
Index  gleich  Null,  weil  dieses  bei  F„^  =  0  der  Fall  ist  (1.  c.  Satz  C).     Da 
in  den  Functionen  (x  —  af'''x^[x)  c=l...«/  in  der  Entwickelung  von  y]^  die 
Grössen  /,(a)  bis  /,,(a)  nicht  alle  verschwinden,  so  ist  r,^  Wurzel  der  Ex- 
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ponentengleicliuug  von  T^iy,x)  =  0  bei  x  =  a.  Dass  die  Grössen  r,,  bis 
»'s«  «s  Wurzeln  dieser  Exponentengleichung  sind,  ergiebt  sich  daraus,  dass 
die  Differentialgleichung  T,(«/,  a;)-0  gemäss  ihrer  Herleitung  die  Integrale 
von  K(y,x)-^0,  also  unter  der  Form  No.  1  (7.)  enthält.  In  der  Ent- 
wickelung  von  {x  -  af'"  xA^)  kann  man  eine  beliebige  Anzahl  Coefficienteu 
direct  entwickeln  (No.  1  (19.))  und  die  übrigen  durch  ehie  Recursionsformel  mit 
coustanter  Anzahl  der  Glieder,  die  sich  aus  T^iy,x)  =  0  ergiebt,  eindeutig 
bestimmen.  (Abh.  B.  87  dieses  Journals  No.  7  II.  b.).  Die  Coefficienteu  in 
dieser  Entwickelung  werden  rationale  Ausdrücke  aus  den  Constanten  o, 
r,i  bis  r,6  und  den  Constanten  in  F„^  =  0  mit  rationalen  Zahlcoefficienten 
(vgl.  (23.),  (25.)). 

Die  Function  {x-af'^ xA^)  {c=l...q)  in  der  Entwickelung  des 
Integrales  y,i  (52.)  wird  jetzt  für  die  Function  y  =  {x-a)'u  in  IL  b.)  ge- 
nommen, dabei  r  =  r^^  gesetzt;  es  wird  y  =  (x - af'" u  in  die  Differential- 
gleichung  T^  [y,  o;)  =  0  eingesetzt  und  die  Differentialgleichung  für  u  hergeleitet. 
Dies  sei  die  Differentialgleichung  (21.).  Dann  liefert  die  Formel  (40.)  eineu 
Werth  gleich  oder  grösser  als  der  Modul  von  Xi{x).  In  dieser  Formel 
wird  /l„  gemäss  (41.)  gewählt  und  iJf ,  aus  (43.)  bestimmt,  y  kann  gleich  \ 
gesetzt  werden,  der  Factor  «7,,  wird  für  jede  der  q  Functionen  xJ^)  in  der 
Entwickelung  von  y.^  (52.)  besonders  bestimmt  als  g',,,.  Man  erhält  also 
fMod/,(x)^^np9)i  (C-I...9) 
(54.)  .       ^X-^) 

für  Werthe  x  -  a,  bei  denen  Mod  (a;  -  o)  ^  ß  <  ß„  ist.    Es  werde  0  <  K  <  -R» 
genommen  und 

(55.)      931'  =^(1-;^)  . 

gesetzt.     Dann  erhält  man  aus  (20.)  die  Relation  J 

(06.)       Mod  4^  ^   (ß-Zß)^^-  ^J^ 
für  Werthe  von  x-a,  bei  denen  Mod(a;-a)  ^ß<  R,'  ist.     Wenn  die  «, 
Ausdrücke  m  und  9Ji',  die  den  a,  Exponenten  r,,  (b=  1...«.)  in  den  Inte- 
gralen ^,i  entsprechen,   gebildet  werden,   so  kann  man  den  Werth  /?„  bei 
allen  übereinstimmend  wählen,  ebenso  y,  daher  auch  /?,',,  so  dass  nur  M„  ver- 
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schiedene  Werthe  annehmen  kann.  Es  werden  nun  bei  y,^  (b  =  1 . . .  a,)  die 
Grössen  9JJ ',  M„  und  g„,  bezüglich  durch  9Jit,  M,,^  und  gjj"^  bezeichnet,  so  hat  mau 
bei  y,i: 

(57.)       gg^3X  =  gl^^^l-^)    '^    '         (b=.l...a,). 
Wenn  man  in  den  Ausdruck  (53.)   an  Stelle   von  xd.^)  die  Grösse  flrS^SUiJ, 

d'y  {x")  1  2      IR' 

an  Stelle  von  ^'_^,  die  Grösse  T^hiw^i- jfnj^ 9JJt  einsetzt,  so  kommt  in 
jedem  Summanden  der  Factor  9JJb  vor;  entsprechend  ist  es  bei  allen  Aus- 
drücken von  der  Art  des  Ausdruckes  (53.),  die  in  einer  Vertikalzeile  in 
der  Determinante  (51.)  auftreten.  Bildet  man  daher  die  Entwickelung  der 
Determinante  (51.)  mit  den  Elementen  (53.),  die  für  die  entsprechenden 
Elemente  in  (51.)  eintreten,  und  setzt  mau  in  diese  Entwickelung  an  Stelle 
von  Xii^)  ein  gl^Wt,  an  Stelle  von  ^|^,  ein  ^, ^^y+'i  g"^ 3J^6 1  an  Stelle 
von  x  —  a  ein  R  und  an  Stelle  jedes  Coefficienten  seinen  Modul  oder  eine 
positive  Grösse,   welche  denselben  übertrifft,   so  erhält  mau  den  Ausdruck 

(58.)    m[m',...m:v,{R\ 

wo  V^  eine  ganze  rationale  Function  von  R  und  (/?,',—/?)''  ist,  in  welcher 
die  Coefficienten  sich  als  ganze  rationale  Ausdrücke  von  R[,  und  den  Grössen 
gi\^  mit  positiven  Coefficienten  darstellen,  und  es  ist  zufolge  der  Relationen 

(54.)  und  (56.) 

(59.)       Mod  W,  (x)  ^  Säl[  m . . .  m'a  Va  {R) 

für  Werthe  von  x  —  a,  bei  denen  Mod  (a;  —  a)  ^  ß  <<  jRÖ  ist. 

Es  ist  ferner,  da  die  Function  T^  {x)  auch  im  Nenner  des  Quotienten 
für  Q{x—a)  vorkommt ,  eine  positive  Grösse  >>  0  zu  ermitteln ,  die  gleich 
oder  kleiner  als  Mod  W^  {x)  ist. 

In  dem  Ausdrucke  (53.)  werde  xA^)  =  Zc(ö)+(3^— o)/c(^))  (c  =  l...«+l) 
gesetzt,  alsdann 

(60.)       /.•,V>/,(«)  +  /f.^''z.(«)  +  --4-Ä-,V"+'^/„,,(«) 
(huch  A  und 

e/aa.)  +  M'^-^  +  Ä^'H^-a)^^  +  ---  +  Ä,?U^-«)"-'^^ 

ißL)\+l^lPxAx)  +  k?^^  +  k?\x-a)-^^  +  ...  +  ki^M--ar-^'^^ 

+  ••• 
i  +  Afr"i+i(a^) 
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durch  B  bezeichnet.  Die  Determinante  (51.),  worin  das  einzelne  Element 
durch  den  entsprechenden  Ausdruck  (53.)  ersetzt  ist,  wird  nun  in  folgender 
Weise  dargestellt.  Wenn  in  der  ersten,  zweiten  bis  Ä'^"  Vertikalzeile  dieser 
Determinante  a;  gleich  a  gesetzt  wird,  in  der  (Ä  +  l)*«"  statt  des  Ausdruckes 
A-{-{x  —  a)B  in  deren  einzelnen  Elementen  nur  B  beibehalten  wird  und 
die  übrigen  Vertikalzeilen  unverändert  gelassen  werden,  so  werde  die  auf 
diese  Weise  erhaltene  Determinante  durch  J^_^  bezeichnet.     Alsdann  wird 

(62.)       W,{x)  =  z/„+(x-o)(J,  +  z/,4---  +  ^a). 
In   der   Entwickelung  von  x,{x)   (52.)   von   der   Form  J;Ca(a-  — a)"   ist   der 

Coefficient  von  {x  —  af  dem  Modul  nach  gleich  oder  kleiner  als  ' "'  ^  " 
(17.).     Daher  erhält  man 

(63.)       Mod^.(x)  ^   ^'^'^        '  ^ 

für  Werthe  von  x  —  a,  bei  denen  Mod  {x  —  a)^R<^  Rl,  ist.  Setzt  man  nun 
in  der  Entwickelung  der  Determinante  J^  (b  =  l...o)  an  Stelle  von  /((x) 
den  Ausdruck  rechts  in  (63.),  an  Stelle  von  x^x)  die  Grösse  ^f'^Wj,  an 
Stelle  von  -^  ,,       den  Werth       '.  "',°   glt^'SRt,   an   Stelle   von   x—a   den 

dx'  (fi„  — ß)'+"   ^  '        "' 

Werth  R  und  an  Stelle  jedes  Coefficienten  eine  positive  Grösse  gleich 
oder  grösser  als  der  Modul  dieses  Coefficienten,  so  erhält  man  den  Ausdruck 

(64.)    m[,^,^„m[,.,,,,...'m:viiR\ 

wo  K(/?)  eine  ganze  rationale  Function  von  R  und  (R„  —  R)~^  ist,  deren 
Coefficienten  ganze  rationale  Ausdrücke  von  ß,,  und  deti  Grössen  g-l''  mit 
positiven  Coefficienten  sind,  und  gemäss  den  Relationen  (56.)  und  (63.)  ist 

(65.)      UoAJ,^m^,^,+,^W^a-.,^,^...W,VUR)      (b=l...a) 
für  Werthe   von   x  —  a,    bei   denen   Mod(rr  — o)  ^/l  <.  ß.'i  ist.     J„  ist   von 
Null  verschieden  (49.).    Wird  nun  für  R  ■<  fi,',  ein  Werth  /?,  >•  0  genommen, 
so  dass 

(66.)    Moäj,-R,[m:  v:iR,)+m:_,m:v:iR,)+--+y}i,...m:  f:(/i,)]>o 

ist,  so  ist  gemäss  (65.)  (vgl.  (42.)) 

ModV^.lx) 


^^^■'     l  :>  Mod  J,-R [W,  v:  [R]  +  W,_, 931,  V, (R}  +  -  +  m[ . . .  W,  V,  (R)]  >  0 
für  Werthe  von  x~a,  bei  denen  Moä{x  —  a)^R^Ri<ZRu  ist. 
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Statt  der  Grössen  '^Mi,  (57.)  kann  man  in  der  Relation  (59.)  auch 
andere  positive  Werthe  nehmen,  die  grösser  sind  als  9^,  ebenso  kann  man 
in  (66.)  und  (67.)  statt  W^  andere  positive  Werthe  grösser  als  jene  nehmen 
und  ß,  aus  (66.)  bestimmen,  dann  bleibt  die  Relation  (67.)  erhalten. 

Die  Function  Q{x  —  a)^  in  Bezug  auf  welche  die  Grösse  5S  gleich 
oder  grösser  als  Mod(^(a;— a))  zu  ermitteln  war,  ist  das  Product  der  Grössen 
-Y  bei  den  Functionen  v  No.  1  (52.),  die  in  dem  Integrale  S  (1.),  (3.)  vor- 
kommen. Das  Integral  S  ist  das  Integral  in  der  Darstellung  No.  1  (51.)  der 
Integralfunction  in  U  No.  1  (30.) 

(68.)        /dx Ui  fdxUi . . .  ju,  dx. 

Die  Grössen  «,  die  in  (68.)  enthalten  sind,  sind  die  Functionen 

(69.)    ,«r',";i   ,"2"',"3,   ...   ,"r7„+...+c,_,."„„+...+  „^_,_i,    ,tC+,.,+aj._,e"'^(a;-a)'''';f,t(ir), 

und  es  kann  die  Function  {x~a)~^  ein-  oder  mehreremal  auftreten.  Ist  u, 
gleich  ,t/,6,  so  hat  dasselbe  den  Ausdruck  (50.).  Die  in  diesem  Ausdrucke 
vorkommenden  Functionen   r;,j,   und  w^^,   werden  bei  ii^  durch  t],  und  w,  be- 

zeichnet.  Nun  sind  die  Grössen  -^  bei  den  Functionen  u>  in  dem  Integrale 
S  (3.)  folgende: 

(70.)      ^-^,     ^^S     ...    ^:^fl±,l^^=}=L  ^--^■■•^°^-  ,      ""°""'--^;.,,(x) 

und  die  Grösse  1,  die  aus  jedem  ?/  =  (a;  — a)~'  als  Factor  hervorgeht,  wo 
jede  der  Grössen  (70.)  in  der  Elntwickelung  nach  Potenzen  von  x  —  a  statt 
x-a  eine  der  Grössen  (a;  — «)«,,  (a-  — a)«!«, ,  ...  (.r  —  a) «,«,... ofg  enthält, 
bei  denen  die  a  Werthe  haben,  deren  Älodul  gleich  1  ist. 

Die  in  (70.)  auftretenden  Functionen  »;  und  w  werden  durch  die 
Functionen  y"(a-)  (49.)  (50.)  gegeben,  die  bei  den  Ditferentialgleichungen 
F„  =  0  (s  =  O...Ä-  — 1)  vorkommen.  Die  Function  Xatl^;)  geht  aus  den  Inte- 
gralen der  Ditt'erentialgleichung  F„^  =  0  No.  1  (19.)  hervor.  Für  jede  ein- 
zelne Function  V{,x)  erhält  man  durch  die  Relationen  (59.)  und  (67.)  je 
einen  von  R  abhängenden  Ausdruck,  von  denen  der  eine  gleich  oder  grösser, 
der  andere  gleich  oder  kleiner  als  Mod'f(rct  ist,  für  Werthe  von  .t  — o,  bei 
denen  Älod^x  — a)  ^  fi,  (66.)  ist.  Eine  Grösse  fi,  mit  der  vorhin  genannten 
Eigenschaft  werde  nun  für  alle  in  Betracht  kommenden  Functionen  V'Xj-) 
übereinstimmend  genommen,   und  es   werde  für  die  Function  Xiii'"'^  gemäss 
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(54.)  (55.)  ein  Werth  ermittelt  gleich  oder  grösser  als  Mod^at  (^)  für  Werthe 
von  x  —  a,  bei  denen  Med (ic  —  a)  ^ /Ij  ist,  wo  R^  mit  dem  für  die  Func- 
tionen ^{x)  bestimmten  Bj  übereinstimmen  soll.  Wird  dann  in  die  Ent- 
wickelung  einer  Function  ^{x)  oder  Xaii^)  nach  Potenzen  von  x  —  a  eine 
der  Grössen  (cc— a)«,  bis  (x  —  a) «,...«„  statt  x  —  a  eingesetzt,  so  bleiben 
die  Relationen  (59.),  (67.),  (54.)  erhalten  für  die  vorhin  bezeichneten  Werthe 
von  x  —  a,  wenn  die  a  Werthe  erhalten,  deren  Modul  gleich  1  ist. 

Die  Function  Q{x  —  a)  ist  nun  das  Product  der  Functionen  (70.^ 
Setzt  man  statt  der  Grössen  ?/  und  co  und  Xai  im  Zähler  die  bezüglichen 
Ausdrücke  (59.)  (54.),  statt  der  Grössen  t]  und  lo  im  Nenner  die  entsprechen- 
den Ausdrücke  (67.),  so  erhält  man  einen  Quotienten  C(fi),  dessen  Zähler 
und  Nenner  eine  ganze  rationale  Function  von  R  und  (ß,,— /l)~'  ist  und 
welcher  die  Relation 

(71.)       MoAQ{x-a)^£i{R) 

erfüllt,  für  die  Werthe  von  x  —  a,  bei  denen  Mod (a:  —  a)  ^  ß  ^  ß,,  und  für 
die  Werthe  der  Grössen  «,  bis  «„,  deren  Modul  gleich  1  ist. 

c.)  In  dem  Kreise  um  x  =  a  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  Ri ,  wo 
fi,  die  am  Schlüsse  von  h.)  bezeichnete  Grösse  ist,  in  welchem  Gebiete  die  dort 
genannten  Grössen  r]{x)  und  (xi{x)  einwerthig  und  stetig  bleiben  und  nicht 
verschwinden,  x<,i  (a?)  einwerthig  und  stetig  ist,  wird  ein  concentrischer  Kreis- 
riug  mit  den  Radien  R[  und  R['  genommen,  so  dass  0  <C  R[  ■<.  R'i  ■<.  Ri  ist, 
und  ein  zweiter  concentrischer  Kreisring  mit  den  Radien  R'^  und  R'2,  so  dass 

0  <  ä;  <  ß,  <  r;  <  R'j  <  R,  ist. 

Man  hat  dann  für  die  Werthe  x  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien 
R'2   und   R'2     und    die    Werthe    a,    deren   Modul   gleich    1    ist,    gemäss   (48.) 

und  (71.) 

(72.)      Mod  P  ((x  -  «)-')  ^  e^^(-^'r')  ^  2(, 
(73.)      Mod  ^(x-a)^a  (/?;')  =  S. 

Um  nun  in  der  Reihenentwickelung  von  P{{x  —  a)~^)  nach  Potenzen  von 
(x  —  a)"'  (5.)  einen  Stellenzeiger  Vi  zu  finden,  von  welchem  an  summirt  der 
Rest  der  Reihe  P"  für  die  Werthe  x  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien 
R'i  und  R['  und  die  Werthe  a,  deren  Modul  gleich  1  ist,  dem  Modul  nach 
gleich  oder  kleiner  als  x^  bleibt,  wo  ic^  eine  vorgeschriebene,  beliebig  kleine 
positive  Grösse  >  0  ist,  wird  die  Formel  (18.)  angewandt  für  §=  {x  —  a)~\ 
Es  ist  nach  Formel  (18.)  j^,  so  zu  bestimmen,  dass 
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(74.)     /(''■r.)(^y^_^^,,. 

Und  um  iu  der  Reiheuentwickehing-  von  Q{x—a)  nach  Potenzen  von  x  —  a 
(7.)  einen  Stellenzeiger  V2  zu  ermitteln,  von  welchem  an  summirt  der  Rest 
der  Reihe  Q"  für  die  Werthe  x  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien  fi,  und 
und  Ri  und  die  Werthe  «,  deren  IModul  gleich  1  ist,  dem  Modul  nach 
gleich  oder  kleiner  als  a^  bleibt,  wo  Xo  eine  vorgeschriebene  beliebig  kleine 
positive  Grösse  >  0  ist,  tvird  nach  Formel  (18.)  k,  so  bestimmt,  dass 

(75.)    €^m(§-T-^^>^.. 

IV.     a.)     Es  war  in  1  bei  der  Function  U 

(76.)       U  =  {x-a)''^"-^-'^"'"'  ^>„{x-a)S 
der  Werth  der  Grösse  i/'„(a;  — a)S  zu  ermitteln.     Das  Integral  S  ist 

(77.)        S  =  y'da,...J"p{{x-a)-')Q[x-a)af...al'da,. 
I  1 

Die  Reihe  P((x  — a)~')  =  ^/?_j(a;  — «)""  wird  in  zwei  Theile  getheilt 

'^'  p-,  {x  -  a)-'  =  P'     und     J/>_,  {x  -  «)-"  =  P", 

ebenso   wird   die  Reihe  Q{x—a)  =  ^q^{x  —  a)''  in  zwei  Theile  getheilt 

V  q,  {x  -  ay  =  Q'     und     2q,{.x-  «)'  =  Q"- 
Dann  ist  PQ-P' Q' =^  P' Q"-^P" Q'+P" Q"  und 

1      S  =  f'da,...f'P'Q'a'{'...ctl''da„ 


i+f'da, . .  J\P  Q-P'  Q')  af ■ . . .  «^ 

I     1  1 


Nun  wird  nach  III  c.)  für  x  das  Gebiet  in  dem  Kreise  um  or  =  «  als  Mittel- 
punkt mit  dem  dort  bezeichneten  Radius  R,  genommen  und  es  werden  die 
concentrischen  Kreisringe  mit  den  dort  genannten  Radien  R[,  /?'.,  /i, ,  /iV, 
bei  welchen  0  <  R;  <  ßj  <:  fii'  <  R'2  <  Ri  ist,  in  Betracht  gezogen. 

Für  die  Werthe  x  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien  R'.  und  R\'  und 
für  die  Werthe  «,  deren  Modul  gleich   1  ist,  ist 

(79.)       ModP<3I,     .M.Hl(;r^S3, 
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WO  2t  und  33  die  durch  (72.)  mid  (73.)  bestimmten  Grössen  sind,  und  es 
sind  durch  (74.)  und  (75.)  die  Stellenzeiger  i',  und  Vn  in  den  Reihen  P 
und  Q  bestimmt  worden,  so  dass  für  die  Werthe  x  in  dem  Kreisringe  mit 
den  Radien  R[  und  R'^   und  die  Werthe  a,  deren  Modul  gleich  1  ist, 

(80.)       ModP"^y.,,     MoäQ"^y, 
ist,  wo  x^  und  x^^  beliebig  vorgeschriebene  positive  Grössen  >  0  sind.    Daher 
ist  für  Werthe  x  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien  R\  und  R\'  und  Werthe 
a,  deren  Modul  gleich  1  ist, 

(81.)       ModP'  f;  2(  +  X, ,     Mod  Q'  <^^  +  y.,. 
Durch  das  Verfahren,  das  dem  bei  (13.),  (14.)  angewandten  entspricht,  ergiebt 
sich  aus  (77.)  für  Werthe  x  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien  R.  und  Ri 

(82.)       ModS^2r53»?(27r)", 
wo  i]  eine  positive  Grösse  ist  gleich  oder  grösser  als  das  Product  der  bei 
(13.)  genannten  //i  bis  7]„,  und  es  ergiebt  sich  für  Werthe  x  in  dem  Kreis- 
ringe mit  den  Radien  R'i  und  /?i ,  wenn 

l  y  Vm,  ...  f  P'Q'  a'i' . . .  a^'"  da,  =  S' , 

(83.)       !      , 

/  rf«i.../  {P'Q"-\-P"Q'-\-P"Q")a.\'...al''da,^S" 
'\  'i 

gesetzt  werden, 

UoAS'  <L{%  +  y.,){'i&  +  y.,)r,{2n)'', 


Der  Factor  y-'„{x  —  a)  in  £/  ist 

Man  hat  für  e"    eine  Reihenentwickelung  nach  Potenzen  von  {x  —  a)~\  deren 
einzelne  Glieder  man  aufstellen  kann, 

(86.)       e-  =  p{{.x-a)-') 
und  für  den  anderen  Factor  in  i/'n  eine  Reihenentwickelung  nach  Potenzen 
von  .r  —  a 

(87.) ''^°'     ,,, -  q{x  —  a), 

welche  in  dem  Bezirke  von  x  =  a  bei  der  Differentialgleichung  für  «/,„  F„,  =  0 
convergirt,  und  deren  einzelne  Glieder   man   mittels  dieser  Differentialglei- 
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cliuiig-  angeben  kann.  Die  Keilie /;((a;  — a}"')  wird  in  zwei  Theile /»'  unil />" 
getheilt,  von  denen  p'  alle  Glieder  bis  zu  einem  bestimmten  Stellen- 
zeiger v\—l  enthält,  p"  die  übrigen,  ebenso  wird  die  Reihe  q{x  —  a)  in  zwei 
Theile  q  und  q"  getheilt,  von  denen  q  alle  Glieder  bis  zii  einem  ge- 
wissen Stellenzeiger  v^— 1  enthält,  q"  die  übrigen.  Dann  ist 
(88.)  ip„{x-a)  =  p'q'  +  {p'q"+p"q'-\-p"q"). 
Nun  erhält  man,  wenn  für  die  Coefficieuteu  in  «ü„  ihre  Moduln  oder  positive 
Grössen,  die  diese  übertreffen,  eintreten  und  für  x  —  a  Moclix  — a)  —  R  ein- 
gesetzt wird,  wodurch  aus  «r„  der  Ausdruck  »ü(/l"*)  hervorgehe, 

^89.)  Mode'"''^e"'«"'> 
für  Werthe  von  x  —  a,  deren  Modul  gleich  oder  grösser  als  R  ist.  Für 
(/„i  erhält  man  aus  der  Diifereutialgleichung  F„,  —  0  gemäss  Formel  (40.) 
eine  Grösse  gleich  oder  grösser  als  Modym  für  Mod  (x  —  a)  <^R<i  Ru,  dabei 
wird  R„  aus  (41.)  und  iWi,  aus  (43.)  bestimmt.  Für  den  Radius  /l,  des 
Kreises  um  x  =  a,  der  bei  (78.)  genannt  ist,  wird  ein  Werth  klehier  als  das 
vorhin  bezeichnete  ü,,  genommen,  was  sofort  angeht,  da  statt  eines  Werthes 
/?!  jeder  kleinere  (>  0)  mit  demselben  Ergebnisse  genommen  werden  kann. 
Der  Ausdruck  (40.)  gleich  oder  grösser  als  Mod</,ii  ist  noch  mit  einer  Grösse 

gleich  oder  grösser  als  ]Mod tt zu  multipliciren,  wodurch 

(et'i^^'  — l)...(e''''" '— 1) 

die  Function  von  R  q(/i)  erhalten  werde,  dann  ist 

("«•^    "°"  (..■^.-.)'>"-.)  ^^<"' 

für  Werthe  von  x—a,  bei  denen  Mod  (x —  «)  ^  Ä  ^ /ii  ist.     Mod;f  ist  eine 
positive  ganze  Zahl,  und  was  die  Grösse  gleich  oder  grösser  als 

.Mod ^ j~. 

angeht,  so  werde  bemerkt,  dass  wenn  (^i  =  pi  +  iq,  ist, 

Mod(e~'""  -  1)  -^  ModCe"''"'-  1) 

ist,  wenn  y  .^  0,  und  [2(1  — cos/^,27i)]*  =  Mod(e'''''"— 1)  ist,  wenn  </ =  0. 
Setzt  man  nun 

(91.)      e"^(^»~')  =  a,      q(/?;)  =  b 

und   bestimmt  die  Stellcnzeiger  r\   und  i'\  aus 
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(92.)     e-^'-'K^f  ^^%-^.,    ,(fl;,(^7._!^^.;, 

so  hat  man  für  die  Werthe  x  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien  R\  und  fii' 

(93.)      Modp  -^ a,    Mod q-^h 
und  für  die  Werthe  x  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien  R[  und  fii' 

(94.)      Modp"  ^  ;f;,     Mod  q"  ^  ;f3, 
wo  ;fi  und  x^  beliebig  vorgeschriebene    positive   Grössen  >  0  sind,  daher 
in  demselben  Kreisringe 

(95.)      Jlod/)'  ^  a  +  z'„     Mod  ?'  ^  b  +  ;fi. 
Es  werde 

(96.)       pY  =  i/,;„     p'q"+p"q'+p"q"  =  ii,i; 
gesetzt.     Dann  ist  für  Werthe  x  in  dem   Kreisringe   mit  den   Radien  R'2 
und  /?2 

(97.)      Modi/^o^  ab 

und  für  Werthe  x  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien  jR'  und  R',' 

(98.)     ModH^  (a  +  >fi)(b  +  z;),     Modv',';  ^  (o  +  ;f;);f;  +  (b  +  z;);f;  +  ;f;;;;  =  cü'. 
Es  ist  nun  für  das   Gebiet  von  x  innerhalb  des  Kreises   mit  dem 
Radius  /?, ,  abgesehen  von  x  =  a, 

(99.)     ^'oS  =  yJ[,s'+{%s"+^':,s'+^^;s"). 

Für  die  Werthe  x  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien  fij  und  R'^  ist 

(100.)      Modi/'„S^ab2lSB??(27i)". 
Für  die  Werthe  x  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien  R\  und  R'^  ist 

(101.)  ^ru     / 

1  ^  [(0  +  ;f,)  (b  +  ;^;)  CO  +  (51  + ;;,)  (S  +  ^2)  t"  4- CO  cü'] »?  (2^)"  = « 

und  daher 

(102.)      Modv'.'S'  S  ab 2t SB 7/ (271)"+ f. 
Die  Grössen  a,  b,  21,  33,  »?  sind  bekannt.     Die  positive  Grösse  6>>0  wird 
vorgeschrieben,  alsdann  werden  die  positiven  Grössen  O  0)  z,,  Zj,  x'i,  y'j  so 
gewählt,  dass  die  Gleichung  M 

(103.)       [(a+;f;)(b+;f2)t«  +  (2t  +  zO(S  +  ;^0«''+w'»']'?(277)''  =  f,  • 

worin  für  w  in  lo'  ihre  Ausdrücke  aus  (84.)  und  (98.)  eintreten,  erfüllt  ist. 
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Und  nun  werden  die  Stellenzeiger  v^,  r^,  v[  und  j'j  gemäss  (80.)  und  (94.) 
Ijestimnit,  dann  erhält  man  die  ganzen  rationalen  Functionen  S'  und  ^p[,  von 
x—a  tind  {x—a)~^  ans  (83.)  mid  (96.),  so  dass  für  die  Differenz  ifi^S—y^iiS' 
gemäss  (99.)  die  Relation  (101.)  für  die  Werthe  x  in  dem  Kreisringe  mit  den 
Radien  ßi  und  Ri  erfüllt  ist.  Die  Coefficienten  in  der  ganzen  rationalen 
Function  ip'uS'  von  x  —  a  und  {x  —  a)~^  sind  rationale  Functionen  von  Con- 
stanten in  den  Reihen  p,  «/m,  P  und  Q  und  p,  bis  {>„  mit  rationalen  Zaht- 
coefßcienten. 

b.)  Die  Function  (a;  — o)'^''"^''""*'' '*''*~Vab(a:)  No.  1  (21.)  ist  die  Summe 
einer  endlichen  Anzahl  von  Functionen  U  (76.),  demnach  (Pab{x)  gleich  der 
Summe  einer  endlichen  Anzahl  von  Functionen  tp(,S,  wie  sie  in  a.)  betrachtet 
sind.  Diese  Anzahl  sei  n  und  die  i/'„S  durch  »/»„(oSc  (c  =  l...w)  bezeichnet,  so  dass 

(104.)       <p,i{x)  =  iv^Ko-Sc- 

Der  in  a.)  bezeichnete  Radius  Ri  des  Kreises  um  x  =  a,  der  sich  auf  je  eine 
Function  %S  bezieht,  werde  bei  allen  n  Functionen  übereinstimmend  ge- 
nommen und  kleiner  als  der  Radius  des  Bezirkes  von  x  —  a  bei  der  Diffe- 
rentialgleichung F,„(«/,  a;)  =  0  (1.)  der  No.  1,  was  angeht,  da  statt  ehies 
bereits  erhaltenen  Werthes  für  /?,  auch  jeder  kleinere  (>■  0)  genommen 
werden  kann. 

Es  werden  ferner  S'  und  S" ,  ipl,  und  i/'o  iu  «•)  ^lei  Voco-^^t  durch 
Sj,  sy,  v'icj  ¥'iic  bezeichnet.  Dann  erhält  man  nach  (99.)  für  das  Gebiet 
von  x  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius  R,  abgesehen  von  x  =  a 

(105.)     (p,,  {x)  =  i  v'nc  -s; + i  (v4  s,'  +  vv  s;  -f  v/,',;  s;'). 

Werden   die   hi  (100.)   vorkommenden  Werthe   bei  V'oco -S^c   durch  a,^  l\,  91,, 

23„  7]„  a,  bezeichnet,   so   erhält  man   für  die  Werthe  x  in  dem  Kreisringe 

mit  den  Radien  R'^  und  /?',' 

(106.)       UoA(p,,{x)  ^^aX 21, ^,Vc{2n)"' . 
i 

Für  die  Werthe  x  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien  Ri  und  7i,   ist 

(107.)    Moi\iip:,s':+ip:;,s[+rp'^,s[']  ^  *„ 

wo  e,  die  beliebig  kleine  positive  Grösse  e  >  0  in  (101.)  ist.     Daher 

(108.)       Modi[vvS:'  +  V'ücSc  +  vCS;']  <  ^f,- 

1  I 

Dann  ist  für  x  in  demselben  Kreisringe 

(109.)       Mod i  tpl, S;  <  i  a,  b,  21.  So,  Vc  (ä^i)"'  +  i  ^- 

Jouiual  für  MallK'iiKitik   Ud.  XCl.   llrlt  l'.  16 


■ 
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Wird  der  Werth  von  ^  f,  vorgeschrieben,  so  werden  die  e,  diesem 
Wertlie  gemäss  gewählt,  alsdann  nach  a.)  die  ganzoi  rationalen  Functionen 
i/^öt  und  Sj  vona;  — a  und  {x  —  a)"^  ermittelt,  so  beschaffen,  dass  die  Relation 
(108.)  für  die  Werthe  x  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien  R[  und  R'i  er- 
füllt ist. 

Nach  No.  1  Schluss  von  a.)  ist  (a;  — a)'^""*'"''^""*"'*"' y^j(x)  (b  =  2..,3') 
gleich  einem  homogenen  linearen  Ausdrucke  der  Functionen  ■ 

{x-a)'  >„,(a;)         (.^  =  !...„      )  | 

mit  constanten  Coefficienten,  und  wird  demnach  gleich  einem  homogenen 
linearen  Ausdrucke  der  Functionen  (a;  — rt)'"^""''^  ''^''^"'^^[(a;)  {a=l...g—l) 
mit  constanten  Coefficienten,  die  bekannt  sind.  Es  ist  also  (p„i{x)  (b  =  2...g) 
gleich  einem  homogenen  linearen  Ausdrucke  von  {x—a)'^""''  (pax{x)  {a—l...g—l) 
mit  bekannten  constanten  Coefficienten,  wo  r^  — r,  positive  ganze  Zahlen 
sind,  unter  denen  auch  Null  sein  kann.  Nun  soll  bei  allen  Functionen 
fPa\{.x)  (a  =  l..A)  der  Gruppe  der  Integrale  No.  1  (21.)  der  vorhin  genannte 
Radius  /l,  übereinstimmend  genommen  werden.  Dann  werde  Formel  (105.) 
auf  die  Function  y^aiC^)  bezogen  und  in  derselben  der  Ausdruck 

(110.)     i;<s;  =  (f'Ax), 
1 

(111.)   ivv-s:' +<«;+<«;')  =  v>':^ix) 

und  in  (108.)  ^fc=  f^i  gesetzt.  Der  Ausdruck  rechts  in  der  Relation  (106.) 
werde  bei  (Pai{x)  durch  Z„i  bezeichnet.  Die  Ausdrücke  der  übrigen  (Pa\,{x) 
durch  die  (ft,i{x)  seien  aufgestellt.     Ein  solcher  Ausdruck  sei 

(112.)       k,{x-  aY''''''  (fn  +  kix  -  ay""  (p,,  -i h  k,_,  {x  -  ay'-''"' (p,_n  =  (f,i, 

dann  wird 

(113.)       ki{x  —  a)'''~''''(pn+k2{x  —  ar~''''(p2i-\ hÄ«_i  («  —  a)'"''"'"'''' 95^11  =  Vai, 

(114.)  k,{x-a)'''~'''(pn  +  ki{x-a)'''~''''(pn  +  ---  +  k,,i{x-a)''''-'"'''(p',_u  =  (p',i 
gesetzt  und  ferner 

(115.)  ModÄ-,/i;'^'-'»Z„+Modft2Ä;^=-^«Z5,+  .--  +  ModÄ,_,ß;'''>-i-^»Z,_H  =  Z.j, 
(116.)  ModÄ,ß;''''-'''f,,  +  ModÄ%/i;''^-'''fH  +  "-  +  ModÄ'„_,/i;''''-i-''''f,_„  =  f„6, 
wo  in  den  beiden  letzteren  Ausdrücken  statt  der  Mod  k  auch  grössere  posi- 
tive Grössen  gesetzt  werden  können.     Man  hat  alsdann  allgemein   bei  den 


{ 
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Vat  {x)  ^  ^Ib  {x)  +  Vai.  (a^)  ftü"  Werthe  von  x  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien 

r:  und  /?; 

(117.)       Mod(^,,(x)^Z,, 
und  für  Wertlie  von  x  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien  R\  und  /i, 
(118.)       Mod(/5;,(x)<;f,t,       Modf/^ltia;)^^Z,,  +  eab. 

Die  Wertlie  Z.j,  sind  bekannt.  Sind  Maximalwerthe  der  Grössen 
«ab  >  0  vorgeschrieben,  so  werden  die  £,i  >■  0  gemäss  (116.)  gewählt,  dann 
werden  aus  dem  Vorhergehenden  (104.)  bis  (111.)  die  Functionen  (p'^i{x)  er- 
mittelt und  aus  (,113.)  die  übrigen  f/?^5,  (x)  bestimmt,  wodurch  man  alle  Futictionen 
yj(,(x)  als  ganze  rationale  Functionen  von  x  —  a  und  (x  —  a)'^  erhalt,  die  so 
beschaffen  sind,  dass  die  Differenz  (PaiAx)  —  (p'^i{x)  =  (f'^^ix)  für  die  Werthex 
in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien  fij  und  R['  die  Relation  (118.)  erfüllt. 

c.)  Es  sind  nun  die  Werthe  der  Ditferentialquotieuteu  von  (f^i{x)  zu 
ermitteln.  Man  könnte  hierzu  davon  ausgehen,  die  Werthe  der  Differential- 
quotienten von  (o;  — a)~^'''"*"''""*'""^''*~''L/'=  i/'o'S'  zu  bestimmen  und  dabei,  wenn 
(x—a)"^'^"'^"" "'"■■■"''''*"'■'  =  «j  gesetzt  wird,  die  Formeln 

IvU  =  vui/dxn,.../v,dx, 
^    =    ^ß-^»,...yU,dx  +  VH,u/dxU,...ßjlx 

anwenden.  Indem  mau  diese  Formeln  wiederholt  anwendet,  kommt  man 
zur  Darstellung  der  Differentialquotienten  von  v  U  auf  eine  Summe  von 
Grössen 

(120.)        / dxuo...  /u,dx,     I dx^i...  j ti,dx,     .  .  .      lu.dx,     1. 

raultiplicirt  mit  Ausdrücken,  die  ganze  rationale  Functionen  von  v,  v  und 
ihren  Ableitungen  sind.  Diese  Ausdrücke  sind  dann  nach  IV  a.)  und  h.) 
zu  behandeln. 

Anstatt  aber  auf  diese  Weise  die  Werthe  der  Differentialquotienten 
^on  (fitiix)  zu  berechnen,  ist  es  am  einfachsten,  die  Grössen  (p'^i  in  b.)  bei 
'Pai  =  (p'oi)  +  vis  sogleich  so  zu  bestimmen ,  dass  die  Moduln  der  Differential- 
quotienten von  (p'i^i  kleiner  als  vorgeschriebene  Werthe  werden.  Hierzu  wird 
folgender  Satz  angewandt. 

Die  Function  ^(^")  habe  innerhalb  eines  Kreises  um  i' =  0  als  Mittel- 
punkt mit  dem  Radius  /?,  die  Entwickclung 

16* 
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(121.)       ^45  {^)  =  1  c,  1"+  ^'  c,  r, 
so  ist,  wenn  ^  =  Re"  gesetzt  wird,  wo  R<^Ri  ist, 
(122.)  Ca-4^/W)^~"'d^  =  ^ R-'/'"^{Re'")e''''de    (a  =  -^...  +  ^). 

Ist  M  eine  positive  Grösse  gleich  oder  grösser  als  das  Maximum  des  Moduls 
der  Function  ^(1)  für  die  Werthe  S,  deren  Modul  gleich  R  ist,  so  ist  daher 

M 

(123.)      Mode,  ^  -j^      (a  =  _cc...  +  oo). 

Es  werden  die  Radien  R\,  R'i   und  R',  R"  genommen,  so  dass 

0  <  ä;  <  ß'  ^  fi"  <  Ri  <  Ri, 

und  die  Werthe   von  M  für  Mod§  =  ß',  und  Mod^^jR','   durch  M[  und  M',' 
bezeichnet.     Dann  ist 

(124.)       Mod  Jc„^"  <  M';      ^  p 

für  Mods=^ß<ß;',  und 

(125.)       Modlc.l"  <  E^-\- 

für  Modi"^ß>-ßl.     Es  ist  ferner 

(126.)      Mod|r|c,l»^^|j^  =  1.2.../^^f^,     fi  <  fi.' 

(127.)        M0d|,ic„|»^(-iy^|^  =  1.2.../^^5§:j:,,      «>/?;. 

Hieraus  ergiebt   sich  für  die  Werthe  §  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien 
R'  und  R"  (vgl.  (20.)) 

(128.)       Mod-^|r-  ^  l-^---'j(ß._ß»y+,  +  (ß'_ß;y+ij- 

Die  letztere  Formel  wird  mm  auf  die  Functionen  (Pti{x)  in  6.)  an- 
gewandt, dabei  wird  jetzt  der  Kreisring  um  x  =  a  als  Mittelpunkt  in  Be- 
tracht gezogen  mit  den  Radien  R'  und  R",  die  zu  den  in  b.)  genommenen 
Radien  71',,  R'i   und  /?i,  Ro  in  der  Beziehung  stehen 

0  <  /?;  <  fi;  <  ß'  ^  ß"  <  ß','  <  ßj  <  ß.. 

Es  ist  nach  (117.),  (118.)  und  (128.)  für  die  Werthe  §  in  dem  Kreisringe 
mit  den  Radien  ß'  und  ß" 


( 
i 
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(-129^        Afod^'^M^   <    1    2      /i        ^''^''  I  ^'^^'>       \ 

Udu.)      Moa     ^^^,      ^  i.^...f^______  +  ____|, 

Sind  bei  den  Ableitungen  bis  zu  einer  bestimmten  Ordnung  die  Maximal- 
werthe  der  rechten  Seite  in  (130.)  vorgeschrieben,  so  werden  die  fat  >  0 
zunächst  dieser  Beditigimg  gemäss  gewählt,  nun  die  Functionen  <f'ai{x)  nach  b.) 
ermittelt,  dann  sind  zugleich  die  Relationen  (129.)  bis  (131.)  erfüllt. 

d.)  Jetzt  wird  bei  sämmtlichen  m  Integralen  der  Differentialgleichung 
Pm[:y,x)  =  ()  No.  1  (1.)  bei  x  =  a  unter  der  Entwickelungsform  No.  1  (21.) 
der  im  Vorhergehenden  bezeichnete  Radius  /?,  übereinstimmend  genommen, 
alsdann  sollen  auch  die  in  c.)  genannten  Radien  7?j,  ßV,  ßj,  /l'i',  R'  und  R" 
bei  allen  Integralen  dieselben  sein.     Ein  Integral 

(132.)  y=(a^-a)'"»+''"+-^"'-^(9)..(a:)+9,,(a;)log(ar-a)+...+(/p„Jx)(log(x-«))''"-') 
erhält  nun  die  Darstellung 

(133.)     y  =  Y'-^-y, 

(134.)  y'  =  (aJ-a)''"+""^-+''^-^(<p„.(a;)+<pl,(x)log(a:-a)+-+(/?;,;ic)(log(a;-a) )'»-'), 
(135.)r'  =  (a;-«)''»+''"+-+°^-'(<^:,(a^)+.^„;(a;ilog(a;-a)+-+(/.4(a;)(log(a;-a))'«-'), 
wo  (f\i[x)  und  ([\i{x)  aus  b.)  hervorgehen. 

Es  möge  eine  positive  Grösse  gleich  oder  grösser  als  das  Maximum 
des  Moduls  von  log(a;  — a)  für  die  Werthe  x  in  dem  Kreisringe  mit  den 
Radien  R\  und  Rl  durch  L,  und  eine  positive  Grösse  gleich  oder  grösser 
als  das  Maximum  des  Moduls  von  (x  — a)'"^"^^"^"^"'  für  dieselben  Werthe 
von  X  durch  M  bezeichnet  werden.     Ist 

x~a  =  Re'\     Q^d^2n,     log(a;-a)  =  logß  +  iÖ, 
so  kann  man  L  gleich  dem  grössten  der  Werthe 

[(logß;r-+(27iy^]i     oder     [(logß'(r+(27r)^]i 
setzen,  M  kann  man  gleich  oder  grösser  als  g*'""'('«+""+  +"4-1)^  ne]jnie„_    Dann 
ist  für  die  Werthe  x  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien  R\  und  /?, 
(136.)       Mody  <  i/(Z„,+  Z,,I+-+Z,,^^"»-'), 
(137.)       Mody"±^.  M(^,^^j^e,,L^...Jrf,„V'~\ 
(138.)  .IModF  ^  M(Z,.+  .,+  (Z,,+  6,,)^  +  --+(^v.+  ^.Ji'''"")- 
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Hier  siud  die  positiven  Grössen  Z^t  ^  Mod y^j  (a;)  aus  a.)  und  b,)  bekannt, 
die  «as  sind  positive  Grössen  >0,   so   dass  «at  ^  Mod yi^'i, (a;).     Bildet  man 

d'  Y       d^  Y'       rf* }" 
aus  den  Ausdrücken  (133.),  (134),  (135.),  "jzt?  "T^'     .  ,      und   setzt   in 

die  erhaltenen  Ausdrücke  statt  !^f  ,  — pr,  .^"^  bez.  die  Grössen  auf  der 
rechten  Seite  von  (129.)  bis  (131.),  für  die  Differentialquotienteu  von 
{x  —  af"  """^ '  °*~^  und  (log(a;  — a))"  positive  Grössen  gleich  oder  grösser 
als  die  Maxima  der  Moduln  jener  Functionen  für  x  in  dem  Kreisringe  mit 
den  Radien  R!  und  R",   so   erhält  man  Ausdrücke  gleich  oder  grösser  als 

fisv  tJsY'  f}^Y" 

(139.)      Mod-^-,    Mod-^,    Mod-^ 

für  die  Werthe  x  in  dem  Ki-eisringe  mit  den  Radien  R'  und  R". 

Wird  nun  eine  Grösse  als  ganze  rationale  Function  der  Integrale  Y 
und  ihrer  Ableitungen  dargestellt  (vgl.  4),  und  soll  der  Werth  einer  solchen 
Grösse  bis  auf  eine  Differenz  kleiner  als  eine  vorgeschriebene,  beliebig 
kleine  Grösse  ermittelt  werden,  so  wird,  indem  man  Y  =  Y'+  Y"  setzt,  jene 
Function  in  zwei  Tlieile  zerlegt,  von  denen  der  eine  aus  der  ursprüng- 
lichen Function  dadurch  hervorgeht,  dass  Y'  und  seine  Ableitungen  an  Stelle 
von  Y  und  dessen  Ableitungen  treten;  der  zweite  Theil  soll  dann  dem 
Modul  nach  kleiner  als  die  vorgeschriebene  Grösse  werden.    Hierzu  werden 

d^Y'        d^  Y" 
in  denselben  statt  Y',  Y",  ,  —z —  die  Ausdrücke  (137.)  bis  (139.)  gleich 

d'  Y'  d'  Y" 

oder  grösser  als  Mod  Y',   Mod  Y",  Mod  -v-f- ,  Mod  -7—-  und  tür  die  Coeffi- 

cienten  ihre  Moduln  oder  grössere  Werthe  eingesetzt.  Dann  sind  Maximal- 
werthe  der  Grössen  £<,[,  so  zu  bestimmen,  dass  letzterer  Ausdruck  kleiner 
als  die  vorgeschriebene  Grösse  wird. 

Nun  werden  nach  a.)  und  b.)  die  Functionen  (p'cbix)  als  ganze 
rationale  Functionen  von  x  —  a  und  (x— a)~'  so  bestimmt,  dass  für  die  Werthe 
.T  in  dem  Kreisringe  mit  den  Radien  R'i  und  /?,  die  Relation  Mod^äi^^at  gü^- 

Alsdann  liefert  die  ganze  rationale  Function,  in  welcher  statt  Y  und 
dessen  Ableitungen  Y'  (134.)  utid  seine  Ahleitungen  stehen,  dadurch,  dass  die 
in  dieseti  Ausdrücken  vorkommenden  Functionen  i{\i{x)  ganze  rationale  Func- 
tionen von  x—a  und  (x  — o)  '  sind  mit  Coefßcienten ,  die  sich  rational  aus 
gegebenen  Constanfen  zusammensetzen,  den  gesuchten  Werth,  wenn  x  in  dem 
Kreisringe  mit  den  Radien  R'  und  R"  liegt. 


I 
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Was  die  beliebig-  angeuäherte  Berechnung  von  log  {x  —  a)  und 
{x  —  aY  =  e^^"^^''""^  angeht,  so  ist  Dieses  zu  bemerken.  Es  sei  x  —  a  =  Qe"' 
gesetzt,    Ö  =  0...2.-T,    und   log(a;— a)  =  logp  +  iö.     Ist   x  —  a  =  u-\-iv,    u 

und   r   reell,   so    ist   logp  =  4  log(M'+c-),  ö  =  arctang \-vn,vfO  ^  =  0.1,2. 

.  ■,  1 

Ist    p'  >  1,    so    wird    logp'  =  —  log-r    genommen;    ist    ;«  >  1.    so    wird 

n  i 

aretang;;  = -g-— arctang^--     Nun  kann   man   tür  Werthe   |,   deren   Modul 

<;  1   ist.    von   log(l  +  g)  =  /      '^    und   von  arc taug |  =J ,  , ".,    durch   die 

Potenzreiheu  nach  (18.)  einen  beliebig  augenäherten  Werth  berechnen,  indem 
sich  ein  Weith  grösser  als  das  Maximum  des  ^lodnls  der  Reihe  für  Mod$  =  Ä 
mittels  der  Reihe  und  der  Function  ohne  Weiteres  ergiebt. 

Wh'd  (x— a)' =  e""(l+f)  gesetzt,  wo  w  ein  beliebig  angenäherter 
Werth  tiii'  log(a;— o),  t  beliebig  klein  ist,  so  gesclüeht  die  beliebig  ange- 
näherte BerechnuDg  von  e™  mittels  der  Exponentiabeihe  nach  (18.). 

e.)  In  der  Entwickelung  der  Function  (f^ix)  b.)  von  der  Form  ^'121.) 
für  i  =  x  —  a  ist  der  Coefficient  c^  (a  =  — so — V  oc)  gleich  der  Summe  der 
gleichstelligen  Coefficienten  in  den  Entwickelungen  von  (f'^iix)  und  (p'li{x). 
Der  Coefficient  in  der  Entwickelung  von  (f'^i  [x]  ist  bekannt,  der  Coefficient 
in  der  Entwickelung  von  (f'i,i[x)  hat   einen   Modul   der   gleich  oder  kleiner 

als  -^  und  als  -^  ist   (123.).    Die  Grösse  e^^   kann  unabhängig  von  R\ 

und  Ri  beliebig  klein  gewählt  werden,  man  katm  also  den  Werth  des  Coef- 
ficienten Cj,  in  der  Entwickelung  von  (p^i{x)  beliebig  angenähert  ermitteln. 

Bei  der  Entwickelung  der  Form  (121.)  für  S  —  x  —  a  von  der  in 
Xo.  2  betrachteten  Function  e"'"^  (p^i{x),  kann  man  den  Werth  des  Coeffi- 
cienten von  {x—a)'  in  derselben  Weise  beliebig  angenähert  bestimmen.  Zu 
dem  Zwecke  hat  man  U^x  —  a)'^'"'*'"'^'"'^"'''^^  in  a.)  noch  mit  e""*  zu  multi- 
pliciren,  und  es  ist  dann  e"'"~"*y,n  in  derselben  Weise,  wie  dort  e"'"yui  zu  be- 
handeln. Man  erhält  also  den  Werth  des  Coefficienten  von  {x  —  aY  in  der 
Entwickelung  von  e~"''' (pi,t{x)  bis  auf  eine  Grösse,  deren  Modul  gleich  oder 
kleiner  als  -~^  und  als  —^  ist.  Ist  Äl  <C  1  gewählt,  so  nehmen  die  Werthe 
-^  mit  (algebraisch)  abnehmendem  Zeiger  a  ins  Unendliche  ab.  Sobald 
der  für  den  Coefficienten  von  {x  —  aY  a<cO  erhaltene  angenäherte  Werth 
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dem  Modul  uacli  grösser  als  ^"^  ist,  verschwindet  der  Coefficient  von  [x—af 
nicht.  Ergiebt  sich  auf  diese  Weise,  dass  ein  Coefficient  mit  negativem 
Zeiger  in  der  Entwickelung  von  e~"''''[x--a)''cpii{x)^  wo  v  die  in  No.  1  e.) 
genannte  ganze  Zahl  ist,  nicht  verschwindet,  so  muss  die  Entwickelung 
unendlich  viele  von  Null  verschiedene  Coefficienten  mit  negativem  Zeiger 
enthalten. 

4. 

Es  soll  die  Fortsetzung  eines  Integrales  der  Ditfereutialgleichuug 
F,„xy^x)  =  0  (1.)  in  No.  1,  welches  bei  einem  Punkte  entwickelt  ist,  längs 
einer  sich  selbst  nicht  schneidenden  Linie,  fortwährend  auf  einer  Seite  der- 
selben, bis  zu  irgend  einem  anderen  Punkte  hin  durchgeführt  und  die  erhaltene 
Function  durch  ein  bei  letzterem  Punkte  entwickeltes  Integralsystem  linear 
mit  coustanten  Coefficienten  ausgedrückt  werden. 

I.  Zu  diesem  Zwecke  wird  nach  Abb.  Bd.  87  No.  6  a.)  und  b.) 
durch  die  singulären  Punkte  der  Difterentialgleichung  eine  sich  selbst  nicht 
schneidende,  in  sich  zurücklaufende  Linie  L  gezogen.  Diese  theilt  die  Cou- 
structionsebene  in  zwei  Theile,  im  Innern  jedes  dieser  Theile  ist  ein  Integral 
einwerthig  und  stetig.  In  einem  dieser  Theile  Ty  wird  bei  jedem  singulären 
Punkte  innerhalb  des  Bezirkes  dieses  Punktes  ein  System  linearunabhän- 
giger Integrale  aufgestellt.  Das  Integralsystem  1)ei  einem  singulären  Punkte 
wird  zu  einem  auf  der  Linie  L  liegenden  benachl)arten  singulären  Punkte 
in  dem  Gebiete  Ti  fortgesetzt  und  durch  das  bei  diesem  entwickelte  Integral- 
system ausgediiickt.  Die  in  diesen  Ausdrücken  vorkommenden  constanten 
Coefficienten  bilden  eine  auf  letzteres  Integralsystem  angewandte  Substitution, 
die  durch  A  bezeichnet  werde.  Die  inverse  Substitution  A',  auf  das  erste 
Integralsystem  angewandt,  liefert  das  Resultat  der  in  T,  genommeneu  Fort- 
setzung des  zweiten  Integralsystemes  zu  dem  ersten  Punkte  hin.  Es  wird 
ferner  jedes  Integralsystem  bei  einem  singulären  Punkte  in  einem  Gebiete, 
welches  von  singulären  Punkten  mir  diesen  enthält,  in  positiver  Richtung 
(vgl.  No.  1  a.))  längs  der  Begrenzung  dieses  Gel)ietes  um  den  singulären 
Punkt  herumgeführt  und  das  Resultat  durch  das  ursijrüngliche  Integralsystem 
ausgedrückt,  die  Coefficienten  in  diesen  Ausdrücken  bilden  die  Substitution  B. 
Die  inverse  Substitution  B',  auf  das  ursprüngliche  System  angewandt,  ergiebt 
das  Resultat  des  Umganges  in  umgekehrter  Richtung. 
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Wenn  nun  ein  Integral  bei  irgend  einem  Punkte  entwickelt  ist  und 
längs  einer  vorgeschriebenen  Linie  zu  einem  anderen  Punkte  fortgesetzt 
und  durch  ein  bei  diesem  entwickeltes  lutegralsystem  ausgedrückt  werden 
soll,  so  wird  das  Integral  zunächst  durch  die  Integrale  bei  einem  der  sin- 
gulären  Punkte  ausgedrückt,  alsdann  der  vorgeschriebene  Weg  durch  einen 
anderen  ersetzt,  der  aus  Uebergängen  von  einem  singulären  Punkte  zu  den 
benachbarten,  die  durch  die  Substitutionen  A  und  A'  vermittelt  werden,  und 
aus  Umgängen  um  die  singulären  Punkte,  die  durch  die  Substitutionen  B 
und  B'  gegeben  werden,  besteht,  und  zuletzt  das  lutegralsystem  bei  einem 
der  singulären  Punkte  durch  das  bei  dem  Endpunkte  der  vorgeschriebenen 
Linie  entwickelte  System  ausgedrückt.    (Vgl.  Abh.  Bd.  87  No.  6  c.)  (Schluss)). 

IL  In  der  Differentialgleichung  F„Xy,x)  —  0  No.  1  (L)  soll  nun  bei 
jedem  singulären  Punkte  der  Difterentialausdruck  F,jy,  x^  eine  Darstellung 
wie  (4.)  in  No.  1  haben,  in  welcher  die  Wurzeln  der  Exponentengleichungen 
die  in  No.  1  vor  a.)  angegebene  Eigenschaft  besitzen.  Bei  dem  singulären 
Punkte  x  —  a  haben  die  Integrale  jeder  Gruppe  die  Eutwickelung  No.  1  (21.). 
Ist  X  =  ^  singulär,  also  nach  Substitution  von  x  —  /"'  der  Punkt  t  =  0,  so 
wird  bei  t  =  0  die  Eutwickelung  der  Integrale  der  Form  No.  1  (21.)  ge- 
bildet und  t  =  x~^  gesetzt.  Dann  werden  diese  Entwickelungen  in  dem  in 
1\  liegenden  Theile  des  Bezirkes  des  singulären  Punktes  fixirt  in  Bezug 
auf  den  Zweig  von  log(a;  — a)  in  (a;  — «)'  =  e''"-''""^  und  (log(a;  — «))",  ent- 
sprechend bei  x=^  in  Bezitg  auf  log(^— j.      Dabei    wird  bei    einem   und 

demselben  singulären  Punkte  x  —  a  der  Werth  von  \og(x  —  a)  in  {x  —  a)'  in 
den  Ausdrücken  aller  Integrale  übereinstimmend  genommen,  und  es  soll 
der  Werth  von  log^a*  — a)  in  [log {x  —  a))"  in  den  verschiedenen  Gruppen 
übereinstimmen;    entsprechend  bei  x  = -x:. 

a.)  Die  Substitutionen  B  erhält  man  durch  die  Formeln  No.  1  (25.), 
die  inversen  B'  entweder  aus  B  oder  durch  das  Verfahren,  wodurch  B  in 
No.  1  gewonnen  ist.  Die  Substitutionen  A  werden  in  folgender  Weise  erhalten. 
Die  Werthe  der  bei  einem  singulären  Punkte  entwickelten  Integrale  und 
ihrer  Ableitungen  bis  zur  (/«— 1)"="  Ordnung  werden  in  einem  nichtsingu- 
lären  Punkte  des  Entwickelungsgebietes  aufgestellt.  Bei  diesem  nichtsin- 
gulären  Punkte  wird  ein  System  von  Integralen  entwickelt  und  durch  dieses 
das  erstere  System  ausgedrückt  und  umgekehrt.  Nun  ist  der  Uebergang  zu  dem 
l)ei  ehiem  anderen  nichtsingnlärcn  Punkte  entwickelten  Systeme  zu  vollziehen. 
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Die  Werthe  der  bei  dem  singulären  Punkt  x  =  a  entwickelten  Inte- 
grale No.  1  (21.)  und  ihrer  Ableitungen  bis  zur  (m—iyen  Ordnung  werden 
nun  innerhalb  des  Bezirkes  dieses  Punktes  in  dem  in  No.  3  betrachteten 
Kreisringe  mit  den  Radien  R'  und  R"  in  dem  Gebiete  T,  dargestellt.  Jeder 
Punkt  dieses  Ringes  ist  ein  nichtsiugulärer.  Ein  solcher  Punkt  x  =  a' 
in  Ti  wird  herausgenommen  und  die  Integrale  No.  1  (21.),  die  durch 
y,,i^{k  =  \  ...m)  bezeichnet  werden,  sollen  durch  ein  bei  x  —  a'  entwickeltes 
System  von  Integralen  y^^ik  =  l...m)  ausgedrückt  werden  und  umgekehrt. 
Die  Integrale  y^ih  =  1..  .m)  seien  so  beschaifen,  dass 

(1.)  (^L,  =  >,  (^L,  =  «.  -i":.l:f- 

Die  Entwickelungen  derselben  bei  dem  nicht  singulären  Punkte  sind  durch 
diese  Bedingungen  bestimmt  und  die  Integrale  linearunabhängig.    Dann  wird 

(2.)      y„k  =  c^xyu  +  cu,yi2^ \-c,,„yun 

und  wegen  der  Bedingungen  (1.)  erhält  man 

Man  kann  nun  nach  No.  3  für  y„^  und  seine  Ableitungen  in  dem  Kreisringe 
mit  den  Radien  R'  und  R",  demnach  für  die  Constanten  c^  Grössen  an- 
geben, die  gleich  oder  grösser  als  Modcj^  sind,  und  eine  Darstellung  von 
Crt  aufstellen  unter  der  Form  c'-f  c",  wo  Mode"  kleiner  als  eine  vorge- 
schriebene beliebig  kleine  Grösse  t  ist,  c'  nach  No.  3  IV.  d.)  berechnet  wird. 
Es  ist  ferner  das  Gleichungssystem 

(4)     y..  -^  (2/"0..=.'yn  +  (^)^^  ,*/.  +  -  +  (-^^)_,2/.,„     {k  =  1  ...  m) 

umzukehren.  Die  Determinante  desselben  verschwindet  nicht,  weil  die 
Functionen  y,,^  {k  =  1  ...  m)  linearunabhängig  sind.  Diese  Determinante  D  ist 
die  Ditferentialdeterminante  der  Integrale  y^k  {k  =  1 ...  m)  im  Punkt  x  —  a 
und  durch  No.  1  (,13.)  bis  (18.)  gegeben.  Die  Coefficienten  in  dem  umge- 
kehrten Systeme  (4.)  seien  durch  k  bezeichnet.  Für  k  ist  eine  Grösse 
^Mod&  anzugeben,  und  wenn  k  =  k'+k"  gesetzt  und  ModÄ"  beliebig  klein 

genommen  wird,  so  ist  k'  zu  berechnen,  k  ist  von  der  Form  -p-.  Setzt 
man  J  =  J'-\-J",  D  =  D'+D",  so  wird 
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,-  ,  .7    _    J'    ,    D'J"~^'D" 

^^•>        IT  -    D^+         DD' 

Eine  positive  Grösse  gleich  oder  kleiner  als  ModZ)  sei  d.  Mau  erhält  die- 
selbe aus  No.  1  (16.).  Ebenso  sei  eine  positive  Grösse  /?^ModZ)  er- 
mittelt und  eine  solche  ^^Mod^  (nach  No.  3  YV.).    Alsdann  ist  Z->Moäk. 

Nun  ist 

,n  .        ,.   ,  )  D'J"-J'D"  \    ^    (/g-fModf)")Modz/"-Ky-f-Modz/")ModJ?" 
(b.)       Moaj         ^^,         j   ^  ^(d-Modö")  ' 

wenn  J  — ModD">0  ist.  Soll  die  rechte  Seite  in  (6.)  kleiner  als  eine 
vorgeschriebene  beliebig  kleine  Grösse  werden,  so  sind  Maximalwerthe  von 
Modz:/"  und  ModZ>"  dieser  Bedingung  genicäss  zu  wählen.  Man  erhält  die 
Werthe  von  J'  und  D'  aus  No.  3  IV.  d.).     Ist   der  Punkt  x  =  -x-  singulär, 

so  werden  nach  Substitution  von  a-  =  -r  flie  Werthe  der  Integrale  und  ihrer 

Ableitungen   in   einem    uichtsingulären    Punkt   /,  bestimmt   und  hieraus   die 

Werthe  der  von  x  abhängenden  Integrale    und   ihrer  Ableitungen  in  einem 

\ 
uichtsingulären   Punkt    x  =  a  =  —  in   dem    Gebiete   T,    hergeleitet.     Für 

die  Determinante  D  der  von  x  abhängenden  Integrale  erhält  man .  wenn 
diejenige  der  von  /  abhängenden  Integrale  D'  ist.  nach  Abh.  B.  87  No.  5  (10.) 

m(m-l) 


D  =  {-x--)     '      D'. 

Nun  sind  die  bei  zwei  uichtsingulären  Punkten  in  T^  entwickelten 
Integralsysteme  (1.)  in  T^  fortzusetzen  und  durch  einander  auszudrücken. 
Zwischen  beiden  Punkten  können  noch  andere  nichtsinguläre  eingescho- 
ben und  bei  denselben  Integralsysteme  entwickelt  werden,  und  zwar  sollen 
zwei  auf  einander  folgende  a  und  b  so  angenommen  werden,  dass  man  durch 
/;  einen  Kreis  legen  kann,  innerhalb  dessen  Peripherie  a  und  ausserhalb 
derselben  alle  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  liegen.  Dieser 
Kreis  wird  durch  eine  rationale  Substitution  ersten  Grades  j"  =  /?(c)  conform 
auf  den  Kreis  in  der  j'-Ebene  um  ;?'  =  Ü  als  iMittelpunkt  mit  dem  L'adius  1 
abgebildet,  so  dass  dem  Punkte  x  —  a  der  Punkt  c  =  0,  dem  Punkte  x  —  h 
der  Punkt  1=1  entspricht.  Diese  Substitution  ist  in  Abh.  B.  87  No.  1 
hergeleitet.  Die  Ditfercntialglcichung  F„,{y,x^  =  0  gehe  in  G„,(y,  if)  =  0 
über.  Der  charakteristische  Index  bleibt  in  entsprechenden  Punkten  un- 
geändert.  und  einem  uichtsingulären  Punkte  der  einen  ents]u-icht  ein  nicht- 
singulärer   der    anderen,    einem    ausserwescutlich    singulären    entspricht    ein 

17* 
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ausserwesentlich  siugulärer  Punkt.  In  die  bei  den  Punkten  x  —  a  und  x  =  b 
entwickelten  Integralsysteme  wird  x  —  RiJ)  eingesetzt,  und  es  werden  die 
Werthe  der  von  |  abhängenden  Integrale  und  ihrer  m—1  ersten  nach  ^ 
genommenen  Ableitungen  für  1  =  0  und  §  =  1  aufgestellt.  Das  Integral- 
system von  G„{y,  |)  =  0  bei  5  =  0  sei  durch  y,^.  {k  =  1 ...  m)  bezeichnet,  das 
Integralsystem  bei  1=1  wird  durch  ein  bei  g  =  1  entwickeltes  Integral- 
system, welches  die  Bedingungen  [1.)  für  a'  =  1  erfüllt,  ausgedrückt,  dieses 
sei  durch  y,,,,  (k=l...m)  bezeichnet.  Dann  hat  man  das  System  y„i. 
{k  =  l...tn)  durch  das  Systeni  yu.  {k=l...m)  darzustellen.  Es  finden 
wieder  die  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  statt  bei  x  =  S,  a'  =  1.    Für  die  Con- 

stanteu  (     .^JT  )       kann  man  ebenfalls  eine  Grösse,  die  die  Coustante  dem 

Modul  nach  übertrifft,  aufstellen  und  eine  Darstellung  c'+c"  geben,  wo 
c"  dem  Modul  nach  beliebig  klein  ist,  c  eine  ganze  rationale  Function 
von  I  für  1  =  1,  so  dass  der  Werth  derselben  sich  berechnen  lässt.  Man 
hat  zu  dem  Zwecke  die  Sätze  No.  3  IL  anzuwenden.  Auf  die  Diffe- 
rentialgleichung G„,  iy,  §)  —  0  wird  Formel  No.  3  (40.)  angewandt.  Hier 
ist  der  Radius  R„  grösser  als  1  und  kleiner  als  der  des  Bezirkes  von  ^  =  0 
zu  nehmen,  was  angeht,  da  die  singuläreu  Punkte  der  Differentialgleichung 
bekannt  sind.  Der  Werth  von  M„  in  (40.)  wird  aus  Xo.  3  (44.^)  ent- 
nommen. Nimmt  man  nun  1  <<  /?i  <  ßj  <  ßi],  so  liefert  der  Ausdruck  in 
No.  3  (40.)  für  R  =  Ro  eine  Grösse,  die  gleich  oder  grösser  ist  als  Mod^,,;.  für 
Modg'^fij,  und  setzt  man  in  No.  3  (20.)  diese  Grösse  für  M  ein,  ß  =  /t5, 

so  erhält  man  eine  Grösse,  gleich  oder  grösser  als  Mod-rl^  ftir  Modl^fi,. 

Werden  diese  Grössen  für  31  in  der  Entwickelung  No.  3  (18.'   bei  y,,^  und 

— -^  und  ß  =  ß, ,   ß'  =  1    gesetzt,   so   kann   man    den   Stellenzeiger  r   so 

wählen,  dass  der  Rest  beliebig  klein  wird.  Nach  demselben  Verfahren  ist 
das  Integralsystem  bei  x  =  b  durch  das  bei  x  =  a  auszudrücken. 

b.)  Sollen  die  Substitutionen  A  für  die  Integralsysteme  bei  zwei  sin- 
guläreu Punkten,  bei  denen  der  charakteristische  Index  gleich  Null  ist,  bestimmt 
werden,  wenn  der  eine  Punkt  innerhalb  des  von  einem  Ki'eise  begrenzten 
Gebietes,  der  andere  auf  der  Begrenzung  liegt  und  die  übrigen  singulären 
Punkte  ausserhalb  dieses  Gebietes  sich  befinden,  wobei  auch  der  Fall,  dass 
der  innerhalb  des  Gebietes  befindliche  singulare  Punkt  im  Unendlichen 
liegt,  nicht  ausgeschlossen  ist,  so  wird  gemäss  Abh.  B.  87  No.  6  d.)  durch 


1 
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eine  rationale  Substitution  ersten  Grades  x  =  R  (c)  dieser  Fall  auf  den  zuriiek- 
getührt,  dass  der  eine  siuguläre  Punkt  ^"  =  0,  der  andere  iJ  =  1,  bei  beiden 
der  charakteristische  Index  gleich  Null  ist  und  die  übrigen  siugulären  Funkte 
ausserhalb  der  Peripherie  des  um  i"  =  ü  als  Mittelpunkt  durch  i^'  =  1  ge- 
legten Kreises  liegen.  Alsdann  erhält  mau  für  jede  Constante  in  der  Sub- 
stitution A  nach  Abb.  Bd.  87  No.  3,  4,  10  einen  analytischen  Ausdruck,  der 
sich  durch  eine  Reihe  nach  Potenzen  von  s"  mit  positiven  ganzzahligen 
Exponenten  für  §=1  darstellt,  deren  Convergenz  mittels  der  Fowr?erschen 
Reihe  bewiesen  worden  ist.  Die  beliebig  angenäherten  "Werthe  dieser  Con- 
stanten erhält  man  nach  a.);   "^"g'l-  dabei  Abb.  Bd.  87  No.  2  I. 

c.)  Um  ein  Integral  durch  das  bei  einem  siugulären  Punkte  ent- 
wickelte System  auszudrücken,  seien  von  diesem  Integrale  und  seinen  /«— 1 
ersten  Ableitungen  in  einem  nichtsingulären  Punkte  die  Werthe  gegeben, 
dann  wird  wie  in  a.)  verfahren.  Ist  das  Integral  bei  einem  siugulären 
Punkte,  dessen  charakteristischer  Index  gleich  Null  ist,  entwickelt,  so  tritt 
das  Verfahren  Abb.  Bd.  87  No.  2  I  ein. 

Das  Resultat  der  Fortsetzung-  eines  Integrales  von  einem  Punkte  zu 
einem  anderen  stellt  sich  durch  Zusammensetzung  der  Substitutionen  als 
eine  ganze  rationale  Function  von  Grössen  C  dar,  die  gleich  C'+  C"  gesetzt 
werden.  Diese  Function  wird  in  zwei  Theile  zerlegt,  von  denen  der  eine 
aus  der  ursprünglichen  Function  entsteht,  indem  C  statt  C  eintritt,  der  zweite 
soll  beliebig  klein  gemacht  werden.  In  diesen  wird  statt  C  und  C"  be- 
züglich ModC-fModC"  und  ModC"  gesetzt,  die  Maximalwerthe  von  ModC" 
werden  so  gewählt,  dass  der  erhaltene  Ausdruck  kleiner  als  eine  vor- 
geschriebene Grösse  wird.  Die  Werthe  C  werden  dann  nach  den  früheren 
xVngaben  bereclniet. 

III.  a.)  Man  braucht  die  Substitutionen  A  uiul  B,  von  denen  in  1 
und  11  die  Rede  war,  nur  in  Bezug  auf  die  bei  den  wesentlich  siiujulüren 
Punkten  entwickelten  lutegralsystenie  zu  nehmen,  da  bei  einem  ausser- 
wesentlich  singulären  Punkte  die  Integrale  einwerthig  und  stetig  bleiben, 
iils  ist,  abgesehen  von  der  Differentialgleichung  -^  =  0,  immer  wenigstens 
ein  wesentlich  singulärer  Punkt  vorhanden.  Denn  wenn  eine  honiogeue 
lineare  Differentialgleichung  mit  einwerthigen  Coefticienten  und  singulären 
Punkten  in  endlicher  Zahl  nur  ausserwesentlich  singulare  Punkte  enthielte, 
so  würden  die  Integrale  allenthalben  im  Endlichen  und  Unendlichen  ein- 
werthige  und  stetige  analytische  Functionen  sein,  niüssteu  mithin  Constante 
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sein,  es  könnten  also  nicht  mehrere  linearuuabhängige  vorkommen.  Dies 
trifft  nur  bei  der  Differentialgleichung  -JL  =  Q  ^y^^  die  überhaupt  keinen 
singulären  Punkt  enthält. 

Die  Berechnung  der  Substitutionen  A  für  die  Integralsysteme  bei 
zwei  auf  einander  folgenden  wesentlich  singulären  Punkten  bleibt  unverändert, 
wie  in  II  a.)  angegeben  ist.  Der  Uebergang  von  einem  bei  irgend  einem 
Punkte  entwickelten  Integralsysteme  zu  dem  bei  einem  wesentlich  singulären 
entwickelten  wird  ebenfalls,  wie  in  II  c.)  angegeben  ist,  vollzogen,  indem, 
wenn  jenes  Integralsystem  bei  einem  ausserwesentlich  singulären  Punkte 
entwickelt  war,  die  Werthe  der  Integrale  und  ihrer  ?«  —  l  ersten  Ableitungen 
in  einem  nichtsingulären  Punkte  aufgestellt  werden,  wie  dies  bei  der  Be- 
rechnung der  Substitutionen  A  in  II  a.)  geschehen  ist. 

Wenn  bei  zwei  singulären  Punkten  i"  =  0  und  1=1  der  charakte- 
ristische Index  gleich  Null  ist  und  auf  dem  Kreise  mit  §  =  0  als  Mittelpunkt 
und  dem  Radius  1  ausser  etwa  ^"  =  0  und  S=l  nur  ausserwesentlich  singulare 
Punkte  liegen,  so  bestehen  die  in  II  b.)  bezeichneten  analytischen  Ausdrücke 
für  die  Constanten  in  der  Substitution  A  und  werden  in  derselben  Weise  her- 
geleitet, wie  wenn  die  ausserwesentlich  singulären  Punkte  nicht  vorhanden 
sind  (Abb.  B.  87  No.  6  e.)).  Dieses  beruht  auf  dem  Satze:  Wenn  auf  der 
Peripherie  des  Bezirkes  eines  Punktes  nur  ausserwesentlich  singulare  Punkte 
liegen,  so  müssen  in  der  allgemeinen  Darstellung  eines  Integrales  von  der 
Form  No.  1  (21.)  die  Functionen  (p^^  Entwickclungcn  durch  Potenzreihen 
haben,  welche  weiter  als  in  dem  Bezirke  des  Punktes  convergiren,  jeden- 
falls innerhalb  des  Kreises  um  diesen  Punkt  als  Mittelpunkt,  der  durch  den 
nächsten  wesentlich  singulären  Punkt  geht,  was  aus  den  homogenen  linearen 
Relationen  mit  constanten  Coefficienten  zwischen  den  Functionen  (.r  —  o)'  y , 
die  No.  1  Schluss  von  a.)  betrachtet  sind  (vgl.  Abb.  Bd.  87  No.  1  (20.)), 
und  der  Eigenschaft  der  Integrale,  dass  sie  bei  einem  ausserwesentlich 
singulären  Punkt  einwerthig  und  stetig  sind,  hervorgeht. 

b.)  Der  Differentialgleichung  F,„  [y,  x)  =  0  mögen  die  Integrale  einer 
homogenen  linearen  Differentialgleichung  a*^®""  Ordnung,  wo  a<Cm  ist,  mit 
rationalen  Coefficienten  /"„  (^,  x)  =  0  genügen  (vgl.  No.  91),  und  bei  zwei 
singulären  Punkten  von  F^  —  0  seien  Systeme  von  a  Integralen  von  /„  =  0 
entwickelt.  Es  sollen  nun  die  a  Integrale  bei  dem  ersten  Punkte  in  das 
Gebiet  des  zweiten  fortgesetzt  und  durch  die  a  Integrale  bei  letzterem  Punkt 
ausgedrückt    werden.      Die   o  Integrale    bei   jedem    der    beiden    singulären 
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Punkte  weideu  in  einem  uiclitsingulären  Punkte  von  F,„  =  0  und  /i,  =  0 
durch  ein  bei  diesem  entwickeltes  Integralsystem  von  /"a  =  0  ansgedriickt 
und  umgekehrt,  wie  in  II  a.).  ]Man  hat  dann  in  zwei  nichtsiugulären  Punkten 
von  F„  =  0  und  /"<,  =  0  ein  System  von  Integralen  von  /» =  0  und  das  eine 
System  in  das  Eutwickelungsgebiet  des  anderen  fortzusetzen  und  durch 
letzteres  System  auszudrücken.  Hier  können  andere  nichtsinguläre  Punkte 
von  F„,  =  0  und  /^  =  0  eingeschoben  werden ,  so  dass  zwei  auf  einander 
folgende  Punkte  a  und  b  so  liegen,  dass  durch  b  ein  Kreis  gelegt  werden 
kann,  innerhalb  dessen  Peripherie  a  und  ausserhalb  derselben  alle  singulären 
Punkte  von  F,„  =  0  liegen ;  es  dürfen  also  auf  dieser  Kreisfläche  ausser- 
wesentlich  singulare  Punkte  von  fa  —  0  sich  befinden.  Dieser  Kreis  werde 
durch  eine  rationale  Substitution  ersten  Grades  x=R{^)  conform  auf  den 
Kreis  in  der  ^- Ebene  um  i;  =  0  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  1  abge- 
bildet, so  dass  X  =  a  1=0  und  x  =  b  ^  =  1  entspricht.  Durch  diese  Sub- 
stitution gehen  F,„  (y,  x)  =  0  in  (r„,  iy,  1)  =  0  und  /"„  (y,  x)  =  0  in  g,  (y,  t)  =  0 
über.  Dann  liegt  auf  der  Ki'eisfläche  mit  $  =  0  als  Mittelpunkt  und  dem 
Radius  1  kein  singulärer  Punkt  von  G„,  {y,  §)  —  0,  Die  Integrale  von  /"^  =  0 
bei  a  und  b  werden  durch  solche  von  g^  =  0  bei  §  =  0  und  S  =  1  ausge- 
drückt, dieselben  seien  «/„j  {k=l...a)  bezüglich  j/u  (Ä  =  l...a),  wobei  die 
bei  1=1  die  Bedingungen  (^1.)  für  x  —  §,  «'  =  1 ,  erfüllen  sollen.  Dann 
finden  wieder  die  Gleichungen  (2.)  und  i3.)  für  x  =  §,  a'  —  1,  m  =  a  statt. 
Die  Werthe  von  \—i^)  [b  =  0...a—l)  kann  man  nun  mittels  der  Diffe- 
rentialgleichung G„{y,i)  —  0,  der  die  Integrale  y^k  genügen,  berechnen  durch 
das  Verfahren,  welches  in  II  Schluss  von  a.)  auseinandergesetzt  ist.  so  dass 
man  hierbei  die  etwa  vorhandenen  ausserwesentlicli  singulären  Punkte  auf 
der  oben  genannten  Kreisfläche  nicht  zu  kennen  braucht.  Durch  dasselbe 
Verfahren  wird  das  Integralsystem  von  ^  =  0  bei  b  durch  das  bei  a  ans- 
gedriickt. Ist  ein  Integralsystem  von  f^  =  0  bei  einem  nichtsingulären  Punkt 
dieser  Difterentialgleichung  entwickelt  und  der  Uebergaug  zu  einem  sin- 
gulären Punkt  zu  bilden,  so  geschieht  dieses  wiederum  durch  das  eben 
auseinandergesetzte  Verfahren  mittels  der  Differentialgleichung  F,„  {y,  x)  =  0. 
c.)  Die  Coefficienten  einer  homogenen  linearen  Difterentialgleichung 
seien  allenthalben  einwerthige  analytische  Functionen,  die  nur  in  einer 
endlichen  Anzahl  von  Punkten  unstetig  werden.  Durch  eine  rationale  Sub- 
stitution ersten  Grades  kanii  ein  wesentlich  singulärer  Punkt  ins  Unendliche 
projicirt  werden.     Man  betrachte  nun  den  Fall,  dass  im  Endlichen  nur  ein 
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wesentlich  singuUirer  Punkt  übrig  bleibt,  die  übrigen  singulären  Punkte 
daselbst  ausserweseutlicli  singulare  sind.  Wenn  man  die  Entwickelung  der 
Integrale  bei  dem  wesentlich  singulären  Punkte  in  der  allgemeinen  Form. 
No.  1  (21.)  nimmt,  so  convergiren  die  Potenzreihen ,  die  die  Functionen 
(f  darstellen,  in  der  ganzen  Ebene  (die  mit  negativen  Exponenten,  abge- 
sehen von  X  =  a)  nach  dem  Satze  Schluss  von  a.),  wie  bereits  in  Abh. 
Bd.  87  No.  6  e.)  angegeben  ist.  (Ebenso  wenn  im  Endlichen  kein  wesentlich 
singulärer  Punkt  mehr  vorhanden  ist,  und  man  die  Entwickelungen  bei 
irgend  einem  Punkte  nimmt.)  Aiif  diesen  Fall  wird  derjenige  zuriickgeführt . 
wenn  von  allen  singulären  Punkten  im  Endlichen  a,  bis  a,,  abgesehen  von 
einem  a^,  vorausgesetzt  wird,  dass  der  charakteristische  Index  bei  denselben 
gleich  Null  ist,  und  die  Integrale  l)ei  jedem  der  Punkte  o,  bis  a^_,  zu  einer 
einzigen  Gruppe  gehören,  in  welcher  kein  Logarithmus  vorkommt.  Ist  dann 
bei  Oa  (a  =  1 . . .  ;f  —  1)  die  Wurzel  der  Expouentengleichung  mit  dem  kleinsten 
reellen  Theile  r' "' ,  so  hat  man.  wenn  die  abhängige  Variable  in  der  Diffe- 
rentialgleichung durch  z  bezeichnet  wird,  statt  z  einzusetzen 

(X  — Ol)        ...(x  — 0^_i)  </, 

die  Differentialgleichung  tiir  y  hat  dann  die  vorhin  angegebene  Eigenschaft. 
Bei  dem  singulären  Punkte  im  Endlichen  a,.  sei  auch  der  charakteristische 
Index  gleich  Ntill.  Kommt  nun  in  den  Integralen  bei  diesem  Punkte 
kein  Logarithmus  vor,  so  erhält  man  die  Entwickelung  der  Integrale  aus 
der  ursprünglichen  Differentialgleichung  (vgl.  Abh.  Bd.  87  No.  7  II  a.)).  Sind 
die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  rational,  und  es  dürfen  auch 
Logarithmen  in  den  einzelnen  Gruppen  der  Integrale  bei  a^  vorkommen, 
so  liefert  die  aus  Abh.  Bd.  87  No.  7  I  entnommene  Differentialgleichung 
^f  (y»  ^)  =  0,  die  in  No.  3  III  betrachtet  ist,  die  Entwickelung  der  Functionen 
(p  in  jeder  Gruppe. 

5. 

Von  der  Difterentialgleichung  F,„{y,  x)  =  0  (1.)  in  No.  1,  in  welcher 
^m  (y,  x)  sich  durch  ein  System  normaler  Differentialausdrücke  darstellen 
lässt,  war  in  No.  1  vorausgesetzt  worden,  dass  man  F,„{y,x)  bei  x  =  a  durch 
ein  solches  System  von  Differentialausdrücken  der  Form  (4.)  in  No.  1  aus- 
drü(;ken  kann,  welches  in  Bezug  auf  die  Exponenteugleichungen  die  dort 
vor  a.)  angegebene  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Wurzeln  der  Exponenten- 
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gleichuug  vou  F„  —0  sich  von  denen  der  P^xponeutengleicbung  von  F„  =  0, 
y  ^x,  nicht  nm  ganze  Zahlen  unterscheiden. 

An  Stelle  dieser  Voraussetzung  über  F,„{y,x)  wird  jetzt  eine  solche 
aufgestellt,  vou  welcher  jene  ein  besonderer  Fall  war. 

I.  a.)  Wenn  der  homogene  lineare  Differentialausdruck  «'«■■  Ordnung 
*„  {y,  x)  mit  rationalen  Coefficienten  und  dem  C'oefficienten  der  höchsten 
Ableitung  gleich  1  auf  die  Form  gebracht  werden  kann  e'''t>^{e~"'y,x),  wo 
w  gleich  Null  oder  von   der  Form  .Zc_a(x  — a)""   ist,    *„    ein    homogener 

linearer  Differentialausdruck  mit  rationalen  Coefficienten,  so  dass  <P„  —  0  bei 
x  =  a  den  charakteristischen  Index  gleich  Null  hat,  so  ist  dieses  nur  auf 
eine  Weise  möglich.  Die  Ordnung  von  «^  muss  die  n^^  sein.  Und  wenn 
der  Coefficient  von     .  ^j;    in  <^„  durch  9,.  in  <^,,  durch   ^i  bezeichnet  wird. 

so  ist  —  ß-T — hqi  =  q\'  also  enthält  q\  — qi  die  Glieder  der  in  Partialbrüche 
zerlegten  rationalen  Function  g,,  die  für  x  —  a  in  höherer  als  erster  Ordnung 
unendlich  Averden.  Daher  ist  w  durch  die  Gleichung  —aw  —  1  {qi  —  q^dx 
und  die  Bedingung,  dass  das  absolute  Glied  in  w  gleich  Null  sein  soll, 
eindeutig  bestimmt,  und  dann  erhält  man  *„  aus  der  Gleichung 

e"'"  4>„  (e"  y,  x)  =  *„. 
Ebenso  wenn  <P„{y,x)  auf  die  Form  e"4»ß(e""'«/,  .t)  gebracht  werden  kann, 

wo  »p  =  0  oder  von  der  Form  ^  c^  x"  ist.  in  *„  =  0  nach  Substitution  vou 

1 

cc  = /"'  der  charakteristische  Index  bei  /  =  0  gleich  Null  ist,  so  ist  dieses 
nur  auf  eine  Weise  möglich.     Denn  wird 

*a  iy,  r ' )  =  (-  ty  *:  {y,  t)    und    *„  (j,,  /-■)  =  (-  fr  *a  (!/,  0,  i  Ca  r °  =  w' 

bezüglich  w'  =  0  gesetzt,  so  erhält  man  *i,  (y,  0  =  «'"^ai.^'"  y,  Oi  ""f*  <^i^se 
Darstellung  ist  nach  dem  Vorhergehenden  nur  auf  eine  Weise  möglich. 
Ein  Solcher  Differentialausdruck  'i\,{y,x)  =  e"'4>„{e'"' y,x)  heisse  ein  bei 
dem  Punkte  x  =  a,  heziiglich  x  =  -x.  normaler  Differentialansdrnck ,  e"'  heisse 
der  zu  diesem  Punkte  gehörende  determinirende  Factor,  «?>„  der  bei  diesem 
Punkte  reguläre  Differentialaitsdruck  in  *„.  Ein  normaler  Ditterentialausdruck 
No.  1  (3.)  ist  ein  bei  jedem  Punkte  normaler  und  umgekehrt.  Ein  System 
von  Dift'erentialausdrücken,  die  bei  demselben  Punkte  normal  sind  mit  über- 
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einstimmendem  determinirenden  Factor,  bildet  einen  bei  diesem  Punkte  nor- 
malen Differentialausdruck  mit  demselben  determinirenden  Factor.  Ist  dieses 
System  durch  ein  solches  von  zwei  Bestandtheilen  dargestellt,  so  hat  die 
Exponentengleichung-,  die  zu  dem  bei  diesem  Punkte  regulären  Differential- 
ausdrucke in  dem  Gesammtausdrucke  gehört,  zu  Wurzeln  die  Wurzeln  der 
Expouentengleichung.  die  zu  dem  bei  diesem  Punkte  regulären  Differential- 
ausdrucke in  dem  ersten  Bestandtheile  gehört,  und  die  Wurzeln  der  Expo- 
nentengleichuug,  die  bei  dem  entsprechenden  Difterentialausdrucke  in  dem 
zweiten  Bestandtheile  vorkommt,  nachdem  zu  letzteren  Wurzeln  eine  ganze 
Zahl  addirt  ist  (vgl.  No.  8  I.).  Wenn  ein  bei  einem  Punkte  normaler 
Differentialausdruck  *„  durch  ein  System  homogener  linearer  Differential- 
ausdrücke mit  rationalen  Coefficieuteu  und  den  Coefficienten  der  höchsten 
Ableitungen  gleich  1  dargestellt  wird,  so  müssen  alle  bei  diesem  Punkte 
normal  sein  mit  demselben  determinirenden  Factor  bei  diesem  Punkte.  Denn 
wenn  der  in  ^^  enthaltene  determinirende  Factor  e"'  und  der  bei  diesem  Punkte 
reguläre  Differentialausdruck  0„  ist,  so  ergiebt  sich  aus  e~"  *„(e'"y,  a;)  für 
0„  ein  System  von  Differentialausdrücken,  die  bei  diesem  Punkte  regulär  sein 
müssen.  Daher  muss  in  dem  Systeme  für  *„  jeder  Bestandtheil  bei  diesem 
Punkte  normal  sein  mit  dem  determinirenden  Factor  e"  (vgl.  Abh.  Bd.  83  No.  3 II). 
In  der  Exponentengleichung  von  *„  =  0  bei  dem  Punkte  x  =  a,  bezüglich 
a;  =  00  (x  =  t~^,  t  —  0),  bei  welchem  '?'„  normal  ist,  mögen  eine  oder  mehrere 
Wurzeln  vorkommen,  die  sich  von  r  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden, 
wo  /•  jede  Grösse  vorstellt,  die  man  erhält,  wenn  man  zu  einem  bestimmten 
Werthe  eine  beliebige  ganze  Zahl  addirt.  Alsdann  werde  gesagt,  der  bei 
dem  betrachteten  Punkte  normale  Differentialausdruck  enthalte  bei  diesem 
Punkte  den  Gruppenexponenten  r. 

Es  werde  nun  ein  System  bei   einem  Punkte  normaler  Differential- 
ausdrücke gebildet 

(1.)       (p,{y,x)  =  y,,  f/)„,  i«/,,a;)  =  «/.,  ...  (p,^{y,,x), 
wo  (f'a    von  der  Ordnung  a,  ist.     Diejenigen  auf  einander  folgenden  Bestand- 
theile  dieses   Systems,    die   bei  diesem   Punkte   denselben   determinirenden 
Factor  haben,   werden   zu   einem  Differentialausdrucke  zusammengezogen, 
wodurch  das  System  hervorgehe 

(2.)       F„„(y,a;)  =  «/',,    F„^{y[,x)  =  y'„  ...  F,^{y[,x\ 
{3.)       F^^{y,,x)  =  e°'\{e-"'y,,x\ 
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WO  e"'  der  determinirende  Factor  bei  diesem  Punkte,  F„^  (y,  x')  der  bei  diesem 
Punkte  reguläre  Ditterentialausdruek  ist  und  zwei  auf  einander  folgende  w, 
von  einander  verschieden  sind.  Der  letzte  Bestandtheil  F„^  soll  bei  diesem 
Punkte  einen  Gruppenexponenteu  r  enthalten,  welcher  in  keinem  der  vor- 
hergehenden Bestandtheile  F„^  (c  <;  k)  bei  diesem  Punkte  vorkommt.  Es 
sollen  also  in  der  Exponentengleichung  von  F„^  =  0  bei  diesem  Punkte  eine 
oder  mehrere  Wurzeln  vorkommen,  die  sich  von  r  nur  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden,  und  keine  solche  Wurzeln  in  der  Exponentengleichung  von 
Fa,  =  0  (c  <C  Ä)  sich  finden,  während  über  die  Wurzeln  dieser  Exponenten- 
gleichungen sonst  weiter  nichts  vorausgesetzt  wird.  Dann  werde  gesagt, 
das  System  bei  einem  Punkte  normaler  Differentialausdrücke  (1.)  enthalte 
bei  diesem  Punkte  den  Gruppenexponenten  r  e/wstellig.  Der  in  diesem  Falle 
in  F„^  enthaltene  determinirende  Factor  e"*  werde  der  zu  dem  Gruppenexpo- 
nenten r  gekörende  determinii'ende  Factor  genannt. 

Das  System  {-i.)  der  Xo.  1  mit  der  dort  vor  a.)  in  Bezug  auf  die 
Wurzeln  der  Expouentengleichuugeu  gemachten  Voraussetzung  ist  ein  solches, 
dass,  wenn  man  dasselbe  bei  einem  beliebigen  Bestandtheile  abbricht,  man 
ein  System  bei  a;  =  a  normaler  Ditferentialausdriicke  erhält,  welches  die 
Gnippenexponenten  des  letzten  Bestandtheiles  einstellig  enthält. 

Das  System  (1.)  stelle  den  Differentialausdruck  /'"  Ordnung  F;  (</,  x) 
dar.  Nun  kann  man  mittels  dieses  Systemes,  welches  bei  einem  Punkte 
x  =  a  oder  a;  =  :c  den  Gruppenexponenten  r  einstellig  enthalten  soll,  die 
Integrale  von  F,  =  0 .  in  deren  Entwickelung  von  der  allgemeinen  Form 
No.  1  (21.1  die  Exponenten  von  x  —  a,  bezüglich  — ,  sich  von  r  nur  um 
ganze  Zahlen  unterscheiden,  —  solche  Integrale  mögen  Litegrale  bei  x  —  a. 
bezüglich  x  = -x;  mit  dem  Gnippenexponenten  r  genannt  werden  — .  nach 
dem  in  den  Nummern  1,  2  und  3  enthaltenen  Verfahren  darstellen. 

Denn  man  stellt  diese  Integrale  bei  x  =  a  unter  der  Form  auf 
(4.)        u,  I  dxii^^ .(/, . . .  </,  /,","'  e"  y  dx, 

wo  Y  die  bei  x  =  a  genommene  Entwickelung  von  der  Form  eines  regulären 
Integrales  mit  dem  Gruppenexponenten  r  ist,  «,  bis  »    die  Form 

e"  {x  —  a)"  2!  c^ix  —  ay 

liaben,  w  gleich  Null  oder  von  der  Form  2: c_^{x  —  ar'   ist,   der   Exponent 

18* 
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Q  sich  von  r  nicht  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet.  Dieses  hat  zur  Folge, 
(lass  bei  den  successiven  Integrationen  in  (4.),  bei  denen  das  constaute  Glied 
in  den  Entwickelungen  annullirt  wird,  in  dem  jedesmal  zu  integrirenden 
Ausdruck  die  Exponenten  von  x  —  a  nicht  ganzzahlig  sind.  Zu  dem  Zwecke 
werden  die  Integrale  der  Differentialgleichungen  F„^  =  0  (c  ^  A)  bei  x  =  a 
unter  der  Form  No.  1  (7.)  (8.),  die  Integrale  von  F„^  ==  0  (c  ^  ä)  unter  der 
Form  No.  1  (9.)  (10.)  aufgestellt,  die  Integrale  von  F,  =  0  sind  dann  unter 
der  Form  No.  1  (11.)  (12.)  enthalten.  In  der  Exponentengleichung  von 
F  =  0  bei  X  =  a  mögen  >.'  Wurzeln  vorkommen,  die  sich  von  dem  Gruppen- 
exponenten  r  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  dieselben  können  au  die 
Spitze  des  Systemes  der  Wurzeln  No.  1  (6.)  dieser  Exponentengleichung 
gestellt  werden.  Nun  werden  die  zugehörigen  /.'  Integrale  von  F„^  =  0  aus 
No.  1  (7.)  (8.)  entwickelt  unter  der  Form  No.  1  (19.),  und  es  ergeben  sich 
unter  der  Form  No.  1  (20.) ,  die  die  vorhin  angegebene  Beschaffenheit  des 
Integrales  (4.)  hat,  die  A'  Integrale  von  F,  =  0  mit  dem  Gruppenexponenten 
r  bei  x  —  a.  Um  die  in  Rede  stehenden  Integrale  bei  x  =  x  zu  entwickeln, 
leitet  man  durch  die  Substitution  x  =  t'\  wenn 

\F,{y,  t-')  =  {-tyPliy,  t),    cp.^iy,  r')  =  i-f'fcp'iy,  t) 

\  f  (paS''  y>  f)  =  ^a,  i.y,  t) 

gesetzt  wird,  aus  [\.)  für  F',{y,t)  das  System  her 

(6.)  (f>\Xy, t)  =  y\,  (pä,{y\, 0  =  2/2, •••  Va.iy'.J), 
(Abb.  Bd.  83  No.  9  (12.),  vgl.  diese  Abb.  No.  8  I).  Wenn  in  (fa^y,^)  <ler 
determinirende  Factor  bei  x  =  oc  gleich  e"'''\  der  bei  x  =  oc  reguläre 
Dift'erentialausdruck  (p<,^(.y,  x)  ist,  und  (f^^iy,  /"')  =  (-«')'''"'  (pc^  {y,  0,  so  ist 
(fa  (y,  0  bei  /  =  0  normal  mit  dem  determinirenden  Factor  e""~  ^  und  dem 
bei  t  =  0  regulären  Differentialausdruck  cp'^^  (y,  t).     Wird  daher 

gesetzt,  so  ist  (p'^  bei  t=0  regulär.  Die  Wurzeln  der  Exponentengleichung 
von  yl'    bei  <  =  0  sind  die  der  Exponentengleichuug  von  (p^^  =  0,  nachdem 

eine  ganze  Zahl  —  2(a,)H hflc^i)   zu  ihnen   addirt  ist.     Das   System  (6.) 

enthält  also  den  Gruppenexponenteu  r  einstellig  mit  dem  determinirenden 
Factor  e"^'"''  aus  ff  1_ ,  und  die  Exponentengleichungen  von  (p'^^iy,  t)  =  0  bei 
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/  =  0  enthalten  ebeusoviele  Wiirzeln.  die  sich  von  ;•  nur  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden,  wie  die  Exponenteugleichnngeu  von  y^  {y,t^  =  0.  Die  Ent- 
wickelung  der  Integrale  von  F,if/. /)  =  0  bei  /  =  0,  mit  dem  Gruppenexpo- 
nenten r,  findet  nun  vermittelst  des  Systeraes  (60  wie  bei  (1.)  durch  die 
Formel  (4.)  statt. 

Weil  nun  bei  dem  Integralausdrucke  (4.)  in  dem  jedesmal  zu  inte- 
grirenden  Ausdracke  die  Exponenten  von  x  —  a  nicht  ganzzahlig  sind,  so 
ist  das  in  den  Nummern  1,  2  und  3  auseinandergesetzte  Verfahren  zur 
Untersuchung  eines  solchen  Integralaustlrackes  unverändert  anwendbar.  Es 
bleibt  demnach  unverändert  das  Verfahren  zur  Ermittelung  der  Constauten 
in  der  linearen  Verbindung  der  Integrale  von  Fi{y,  x)  =  0  mit  dem  Gruppeu- 
cxponenten  r,  in  welche  Verbindung  ein  solches  Integral  bei  dem  Umgange 
um  x  =  a  übergeht  (No.  1  (25.'^),  und  daher  das  Verfahren  zur  Ermitte- 
lung der  Constauten  in  deif  linearen  Relationen  zwischen  den  Functionen 
.r-ay'^'"^-^''*-'(f,,{x)  (No.  1  (21.^  und  Schluss  von  a.)).  Es  bleibt  unge- 
äudert  die  Darstellung  dieser  Functionen  {x  —  aY''^''''*'"^'''''^ (p^i{x)  durch  die 
Integrale  U  (Xo.  1  6.)),  die  Darstellung  der  Grössen  ,</  vermittelst  e"'  und 
der  Integrale  von  F„^  =  0  (c  <  k)  (Xo.  1  c.))  und  die  Darstellung-  der 
Integrale  U  durch  bestimmte  Integrale  (No.  1  d.)).  Auch  bleibt  die  Re- 
cursionsformel  für  die  Coefficienteu  in  der  Entwickelung  der  Functionen 
e'"^  {x—aY'^''''^"'^'''''^ (f^i{x)  nach  Potenzen  von  x  —  a  (No.  1  e.))  und  die 
Darstellung  dieser  Coefficienteu  (No.  2).  Es  bleibt  ferner  die  in  No.  3  aus- 
einandergesetzte Methode  anwendbar,  die  Functionen  (Pati^)  "ud  ihre  Ab- 
leitungen mit  beliebig  vorgeschriebener  Annäherung  durch  ganze  rationale 
Functionen  von  x  —  a  und  i^x—a)~^  in  einem  Kreisriuge  um  x  =  a  auszu- 
drücken, und  es  bleiben  die  übrigen  in  No.  3  in  Bezug  auf  die  Werthbe- 
rechnang  der  Integrale  erhaltenen  Resultate  bestehen. 

b.)  Der  Dift'erentialausdruck  F„,  i^,  x)  in  der  Difterentialgleichung  i^l.") 
der  No.  1,  der  durch  ein  System  normaler  DiÖ'erentialausdrücke  darstellbar 
ist.  hat  bei  jedem  singulären  Punkte  x  =^  a  von  F„  =  0  eine  Darstellung, 
wie  in  No.  1  (4.\  Aus  dieser  ergeben  sich  nach  No.  1  (20.)  bis  auf  ganze 
Zahlen  die  Exponenten  von  x  —  a  in  jeder  Gruppe  von  Integralen,  in  deren 
Kntwickelungen  diese  Exponenten  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden, 
und  die  Anzahl  der  liuearunabhängigen  Integrale  dieser  Gruppe.  Ebenso 
bei  x=  ■yz  vermittelst  der  Substitution  x  =  t~\  vgl.  (5.). 
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Es  seieu  nun  in  F,„  (y,  x)  —  0  die  Integrale  einer  Differentialgleichung 
Fiit/}  2;)  =  0  enthalten,  wo  F,iy,  x)  ein  homogener  linearer  Differentialausclruek 
mit  rationalen  Coefficienteu  und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung 
gleich  1  ist.  Dann  muss  nach  Abli.  Bd.  83  No.  7  III.  (siehe  die  vorlie- 
gende No.  bei  II.)  derselbe  durch  ein  System  normaler  Differentialausdrücke 
(mit  einem  oder  mehreren  Bestandtheilen)  darstellbar  sein.  Ist  F,{y,x)  durch 
ein  System  normaler  Differentialausdrücke  darstellbar,  welches  bei  einem 
singulären  Punkte  von  F,„  =  0  den  Gruppenexponenten  r  einstellig  enthalt, 
und  gehen,  wenn  das  System  in  die  Form  (2.)  übergeführt  ist,  aus  der  Ex- 
ponentengleichung vonF„^=0  /'  Wurzeln  hervor,  die  sich  von  r  nur  um 
ganze  Zahlen  unterscheiden,  so  liefert  F,  =  0  l'  Integrale  mit  dem  Gruppen- 
exponenten r  von  F„  =  0  bei  dem  singulären  Punkt,  von  welchen  Integralen 
man  nach  a.)  die  linearen  Relationen  beim  Umgange  um  den  singulären 
Punkt,  die  Darstellung  und  Werthberechnung  augeben  kann.  Es  ist  also 
zuzusehen,  ob  aus  solchen  Di/f'erential^leichungen  F,  =  0  im  Ganzen  so  viele 
linearunabhängige  Integrale,  als  jeder  Grtippe  zukommen,  erhalten  werden. 

Ergiebt  sich  nun  bei  jedem  singulären  Punkt  von  F„,  =  Ö  ein 
System  von  in  linearunabliängigen  Integralen  der  bezeichneten  Art,  so  ist 
das  Verfahren,  die  Fortsetzung  eines  Integrales  von  F,„  =  0  von  einem  Punkte 
zu  irgend  einem  anderen  zu  verfolgen,  das  in  No.  4  angegebene;  die  Con- 
stanten in  den  dort  vorkommenden  Substitutionen  B  sind  bereits  bekannt 
nach  a.),  und  die  Constanten  in  den  dort  gebrauchten  Substitutionen  A 
werden  ebenso,  wie  dort  angegeben  ist.  ermittelt.  Man  hat  hierliei  von  den 
bei  jedem  singulären  Punkte  entwickelten  Integralen  die  Difterentialdeter- 
minante  D  in  einem  nichtsingulären  Punkte  zu  berechnen,  und  zwar  gemäss 
No.  4  (5.),  (6.)  einen  Werth  ^ModZ>  anzugeben  (nach  No.  3  IV  </.)),  ferner 
einen  Werth  ^  ModD.  Was  letzteren  Werth  angeht,  der  in  No.  4  aus 
No.  1  (16.)  entnommen  wurde,  so  ist  hier,  dadurch  dass  die  Integrale  hi 
No.  1  (13.)  eingesetzt  werden,  wenn  D  =  D'+  D"  gesetzt  ist,  ein  solcher 
Werth  von  D'  nach  No.  3  IV  d.)  zu  ermitteln,  dass  ModZ)'-Mod/)"  >  0 
wird.  Zu  dem  Zwecke  ist  IModD"  successive  zu  A^erkleinern,  oder  ModZ) 
zu  vergrössern  durch  IMultiplication  der  Integrale  mit  Factoren,  deren 
]\Ioduln  grösser  als  1  sind.  Wetin  aber  F,„  —  0  in  mehrere  Differential- 
gleichungen zerfällt,  von  denen  jede  die  Beschaffenheit,  wie  die  in  No.  1  bis  4 
betrachtete  hat  (vgl.  No.  9  I  und  II),  so  werden  die  Integrale  dieser  Diffe- 
rentialgleichungen  bei  jedem    sinyulären   Punkte   von   F„,  =  0    als   m  Integrale 
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letzterer  genommen.  Ein  Integral  ton  F„,  —  0  wird  hei  einem  (singulären  oder 
nicklsingulären)  Punkte  von  F,„  =  0,  bei  dem  der  ckarakteristische  Index  gleicli 
Null  ist,  durch  Integrale  dieser  einzelneu  Di/ferentialgleickiingen  ausgedruckt. 
Dann  kommt  man  darauf  zurück,  diese  letzteren  zu  behandeln  nach  ISo.  1  bis  4 
(vgl.  Xo.  4  III  b.). 

IL  a.)  Es  seien  F'-'^(y,x),  F^-''{ij,x)  bis  F'^''>{y,x)  s  Systeme  von 
normalen  Ditferentialausdiiicken .  die  bei  demselben  Punkte  den  Gnippen- 
expouenten  /•  einstellig  enthalten. 

Diese  Systeme  sollen  bei  dem  betrachteten  Punkte  den  Gruppenexponenten 
r  mit  einem  und  demselben  zugehörigen  determinir enden  Factor  enthalten,  und  es 
sollen  nun  die  linearunabhüngigen  Integrale  von  F*^'^ (j/, .r i  =  0  i^c=l...s)  in  einer 
homogenen  linearen  Differentialgleichung  vereinigt  werden.  Das  System  F^'^{y,  x) 
habe  die  Darstellung 

(7.)      <I>^^>{y,x)  =  y,,      V^'\y,,x), 

wo  W^'^  das  System  deijenigen  auf  einander  folgenden  Bestandtheile  des 
Systemes  F*^'^  ist,  von  denen  der  erste  zuerst  in  dem  Systeme  F^'^  bei 
dem  betrachteten  Punkte  den  Gruppenexponenten  r  enthält.  Um  nun  die 
linearunabhängigen  Integrale  von  F^'^{y,x)  =  0  (c  =  l...s)  in  einer  homo- 
genen linearen  Diftereutialgleichung  zu  vereinigen,  ist  nach  Abb.  Bd.  83 
Xo.  2  I.  und  II.  (Vgl.  die  vorliegende  Abb.  Xo.  7  I.)  zu  verfahren. 

Es  werden  zunächst  die  linearunabhängigen  Integrale  von  *^'^  (y,  x)  =  0 
(c  =  1  . . .  s)  in  einer  Diiferentialgleichung  vereinigt.  Zuerst  findet  dieses  in 
Bezug  auf  *"^  =  0  und  0^-'  =  0  statt ;  0''^  sei  von  der  Ordnung  a, ,  *^'\ 
^^■*  von  der  Ordnung  aj ,  *^'^  Wenn  die  DiiFerentialgleichungen  *^J^  =  0 
und  <Pf}  =  0  l  linearunabhängige  Integrale  und  nicht  mehr  gemehisam  haben. 
so  erfüllen  diese  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  /"■■■  Ordnung 
Xiiy,x)  mit  rationalen  Coefficienten,  von  denen  der  Coefficient  der  höchsten 
Ableitung  gleich  1  gesetzt  ist;  ist  /=0,  so  wird  x  —  y.  Dann  erhalten 
f^ij^  und  01''  die  Darstellungen 

(8.)       /,(!/, -r)  =  «/i,     f[\l-,{yi,x) 

(9.)     xiiy,^)  =  yn    (f'i,l,{yi,x). 

Werden  nun  die  Integrale  von  (f\]l,  =  0  und  ^^l^l,  =  0  in  einer  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  vereinigt,  deren  Coefficienten  rational  sein 
müssen   und   in   welcher   der  Coefficient    der   höchsten   Ableitung   gleich  1 
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gesetzt  ist,  ö„,+a.-2'  =  ö,  so  ist  die  Difterentialgleicliuiig .  welche  die  linear- 
unabhängigeu  Integrale  von  *^„J^  =  0  und  *^f  =  0  enthält,  wenn 

(10.)     /Ay,  x)  =  y,.    Oa,+c,-v{y, ,  x)  =  /.a,+a,-,{y,  x) 
gesetzt  wird,  /a,+(.,-;(yj  x)  =  0. 

In  einem  System  normaler  DiiferentialausdrUcke  seien  die  einzelnen 
Bestandtheile  selbst  durch  Systeme  unzerlegbarer  normaler  Ditterential- 
ausdriieke  dargestellt.  Der  durch  dieses  System  unzerlegbarer  normaler 
Differentialausdrücke  gegebene  Differentialausdruck  sei  durch  irgend  ein 
anderes  System  unzerlegbarer  linearer  Differentialausdrücke  dargestellt,  so 
müssen  letztere  Ausdrücke  normal  sein,  und  es  müssen  die  Bestandtheile 
des  einen  Systems  mit  denen  des  anderen  sich  so  paaren  lassen,  dass  die 
Ausdrücke  in  demselben  Paare  einander  ähnlich  sind  nach  Abb.  Bd.  83 
No.  7  III  (vgl.  die  vorliegende  Abb.  No.  6).  Daher  ist  /,  {y,  x)  durch  ein 
System  unzerlegbarer  normaler  Differentialausdrücke  darstellbar,  von  denen 
keiner  bei  dem  betrachteten  Punkte  den  Gruppenexponenteu  r  enthält, 
ebenso  (pi\\,  und  (p'^Xi-  Dem  Differentialausdruck  ö„,+a,_5,(j/,  x)  kann  man 
die  Darstellung 

(11.)  (f'c?-Äy,x)  =  iji,  §a,-((«/i,a;) 
geben,  wo  §„,-1  durch  ein  System  normaler  Differentialauscbücke  darstellbar 
ist,  welches  ähnlich  ist  einem  solchen  Systeme  für  y^;l,  (Abh.  Bd.  83  No.  7 
IV,  vgl.  diese  Abh.  No.  6  II  «.).  Also  wird  Xa,+a,-i{y,  x)  durch  ein  System 
unzerlegbarer  normaler  Differentialausdrücke  dargestellt,  von  denen  keiner 
bei  dem  betrachteten  Punkte  den  Gruppenexponenteu  r  enthält. 

Die  linearunabhängigen  Integrale  von  Xi,,+a,-iiy,  x)  =  0  und  <P'-^^  =  0 
werden  in  derselben  Weise  in  einer  Differentialgleichung  vereinigt,  und  in 
gleicher  Weise  ist  fortzufahren,  bis  man  die  homogene  lineare  Differential- 
gleichung ««••  Ordnung  G„  {y,  x)  =  Q  erhält ,  in  welcher  die  linearunabhän- 
gigen Integrale  von  *''^  =  0  (c  =  1 ...  s)  vereinigt  sind.  Hier  ist  also  G„\y,  x) 
durch  ein  System  unzerlegbarer  normaler  Differentialausdrücke  darstellbar, 
von  denen  keiner  bei  dem  betrachteten  Punkt  den  Gruppenexponenten  r 
enthält. 

Nun  wird  G„  {y,  x)  jvuf  die  Form 

(12.)     *i;H«/,x)  -  «/..    ?„_„^(«/,,^) 

geljracht.      Dann   werden   die   linearunabhängigen   Integrale    von    ^„_„  =  0 
und    'Z*"^''  =  0    in    einer   Differentialgleichung    vereinigt.      V^'^   sei   von   der 


\ 
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Ordnung  b,:  die  t.  gemeinschaftlichen  Integrale  von  ^„_,  =0  und  ?^J'^  =  0 
erfüllen  die  DiflFerentialgleichung  r,i iy,  x)  =  0  mit  rationalen  Coefficienten, 
von  denen  der  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  gesetzt  ist:  wenn  ;.  =  0, 
so  ist  7?;.  =  y.     Dann  haben  g„_,^  und   "P'l'^  die  Darstellungen 

(13.)        V,Xy,x)  =  y^,     y„_,^_;(y„x\ 
(14.)        raiy,x)  =  y,,      vi-i(yi,x). 
Nun  sind  die  Integrale  von  '/„_,_^  =  0  und  V'J^lj  =  0  in  einer  Differential- 
gleichung zu  vereinigen,  welcher  man  die  Form 

(15.)        ;'„_,_,  {y,  x)  =  y, ,      uJO,  {y, ,  x)  =  0 

geben  kann.  Wenn  nun  t]-  durch  ein  System  unzerlegbarer  normaler  Diffe- 
rentialausdrücke dargestellt  ist,  so  enthält  kein  Bestandtheil  bei  dem  be- 
trachteten Punkte  den  Grruppenexponenten  r.  Und  wenn  W^^'^  durch  ein 
System  unzerlegbarer  normaler  Ditferentialausdrücke  dargestellt  ist.  und 
ebenso  i^p^L;. ,  so  müssen  die  Bestandtheile  in  letzterem  Systeme  bei  dem  be- 
trachteten Punkte  alle  denselben  determinirenden  Factor  wie  m  ¥^'^  haben, 
und  die  Bestandtheile.  welche  r  bei  diesem  Punkte  enthalten,  sich  mit  den 
von  derselben  Beschaffenheit  in  ^;w  so  paaren  lassen,  dass  die  in  einem 
Paare  enthaltenen  ähnlich  sind  (Abh.  Bd.  83  No.  7  HI.).  ^'L^  wird  aber 
durch  ein  System  dargestellt,  welches  ähnlich  ist  dem  Systeme  für  vPL^. 

Also  sind  die  linearunabhängigen  Integrale  von  G„  —  0  und  F"'  =  0 
in  der  Differentialgleichung 

(16.^        G„iy,x)  =  y,,     l;^'Hy,,x)  =  0 

vereinigt,  wo  u<'^  durch  ein  System  unzerlegbarer  normaler  Differential- 
ausdrücke dargestellt  wird,  welche  bei  dem  betrachteten  Punkte  denselben 
determinirenden  Factor  wie  ''P'^"  enthalten,  und  in  welchem  System  die 
Bestandtheile.  die  den  Gruppenexponenten  r  enthalten,  sich  mit  denen  von 
derselben  Beschaffenheit  in  W"^  so  paaren  lassen,  dass  die  in  einem  Paare 
stehenden  Differentialausdrücke  ähnlich  sind. 

Jetzt  sind  noch  die  linearunabhängigen  Integrale  von  c^'^  =  0  (c=  1...*) 
in  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  H^  =  0  zu  vereinigen. 
Dieses  geschieht  successive  wie  bei  {8.)  und  (9.).  Der  Dift'erentialausdruck 
H^  ist  daher  durch  ein  System  normaler  Differentialausdrücke  darstellbar, 
die  bei  dem  betrachteten  Punkte  alle  denselben  determinirenden  Factor  wie 
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in  W^'^  haben,  und  unter  denen  welche  vorkommen,  die  bei  diesem  Punkte 
den  Gruppenexponenten  r  enthalten. 

Die  Diiferentialgleichung-,  in  welcher  die  linearunabhängigen  Integrale 
von  F^'^  =  0  (c  =  l...s)  vereinigt  sind,  ist  also 

(17.)      G,Xy,x)  =  y,,  HAy,,x)r=o. 

Der  Differentialausdruck  in  (17.)  ist  durch  ein  System  normaler  Differential- 
ausdrücke  darstellbar,  welches  hei  dem  betrachteten  Punkte  den  Gruppenexpo- 
nenten r  einstellig  enthält  mit  dem  zugehörigen  determinirenden  Factor  aus  den 
Systemen  f-'^  (c  =  l...s).  Die  Integrale  aus  (17.)  bei  dem  betreffenden  Punkte 
werden  lach  No.  1  (11.)  und  (21.)  entwickelt  (vgl.  diese  No.  I  (4.)).  Dann 
gehen  aus  (17.)  so  viele  linearunabhängige  Integrale  mit  dem  Gruppenexpo- 
nenten r  bei  diesem  Punkte  hervor,  wie  solche  Integrale  aus  den  F"^'^  =  0 
(c  =  l...s)  sich  ergeben,  und  die  einen  lassen  sich  durch  die  anderen  aus- 
drücken. Denn  wenn  man  zwei  Systeme  linearunabhängiger  Integrale  von  (17.) 
mit  Entwickelungen  der  Form  No.  1  (21)  hat  [wo  bei  x  =  oo  —  statt  x  —  a 

steht),  so  muss  einer  Gruppe  von  denjenigen  Integralen  in  dem  einen  Systeme, 

1 

bei  welchen   die   Exponenten   von  x  —  a  bezüglich  —  sich  nur   um   ganze 

Zahlen  unterscheiden,  eine  Gruppe  solcher  Integrale  in  dem  anderen  Systeme, 
bei  denen  die  Exponenten  sich  von  jenen  nur  um  ganze  Zahlen  unter- 
scheiden, entsprechen,  und  es  müssen  die  Integrale  der  Gruppe  des  einen 
Systems  sich  durch  die  der  entsprechenden  Gruppe  des  anderen  Systemes 
ausdrücken  lassen,  daher  muss  die  Anzahl  der  Integrale  in  beiden  Gruppen 
dieselbe  sein.     (Abh.  Bd.  74  No.  1  (5.)). 

Ferner  sollen  die  Systeme  normaler  Differentialausdrücke  F''^  (c  =  1 . . .  s) 
den  Gruppenexpouenten  r  bei  einem  und  demselben  Punkte  einstellig,  aber 
alle  mit  verschiedenen  zugehörigen  determinirenden  Factoren  enthalten.  Dann 
sind  die  aus  den  verschiedenen  Differentialgleichungen  F^'^  =  0  (c  =  l...s) 
bei  diesem  Punkte  hervorgehenden  Integrale  mit  dem  Gruppenexponenten 
r  unter  einander  linearunabhängig. 

Denn,  wenn  F^'^(c  =  l...s)  wieder  die  Darstellung  (7.)  hat,  und  die 
Differentialgleichung  (16.)  hergeleitet  ist,  so  liefern  die  linearunabhäugigen 
Integrale  der  genannten  Art  aus  F^'^  =  0  in  G„{y,x)  =  y^  eingesetzt,  eben 
so  viele  linearunabhängige  Integrale  von  c*^'^  {y,  x)  =  0.  Nun  sind  die  Inte- 
grale von  t*^'' =  0(c  =  l...s)  untereinander  linearunabhängig.  (Abh.  Bd.  83 
No.  7  IV  c.)  oder  No.  3  (11.)).     Daher  müssen  die  bezeichneten  Integrale 
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aus  den  verschiedenen  Differentialgleichungen  F'-'''  =  0  (c  =  1 . . .  s)  unter  ein- 
ander linearunahhängig  sein. 

b.)  In  der  Ditferentialgleichung  F„  =  0  No.  1  (1.),  in  welcher  F,„ 
durch  ein  System  normaler  DiflFerentialausdrücke  dargestellt  ist,  seien  nun 
die  Integrale  einer  oder  mehrerer  Diiferentialgleiohungen  F^'^  =  0(c  =  l...s) 
enthalten,  in  welchen  die  Differeutialausdrücke  F^'^  durch  Systeme  normaler 
Differeutialausdrücke  gegeben  sind,  die  bei  einem  singulären  Punkte  von 
F„  =  0  den  Gruppeuexponenten  r  einstellig  enthalten. 

Die  zugehörigen  determinirenden  Factoren  bei  diesem  Punkte  seien  in 
den  Systemen  F'^'\c  —  1 . . .  s)  iiberemstimmend.  Dann  giebt  es  nach  a.)  eine 
homogene  lineare  Differentialgleichung,  in  welcher  die  Integrale  von 
F^'^  =  0  (c  =  !...«)  vereinigt  sind,  und  deren  Differentialausdruck  durch  ein 
System  normaler  Differentialausdrücke  darstellbar  ist,  welches  bei  demselben 
Punkte  den  Gruppeuexponenten  r  einstellig  mit  dem  zugehörigen  deter- 
minirenden Factor  aus  F*^'^  enthält. 

Dieses  System  werde  an  die  Spitze  einer  Darstellung  von  F„,  die 
dnrch  ein  System  normaler  Differentialausdrücke  gegeben  wird,  gestellt, 
die  einzelnen  Bestandtheile  dieses  Systemes  seien  in  unzerlegbare  Dift'e- 
rentialausdrücke  aufgelöst,  dasselbe  sei  in  Bezug  auf  das  ursprüngliche 
System  für  F„  geschehen.  Dann  ergiebt  sich,  weil  die  Bestandtheile  des 
einen  Systemes  sich  mit  denen  des  anderen  so  paaren  lassen,  dass  die  in 
einem  Paare  stehenden  ähnlich  sind,  dass  die  Differentialgleichungen 
F^''  =  0  (c  =  1.  ..s)  nicht  mehr  linearunabhängige  Integrale  mit  dem  Gruppen- 
exponenten r  bei  diesem  Punkte  liefern  können,  als  in  denjenigenBestandtheilen 
des  ursprünglichen  Systems  von  F,„,  die  bei  dem  betrachteten  Punkte  den- 
selben zugehörigen  determinirenden  Factor  wie  F''^  haben,  die  Exponenteu- 
gleichungen  der  zugehörigen  regulären  Differentialausdrücke  bei  diesem 
Punkte  Wurzeln,  die  sich  von  r  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden, 
enthalten. 

Bei  einem  singulären  Punkte  von  F„.  =  0  mögen  die  Systeme  F^'^  den 
Gruppenexponenten  r  einstellig  enthalten  mit  zugehörigen  determinirenden 
Factoren ,  die  bei  den  verschiedenen  Systemen  F'-'^  (c  =  1 . . .  s)  von  einander 
verschieden  sind.  Dann  liefern  die  Differentialgleichungen  F^"  =  0  eben 
so  viele  linearunabhängige  Integrale  von  F„  =  0  mit  dem  Gruppenexponenten 
r,  als  bei  dem  beti'achtcten  Punkte  in  den  Exponentengleichungen  der  regu- 
lären Ditterentialausdrücke,  die  zu  den  einzelnen  Bcstandtheilen  der  Systeme 

19* 


X48  Thome,  zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

F^'^{c=l...s)  gehören,  Wurzeln  vorhanden  sind,  die  sich  von  r  nur  um 
ganze  Zahlen  unterscheiden. 

III.  Es  ist  nun  weiter  zu  untersuchen,  wie  ein  System  normaler 
Diiferentialausdriicke,  welches  bei  einem  singulären  Punkte  von  F„  {y,  x)  =  0 
No.  1  (1.)  den  Gruppeuexponenten  r  einstellig  mit  einem  bestimmten  zuge- 
hörigen determinirenden  Factor  enthält  und,  gleich  Null  gesetzt,  Integrale 
ergiebt,  die  F„  =  0  eifüllen,  aufzutinden  ist.  Ein  System  normaler  Differential- 
ausdrUcke,  welches  F^{y,x)  darstellt,  möge  bei  einem  singulären  Punkte 
von  F„  =  0  auf  die  Form 

(18.)       R{y,x)  =  y„    S{y,,x)  =  y,,    T{y,,x) 

gebracht  sein,  wo  R  ein  System  normaler  Diiferentialausdriicke  ist,  die  bei 
diesem  Punkte  den  Gruppenexponenten  r  nicht  enthalten,  R  sich  auch  auf 
y  reduciren  kann,  S  alle  diejenigen  normalen  Diflferentialausdrücke  umfasst, 
die  bei  diesem  Punkte  den  Gruppenexponenten  r  mit  einem  bestimmten  zu- 
gehörigen determinirenden  Factor  enthalten ,  ausserdem  etwa  noch  andere 
Bestandtheile  haben  kann,  T  die  übrigen  Bestandtheile  enthält,  von  denen 
also  bei  diesem  Punkte  entweder  kemer  den  Gruppenexponenten  r,  oder 
keiner  denselben  mit  dem  in  S  vorkommenden  zugehörigen  determinirenden 
Factor  enthält,  T  sich  auch  auf  ^2  reduciren  kann. 

Wenn  nun  in  F„{y,  x)  =  0  die  Integrale  einer  Differentialgleichung 
P,iy>  x)  =  0  enthalten  sind,  wo  F,(y,  x)  durch  ein  System  normaler  Differential- 
ausdrücke, die  in  unzerlegbare  aufgelöst  sind,  darstellbar  ist,  welches  bei  dem 
betrachteten  Punkte  den  Gruppenexponenten  r  einstellig  mit  dem  zugehörigen 
determinirenden  Factor  aus  S  enthält ,  so  sind  in  S  {y,  x)  =  0  die  Integrale 
einer  Differentialgleichung  ^(y,x)  —  0  enthalten,  wo  ^{y,x)  sich  durch 
ein  System  unzerlegbarer  normaler  Differentialausdrücke  darstellen  lässt, 
welches  bei  demselben  Punkte  den  Gruppenexponenten  r  einstellig  mit  dem 
bestimmten  determinirenden  Factor  enthält,  und  in  welchem  die  Bestandtheile, 
die  bei  diesem  Punkte  r  enthalten ,  sich  mit  denen  in  F,  {y,  x) ,  die  r  ent- 
halten, so  paaren  lassen,  dass  die  Ausdrücke  in  demselben  Paare  ähnlich 
sind,  nach  einem  Satze,  der  in  No.  6  I  bewiesen  wird. 

Giebt  es  mehrere  Differentialgleichungen  F^'^iy,  a;)  =  0  (c  =  l...s)  der 
bezeichneten  Art,  so  dass  in  diesen  Systemen  F^'^  die  zu  r  gehörenden 
determmirenden  Factoren  übereinstimmen,  so  kann  man  nach  II  ihre  Integrale 
in  einer  Differentialgleichung  vereinigen,   deren  Differentialausdruck  durch 
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ein  System  normaler  Ausdrücke  darstellbar  ist,  welches  bei  dem  betrachteten 
Punkte  den  Gruppenexpoueuten  r  einstellig  mit  jenem  bestimmten  deter- 
minirenden  Factor  enthält.  Es  muss  dann  also  auch  eine  Uifterentialgleichung 
^{y,x)  =  0  aus  S  —  O  hervorgehen,  wo  SE(y,x)  sich  durch  ein  System  unzerleg- 
barer normaler  Differentialausdrücke  darstellen  lässt,  das  bei  diesem  Punkte 
den  Gnippenexponenten  r  einstellig  mit  dem  genannten  determinirenden 
Factor  enthält,  und  wo  ^  =  0  eben  so  viele  liuearunabhängige  Integrale  bei 
diesem  Punkte  mit  dem  Gnippenexponenten  r  ergiebt,  wie  die  Differential- 
gleichungen F'-'^  {y,  x)  =  0.     Dann  sind  in  F„  {y,  x)  =  0  die  Integrale  von 

a9.)  R{y,x)  =  y,,  ^{y,,x)  =  0 
enthalten,  wo  der  Difl'erentialausdruck  in  (19.)  bei  dem  betrachteten  Punkte 
den  Gnippenexponenten  r  einstellig  mit  dem  genannten  determinirenden 
Factor  enthält  und  die  Differentialgleichung  (19.)  eben  so  viele  liuearunab- 
hängige Integrale  mit  dem  Gruppenexponenten  r  von  F„  =  0  liefert,  wie  die 
Differentialgleichungen  F^'\y ,  x)  =  0  {C=  l...s).  Es  bleibt  demnach  übrig, 
aus  der  Differentialgleichung  S{y,  x)  —  0  die  genannte  Differentialgleichung 
2{y,x)  =  0  herzuleiten,  in  der  ^{y,x)  bei  dem  betrachteten  Punkte  den 
Gruppenexponenten  r  einstellig  mit  dem  bestimmten  determinirenden  Factor 
nethält.     Das  hierzu  dienende  Verfahren  wird  in  No.  9  entwickelt. 

6. 

In  der  vorigen  Nummer  ist  der  Begriff  der  Aeknlichkeit  zweier  nor- 
malen Differentialausdrücke  angewandt  worden,  der  in  Abb.  Bd.  83  No.  7  III 
dadurch  definirt  worden  ist,  dass  sie  unzerlegbar,  von  derselben  Ordnung  und 
demselben  determinirenden  Factor  sind  und  dass  die  in  ihnen  enthaltenen  regu- 
lären Diflereutialausdrücke  gleich  Null  gesetzt  Differentialgleichungen  liefern, 
bei  denen  in  jedem  Punkte  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  der  einen 
sich  mit  den  Wurzeln  der  Exponenteiigleichung  der  anderen  so  paaren  lassen, 
dass  die  Wurzeln  in  jedem  Paare  sich  uur  um  eine  ganze  Zahl  unterscheiden. 
Diese  ganzen  Zahlen  brauchen  in  den  Paaren  bei  demselben  Punkte  nicht 
einander  gleich  zu  sein  [vgl.  1.  c.  No.  7  U  a.);  ein  allgemeineres  Beispiel 
als  das  dort  angegebene  ist  dieses :  Wenn  bei  einem  Punkte  x  —  a  der 
charakteristische  Index  in  den  dort  vorkommenden  Differentialgleichungen 
*„  =  Ü  und  W„  =  0  gleich  Null  ist,  die  Wurzeln  der  I^xpoiientengleicluing 
von   V,  =  0  sich  zu  je  zweien  nicht  um  "eine  ganze  Zahl  unterscheiden,  und 
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einzelne  dieser  Wurzeln,  aber  nicht  alle,  die  Exponentengleichung  von 
<P^  =  0  erfüllen].  Bei  einem  Punkte,  der  in  beiden  Differentialgleichungen 
nichtsingulär  ist,  stimmen  die  Wurzeln  der  Exponenteugleichuiigen  überein. 
Es  kam  ferner  in  der  vorigen  Nummer  der  Begriff  der  Aehnlichkeit  zweier 
Systeme  normaler  Differentialmisdrücke  vor,  der  in  Abh.  Bd.  83  No.  7  IV 
dadurch  definirt  ist,  dass  die  Systeme  gleichviel  Bestandtheile  haben,  und 
die  Bestandtheile  von  derselben  Stelle  einander  ähnlich  sind. 

I.  Auf  diesen  Begriffen  beruht  folgender  auf  die  verschiedenen  Dar- 
stellungen eines  durch  ein  System  normaler  Differentialausdrücke  darstell- 
baren Differentialausdruckes  sich  beziehender  Satz,  der  einen  in  Abh.  Bd.  83 
No.  10  I  bewiesenen  Satz  als  speciellen  Fall  enthält,  und  aus  welchem  ein 
in  No.  5  III  angewandter  Satz  hervorgeht. 

o.)  Es  besteht  folgender  Hülfssatz.  <Px  sei  ein  System  unzerlegbarer 
normaler  Differentialausdrücke.  In  der  Differentialgleichung  ^jy  =  0  seien 
die  Integrale  einer  Differentialgleichung  F^  =  0  enthalten,  wo  F^  ein  System 
unzerlegbarer  normaler  Differcntialausdrücke  ist.  Dann  kann  man  den  durch 
*jv  gegebenen  Differentialausdruck  mittels  eines  Systemes  unzerlegbarer 
normaler  Differentialausdrücke  darstellen,  in  welchem  das  System  F^  an  der 
Spitze  steht,  und  auf  dessen  Bestandtheile  ein  System  unzerlegbarer  normaler 
Differentialausdrucke  folgt,  welches  ähnlich  ist  dem  System  *v,  nachdem 
aus  diesem  System  gewisse  Bestandtheile,  die  mit  den  Bestaudtheilen  von 
F^  gepaart  sind,  so  dass  in  demselben  Paare  ähnliche  Bestandtheile  sich 
finden,  herausgenommen  sind.  Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  in  dem  Beweise 
des  Satzes  Abh.  Bd.  83  No.  7  III  a.)  enthalten. 

b.)    Älittels  dieses  Hülfssatzes  wird  folgender  Satz  hergeleitet. 

Man  habe  ein  System  unzerlegbarer  normaler  Differentialausdrücke 
R{ij,x),  ein  solches  S{y,x)  und  ein  solches  T{y,x),  wo  fi  und  T  sich  auch 
auf  y  reducii'en  können,  und  bilde  den  Differentialausdruck  'P^iy,  x)  mittels 
des  Systemes 

(1.)  R{y,x)  =  y,,  S(y,,a;)==y,,  T(y,,x). 
Wenn  man  nun  eine  andere  Darstellung  von  ^v  durch  ein  System  unzer- 
legbarer normaler  Differentialausdrücke  hat,  so  lassen  sich  nach  Abh.  Bd.  83 
No.  7  III  c.)  deren  Bestandtheile  mit  denen  des  Systemes  (1.)  so  paaren, 
dass  die  Ausdrücke  in  demselben  Paare  ähnlich  sind.  Es  sei  nun  eine 
zweite  solche  Darstellung  von  <Py  vorhanden.  Dann  giebt  es  auch  eine 
solche  Darstellung  von  *.v  von  der  Form 


i  :i 
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(2.)  R(y,x)  =  y,,  S\y,,x)  =  y,,  T{y,,x) 
Tvo  (las  System  unzerlegbarer  normaler  Diffcrentialausdriicke  S',  welches  den 
Differeutialausdruck  S  darstellt,  ähnlich  ist  dem  System,  welches  übrig  bleibt, 
wenn  aus  der  zweiten  Darstellung  von  *v  gewisse  Bestandtheile,  die  mit 
denen  in  R  und  T  so  gepaart  sind,  dass  in  demselben  Paare  ähnliche  stehen, 
herausgenommen  werden. 

Aus  der  zweiten  Darstellung  von  *.,■  wird  nach  dem  Hülfssatze  a.) 
eine  solche  hergeleitet  von  der  Form 

(3.)  R{y,x)  =  y,,  U{y„x\ 
wo  U  durch  ein  System  unzerlegbarer  normaler  Diffcrentialausdriicke  dar- 
gestellt ist,  welches  ähnlich  ist  dem  zweiten  System  für  *v,  nachdem  aus 
diesem  gewisse  Bestandtheile,  die  mit  denen  aus  R  als  ähnliche  gepaart 
sind,  herausgenommen  worden  sind.  Der  Differentialausdruck,  der  durch 
S[yi,  x)  =  yj,  r(«/2,  x)  dargestellt  wu'd,  ist  dann  gleich  U{y^,  x).  Wenn  man 
nun  zu  einem  Systeme  normaler  Differentialausdrücke  das  reciproke  System 
nimmt,  so  erhält  man  den  zu  dem  Diflerentialausdrucke ,  der  dm'ch 
das  urspriingliche  System  dargestellt  wird,  reciproken  Differentialausdruck 
(Abh.  Bd.  83  Xo.  7  V).  Das  zu  einem  Systeme  unzerlegbarer  normaler 
Differentialausdi-ücke  reciproke  System  besteht  aus  den  zu  den  Bestand- 
theilen  des  ersteren  reciproken  in  umgekehrter  Reihenfolge.  Die  Bestand- 
theile des  letzteren  Systemes  sind  unzerlegbare  normale  Ausdrücke.  Die 
zu  zwei  ähnlichen  normalen  Differentialausdi-ücken  reciproken  sind  ähnliche 
normale  Differentialausdrücke.  Die  reciproken  Systeme  zu  S,  T,  U  werden 
durch  iS,  T,  U  bezeichnet.  Dann  wii-d  der  Differentialausdruck,  der  dem 
Systeme  U{y,  x)  gleich  ist,   durch  das  System 

(4.)       T(y,x)  =  «/,,  S{y^,x) 
dargestellt.     Nun  kann  man  -n-ieder  nach  dem  Hülfssatze  a.)  für  den  Diffe- 
rentialausdruck f/^'«/,  x}  eine  Darstellung  herleiten  von  der  Form 

(5.)       T{y,x)  =  y,,  S'(y,,a;), 
wo  S'  dui'ch  ein  System  unzerlegbarer  normaler  Differentialausdrücke  gegeben 
wird,  welches  ähnlich  ist  dem  System  U[y,  x),  nachdem  aus  letzterem  Systeme 
gewisse  mit  den  Bestandtheilen  von  T  als  ähnliche  gepaarte  Bestandtheile 
herausgenommen  sind.     Das  zu  (5.)  reciproke  System 

(6.)       S'iy,x)  =  y,,     T(y„x) 
stellt  nun  den  durch  U{y,x)  gegebenen  Differeutialausdruck   dar,   und  hier 
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ist  das  System  S'  ähnlich  dem  Systeme  (/,  nachdem  aus  diesem  System  die  Be- 
standtheile  ausgeschieden  sind,  die  denjenigen  in  U  entsprechen,  welche  denen 
in  T  correspondiren.  Aus  der  oben  genannten  zweiten  Darstellung  von  *,vj 
aus  welcher  bereits  die  früher  genannten  mit  den  Bestaudtheilen  von  R  ge- 
paarten Bestandtheile  herausgenommen  sind,  werden  nun  von  den  übrigen 
Bestandtheilen  diejenigen  von  derselben  Stelle,  wie  die  in  dem  Systeme  U 
mit  den  Bestandtheilen  von  T  gepaarten  ausgeschieden,  so  bilden  die  übrig- 
bleibenden ein  System,  welches  ähnlich  ist  dem  Systeme  S'  {y,  x),  womit  der 
Satz  bewiesen  ist. 

Aus  diesem  Satze  folgt  nachstehender: 

In  dem  Systeme  S(«/i,  x)  in  (1.)  sollen  einzelne  Bestandtheile  vor- 
kommen, Ai,  Ai  bis  ^„,  «^1,  von  denen  keiner  einem  anderen  Bestand- 
theile in  dem  System  (1.)  ähnlich  ist,  unter  einander  dürfen  welche  ähnlich 
sein.  In  einer  zweiten  Darstellung  von  *,v  durch  ein  System  unzerlegbarer 
normaler  Differentialausdrücke  seien  die  den  Ausdrücken  Ay  bis  A„  ähnlichen 
Bestandtheile  durch  Ä^  bis  Ä„  bezeichnet.  Dann  giebt  es  auch  eine  Dar- 
stellung von  4>jvr  von  der  Form  (2.),  wo  das  System  unzerlegbarer  normaler 
Differentialausdrücke  S'  ähnlich  ist  dem  System,  welches  dadurch  aus  dem 
zweiten  System  hergeleitet  wird,  dass  aus  diesem  gewisse  mit  den  Bestand- 
theilen von  jR  und  T  als  ähnliche  gepaarte  Ausdmcke  ausgeschieden  werden 
und  also  die  Bestandtheile  A[  bis  Ä„  in  derselben  Reihenfolge ,  loie  in  dem 
zweiten  Systeme,  stehen  bleiben. 

Wenn  der  Differentialausdruck  F„  (1.)  in  No.  1  durch  ein  System 
unzerlegbarer  normaler  Differentialausdrücke  dargestellt  ist,  so  haben  die  Be- 
standtheile, die  bei  einem  singulären  Punkte  von  F,„  =  0  den  Grruppenexpo- 
nenten  r  mit  einem  und  demselben  zugehörigen  determinireuden  Factor 
enthalten  (s.  No.  5),  die  Eigenschaft  der  Ausdrücke  A  in  dem  vorigen  Satze, 
wo  <f>^^  gleich  F,„  gesetzt  wLi-d;  diese  Bestandtheile  sollen  alle  in  dem 
Systeme  S  in  (1.)  vorkommen  und  in  jR  kein  Bestandtheil,  der  bei  diesem 
Punkte  r  enthält.  Die  Differentialgleichung  F„.  =  0  enthalte  nun  die  Integrale 
einer  Differentialgleichung  Fi  =  0,  wo  F;  durch  ein  System  unzerlegbarer 
normaler  Differentialausdrücke  gegeben  wird,  welches  bei  dem  betrachteten 
singulären  Punkte  von  F„,  =  0  den  Gruppenexponenten  r  einstellig  mit  dem- 
selben zugeh(3rigen  determinireuden  Factor  enthalten  soll.  Dann  hat  F,„  die 
Darstellung  F, («/,  x)  =  yi,  fm-iiyi-i  x],  wo  /"„,_,  durch  ein  System  unzerlegbarer 
normaler  Differentialausdrücke  sich  darstellt.    Diese  Darstellung  von  F,„  wird 
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als  das  z\\'eite  System  für  0.v  in  dem  vorigen  Satze  geuommeii.  l)aiin  folgt 
aus  der  Darstellung  des  Ditterentialausdruckes  S  durch  das  System  S'  des 
vorigen  Satzes,  dass  in  der  Ditfercntialgleichuiig  S  =  0  die  Integrale  einer 
Differentialgleichung  -^  =  0  enthalten  sind .  wo  -2"  durch  ein  System  unzer- 
legbarer normaler  Differentlalansdrücke  gegeben  wird,  welches  bei  dem  be- 
trachteten Punkte  den  Gruppenexponenten  r  einstellig  mit  dem  bestimmten  zu- 
gehörigen determinirenden  Factor  enthalt  und  dessen  Restandtheile,  die  r  enthalten, 
mit  denen  in  F,,  die  diesen  Gruppenexponenten  enthalten,  in  derselben  Reilien- 
folge  als  ähnliche  gepaart  werden  können. 

Dieses  ist  der  in  Xo.  5  III  angewandte  Satz. 

II.  Im  Folgenden  werden  einige  Sätze  aus  Abh.  Bd.  83  Xo.  7,  die 
von  dem  Begriff  der  Aehnliehkeit  zweier  normaler  Differentialausdrücke 
oder  zweier  Systeme  solcher  Ausdrücke  ausgehen,  verallgemeinert. 

a.)    Verallgemeinerung   des   Satzes  Abh.  Bd.  83  Xo.  7  IV  Gl.  (15.). 

<P„  [y,  x)  =  0  und  W„  {y,  x)  =  0  seien  zwei  homogene  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen m^^^  bezüglich  n^"  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten 
und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1,  deren  Integrale  von 
einander  liuearunabhängig  sind.  f,,  sei  gleich  einem  Systeme  normaler 
Dift'erentialausdrücke ,  die  in  unzerlegbare  aufgelöst  sind.  Die  Integrale 
beider  Differentialgleichungen  werden  vereinigt  in  einer  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  (m  +  w'"  Ordnung  F„,+„{y ,  x]  ^  Q .,  in  welcher  der 
Coefficieut  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  gesetzt  ist.  Erhält  F„^„  [y,  x) 
die  Form 

(7.)       <f>„,[y,x)^y„    xi>„(y,.x). 
so  ist  y.i„{yi,x)  durch  ein  System  normaler  Ausdrücke  darstellbar,  welches 
dem  Systeme   'F„{y,x)   ähnlich   ist.      (Abh.    Bd.  83   Xo.  7  IV  (l^-;)-     F^+« 
erhalte  die  Darstellung 

(8.)  W„{y,x)  =  y,,  (f„,[y,,x). 
Wenn  nun  *„  =  0  die  Integrale  einer  Differentialgleichung  A-*er  Ordnung 
Fi  =  U  enthält,  in  welcher  F^  ein  System  unzerlegbarer  normaler  DiÖerential- 
ausdrücke  ist,  so  enthält  auch  (f,„  —  0  die  Integrale  emer  Differentialgleichung 
/l  =  0,  in  welcher  /l  durch  ein  dem  Systeme  F,,  ähnliches  System  normaler 
L)ifferentialausdrücke  gegeben  wird,  und  umgekehrt,  enthält  </„  =  0  die 
Integrale  einer  Differentialgleichung  /l  =  0,  in  welcher  ft  ein  System  unzer- 
legbarer normaler  Ditterentialausdrücke  ist,  so  enthält  0,„  =  0  die  Integrale 
von  F;  —  0,  wo  das  System  F^  ähnlich  f,,  ist. 
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Um  den  ersten  Theil  dieses  Satzes  zu  beweisen,  werden  die  Integrale 
von  ^'^n  =  0  und  F^.  =  0  in  einer  Differentialgleichung  vereinigt ,  die  die 
Form  erhält 

(9.)        WJy,x)^y,,    f,(y„x)^0. 

Dann  wird  /i  durch  ein  dem  Systeme  F^  ähnliches  System  gegeben  nach 
(7.),  und  die  Integrale  von  f^  =  0  erfüllen  y„  =  0. 

Um  den  zweiten  Theil  des  Satzes  zu  beweisen,  werde  (p,„  durch 

(10.)       fk(y,x)  =  yu    (p„^,iyi,x) 
dargestellt.     Dann  sei  der  erste  Bestandtheil  in  dem  Systeme  unzerlegbarer 
normaler  Bestandtheile  f^  Xa,  iy>  ^)  i"i(^  daher  /l  durch 

(11-)     XoSy,x)  =  y^^  fLa,(y>,x) 

dargestellt.     Da  nun  in  (9.)  die  Integrale  von 

(12.)        y'Jy,x)^y,,    /,,!?/,, rr^  =  0 

enthalten  sind,  so  folgt  hieraus,  dass  in  <P,„  =  0  die  Integrale  einer  Diffe- 
rentialgleichung tti'^^''  Ordnung  A„^  {y,  x)  —  ()  mit  rationalen  Coefficienten  und 
dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  enthalten  sind,  welche 
Integrale  die  Differentialgleichung  (12.)  erfüllen  (Abb.  Bd.  83  No.  2  III}. 
Dann  muss  A'„  unzerlegbar  sein,  weil  /^^  unzerlegbar  ist.  X^^  rauss  normal 
sein,  weil  die  Integrale  von  A'„  =  0  in  der  Differentialgleichung  (12.)  ent- 
halten sind,  und  das  System  in  (12.)  aus  normalen  Differentialausdriicken 
besteht  (Abb.  Bd.  83  No.  7  III  h.).  X,^  muss  ähnlich  /„,  sein  (Abb.  Bd.  83 
No.  7  II  a.)).     Man  kann  der  Differentialgleichung  (12.)  die  Form  geben 

(13.)        XJy,x)  =  2/,,     W:{y,,x)  =  Q, 
wo   H'l  ein  dem  Systeme   ¥^„  ähnliches  System  ist  (7.). 
Nun  wird  *„,  auf  die  Form  gebracht 

(14.)  A;, [y,  x)=y„  *,'„_„,  (^, ,  x). 
Dann  sind  die  Integrale  der  Differentialgleichungen  *„_„,  =  0  und  V^i,  =  0 
von  einander  linearunabhängig,  weil  sie  erhalten  werden,  wenn  man  die 
m  —  a,  Integrale  von  *,„  =  0,  die  von  den  Integralen  von  X^,  =  0  linearun- 
abhängig sind,  und  die  Integrale  von  W„  =  0  in  X^,^(y,  x)  einsetzt.  Und  diese 
Integrale  sind  vereinigt  in  der  Differentialgleichung 

(15.)        "Fi, (y,  x)  =  y^,    /;!_,,  (y, ,  x)  =  y,,    </)„,_, (?/,,  x)  =  0. 
Man  hat  mm  dasselbe  Verfahren  in  Bezug  auf  <^L_„,  und  fi._a^  anzuwenden. 
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6.)  Verallgemeinerung  des  Satzes  Abli.  Bd.  83  No.  7  VII  b.).  Es  sei 

(16.)     fjy,x)  =  y,,  fa,{yi^^)  =  y^^  •■■  /'c,^,.y>-i,^)  =  yi,  f.,iyi,x} 

ein  System  unzerlegbarer  normaler  Differential  ausdrücke,  in  dem  je  zwei 
Bestandtheile  nicht  älinlicli  sind.  Der  reguläre  Diiferentialausdruck  in 
/"ajCj/,  ^)  sei  faiiy,  a-};  der  determinirende  Factor  12^  =  e"'.  Die  Differential- 
gleichungen ^a^(y,  a;)  =  0  (b  =  0.../}  sollen  so  beschaffen  sein,  dass  jede 
einen  solchen  im  Endlichen  oder  Unendlichen  liegenden  Punkt  x=Ai  enthält, 
bei  welchem  keine  Wurzel  ihrer  Exponentengleichung  sich  um  eine  ganze 
Zahl  unterscheidet  von  einer  Wurzel  der  bei  diesem  Punkte  bestehenden  Ex- 
ponentengleichungen derjenigen  übrigen  Differentialgleichungen,  denen  in  f^^ 
determinirende  Faetoren  zugehöreu,  in  welchen  die  Glieder  der  in  Partial- 
brüche zerlegten  rationalen  Functionen  W^,  die  in  diesem  Punkte  unendlich 
werden,  übereinstimmen.  Alsdann  gelten  die  Abb.  Bd.  83  Xo.  7  VII  h.)  ge- 
machten Untersuchungen,  die  sich  auf  die  Durchführung  der  verschiedenen 
Darstellungen  des  Differentialausdruckes  (16.)  beziehen,  und  die  darauf  hin- 
auskommen, dass  man  die  erforderlichen  formellen  Entwickelungen  von 
Integralen  immer  bei  den  Punkten  A^  vornehmen  kann,  und  die  Coeffi- 
cienten  innerhalb  der  Entwickelungen  eindeutig  bestimmt  erhält. 

7. 
Es  soll  in  dieser  und  der  folgenden  Nummer  das  in  Abb.  Bd.  83 
gegebene  Verfahren,  aus  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  mit 
rationalen  Coefficienten  eine  solche  herzuleiten,  deren  Integrale  jene  erfüllen 
und  deren  Difterentialausdruck  ein  System  normaler  Ausdrücke  ist.  verein- 
facht und  das  bezügliche  allgemeine  Verfahren  dargestellt  werden.  In 
dieser  Nummer  werden  folgende  Untersuchungen  aus  Abb.  Bd.  83  vereinfacht 
und  weiter  erörtert:  in  I.  der  Beweis  des  Satzes  über  die  Vereinigung  der 
Integrale  zweier  homogeiier  linearer  Differentialgleichungen  in  einer  solchen 
Differentialgleichung  (1.  c.  No.  2);  in  II.  das  Verfahren,  aus  einer  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  eine  solche  mit 
nur  regulären  Integralen,  die  in  der  ersten  enthalten  sind,  herzuleiten 
(1.  c.  No.  5);  in  111.  das  Verfahren,  aus  einer  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung mit  rationalen  Coefficienten  den  determinirenden  Factor  in  einer 
Differentialgleichung  mit  normalem  Differentialausdrucke,  deren  Integrale 
in  jener  enthalten  sind,  zu  bilden  i^l.  c.  No.  6). 

20* 
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I.  Vereinfachung  des  Beweises  des  in  Abh.  Bd.  83  No.  2  I.  gege- 
beneu Satzes,  der  sich  auf  die  Vereinigung  der  Integrale  zweier  homogener 
linearer  Differentialgleichungen  m^^^  und  m'^""  Ordnung  *„,  {y,  x)  =  0  und 
^„{y,x)  —  0 ,  deren  Integrale  von  einander  linearunabhängig  sind,  in  einer 
homogenen  linearen  Differentialgleichung  (jh  +  w)^*"'  Ordnung  F,„^„{y,  x)  —  0 
bezieht.  Der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  in  0,„  =  0,  W„  —  0,  F„,^„  =  0 
ist  gleich  1  gesetzt.  Es  werden  in  4*,,,  (y,  x)  =  s  n  linearunabhängige  Inte- 
grale von  W„  =  0  eingesetzt,  so  erhält  man  n  linearunabhängige  Werthe  *, 
bis  s„,  welche  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  «t^r  Ordnung 
(fj„{s,  x)  =  0  erfüllen,  die  aufzusuchen  ist.  Dann  ist  0„  (y,  x)  —  s,  V'-,(*,  x)  =  0 
die  gesuchte  Differentialgleichung.  In  <P^{y,x)  —  s  werden  die  Differential- 
quotienten von  höherer  als  der  (w— 1)*^°  Ordnung  vermittelst  der  Differential- 
gleichung ^„{y,  x)  —  Q  durch  solche  der  (n—iy^"^  Ordnung  und  niedrigerer 
Ordnungen  ausgedrückt ;   dadurch  gehe  4>^  {y,  x)  =  s  über  in 

(!•)       ^'^  +  ^^^  +  -  +  ^"2/  =  «, 

wo  die  Grössen  Q  nicht  alle  gleich  Xull  sein  können.  Difterentiirt  man 
die  Gleichung  (1.)  und  reducirt  die  Ordnung  vermittelst  der  Differential- 
gleichung y„  =  0  und  wendet  man  dieses  Verfahren  successive  n  -  mal  an, 
so  erhält  man 

(2.)       Q'''^+Q^'''!^+-  +  Q'''y  =  ^  ia=l...n). 
Aus  dem  Systeme  der  Gleichungen  (1.]  und  (2.)   geht  durch   Elimination 
der  Grössen  y  bis        „_,   die  Differentialgleichung  hervor: 


(3.) 


Q.      Q.     .  .  .    Q. 

Q?^    Q?^    .  .  .    Qi'^ 

Q\"'    Q^"'    .  .  .    Qi"' 


ds 
dx 


dx" 


=  0, 


welcher   die    Grössen  Sj  bis  s„   genügen.     Dividirt  man   durch    den   Coeffi- 

d"s 
cienteu  von  -j-^  in  (3.),  nämlich  die  Determinante  ^±QiQ?K..Q^"~^^.,  welche 

nicht  identisch  Null  ist,   so   erhält   man   die   gesuchte  Differentialgleichung 

ip„{s,x)  =  0.     Dass    die    Determinante    -^±  C'iC'P--- C*i"~''    nicht    identisch 

Null  ist,   ergiebt  sich  daraus,    dass,   wenn  dieselbe   in  einem  Gebiete   von 

j^   Null    wäre,    sich   Grössen   /,   bis   /.„,    die   nicht    alle    gleich  Null   sind, 
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aus  Unterdeterminanteu  der  Determinante  durch  Addition  und  Subtraction 
bilden  lassen  würden,  welche  das  Gleichungssystem 

(4.)  '^■lQa+^2Qi'^  +  --+KQi"''^==0    («=!...«) 

befriedigen.  Multiplicirt  man  dann  die  Gleichung  (1.)  und  die  w  — 1  ersten 
(2.)  bezüglich  mit  /.,  bis  ).„  und  addirt,  so  würde  sich  die  Differential- 
gleichung («—1)*^''  Ordnung  ergeben 

^50      ^-^  +  ^-^  +  -  +  >-.*  =  0 
mit  Coefficienten,  die  nicht  alle  verschwinden,  und  dieser  Differentialgleichung 
müssten    die   n  linearunabhängigen    Grössen  s,   bis  s„  genügen,    was   nicht 
angeht.     (Vgl.  Abb.  Bd.  75  Xo.  2  (2.\  Bd.  87  No.  7  IH  b.]. 

IL  Vereinfachung  des  in  Abh.  Bd.  83  No.  5  entwickelten  Verfahrens, 
die  Aufgabe  zu  lösen:  Wenn  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung 
mit  rationalen  Coefficienten  F„, '?/,  a;j  =  0  mt^""  Ordnung  vorliegt,  in  welcher 
der  grösste  charakteristische  Lidex  kleiner  als  m  ist,  wo 

(6.)       FJy,x)  =  ^+p,^+...+p,„y 

sei,  so  soll  untersucht  werden,  ob  sich  F^{y,x)  unter  der  Form 

(7.)       F^_^[y,x)  =s,  fk,s,x), 
wo  F,„_^{y,x)  ein  regulärer  Differentialausdruck  (/«  —  Ä-'^er  Ordnung  ist.  dar- 
stellen lässt.     Es  sei 

(8.)       F„_,iy,x)  =  ^+pf^^^+...+p'£L,y 
und 

(9.)    A(*,^)  =  ^+^.£ä+-+^.*; 

die  Coefficienten  g  müssen  dann  rational  sein.  Die  singulären  Punkte  der 
Differentialgleichung  F„  =  0  im  Endlichen  seien  a,  bis  o^.  Wenn  die  Diffe- 
rentialgleichung F„_t  =  0  im  Endlichen  noch  andere  singuläi'e  Punkte  be- 
sitzt, so  seien  diese  a^_(.,  bis  o^+j,  dieselben  sind  für  F„_i  =  0  ausserwesent- 
lich  singulare.     Nun  ist 


wo  Oj(a  =  >f+l,  ...  y.-{-f-)  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  und  wo   ^  ^   "^ 
wegfällt ,    wenn   F„  =  0    im    Endlichen    keinen    singulären    Punkt   besitzt, 
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^  — - —  wegfällt,    weuu  F„,_i  =  0   im   Endlichen  keine   neuen    singulären 

x+i    ^ — "a 

Punkte  hat.  Die  möglichen  Werthe  der  Coefficienten  a^  {<x=\...x)  er- 
geben sich  in  endlicher  Anzahl  nach  den  Abh.  Bd.  83  No.  5  gegebenen 
Vorschriften  und  werden  mittels  je  m  —  k  Wurzeln  der  Exponentenglei- 
chungen von  F,„  =  0  bei  aJ<x  =  \...y.)  bestimmt.    J:  — — —  ist  = ^^_W 

WO  *(a;)  eine  ganze  rationale  Function  von  x  ist,  deren  Grad  und  deren 
Coefficienten  nach  den  dort  gemachten  Angaben  ermittelt  werden. 

Die  Vereinfachung,  die  hier  angebracht  wird,  besteht  nun  darin,  dass 
man  die  weitere  Untersuchung  durchführen  kann,  ohne  vorher  die  Wurzeln 
der  Gleichung  ^(a;)  =  0  aufzusuchen. 

Wenn  man  durch  den  grössten  gemeinschaftlichen  Factor  der  Polynome 

4>[x)  und  — -j^^^  das   Polynom  <i>{x)  theilt,    so   erhält  man   ein  Polynom 

X[x\  wo 

(11.)       x,i<c)  =  {x  —  a^+i)[x-a,,^.i)...[x~a,,+,). 
Es  werde  ferner 

(12.)       ip{x)  =  [x  —  ai){x  —  a,)...{x  —  a,) 
gesetzt.     Nun  muss  jeder  Coefficient  pf^  {h  =  \...m—  k)  die  Form  haben 

(13.)       pw  =  ,    T\^^\,,, 

wo  tpi(x)  eine  ganze  rationale  Function  von  einem  Grade  •<  {x  +  X—l)h. 
Um  nun  -ipt, {x)  für  h  =  2, ...  m  —  k  zu  bestimmen,  wird  nach  den  Vorschriften 
von  Abh.  Bd.  83  No.  5  bei  einem  singulären  Punkte  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung  F,„  —  0  aus  dieser  die  formelle  Entwickelung  der  Inte- 
grale von  F„,_^  —  0  entnommen  und,  weini  dieser  Punkt  ^4  ist,  mittels  derselben 
die  formelle  Entwickelung  von  pi'''  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  —  A 

gebildet;  diese  beginnt  mit  j — ^W-     ^'i"  ^^^"'^  ^^^^  (^^v^  ^^^  Gleichung 

(14.)       p'^^[(f.(A  +  x-A)x{A  +  x-A)f  =  f,{A  +  x-A) 

hergeleitet,  und  aus  dieser  die  ganze  rationale  Function  von  x  —  A  bis  zur 
Potenz  (a;  — ^)''+^'"'^'',  die  auf  der  linken  Seite  steht,  entnommen;  dieselbe 
muss   gleich   if>i{x)   sein.     Hierzu   müssen   in   der   formellen   Entwickelung 

von /)^/^  die  {y  +  /.~l)b  +  l  ersten  Glieder  von  7 jy^  au  gerechnet  bekannt 

(^X — A) 
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sein.  Wird  die  formelle  Entwickelung  von  pi''^  bei  x  =  r\  t  =  0  vorge- 
nommen, so  werde 

F„{y,  X)  =  i-tYFlAy,  tX  F^,,{y,  X)  =.  (-tr-'F,:_,iy,  t) 
gesetzt,  die  Coefficienten  in  F!„  durch  /?!,,  in  F^_^  diu-ch  pj*^'  bezeichnet. 
Die  Integrale  von  Fj,_i.(f/,  t)  =  0  erfüllen  die  Differentialgleichung  Fi„(y,  0  =  0, 
und  es  ist  nun  aus  letzterer  Differentialgleichung  die  formelle  PZntwickelung 
der  Coefficienten  ;>J*^'  herzuleiten.  Aus  diesen  erhält  man  die  formelle  Ent- 
wickelung von  f ~'/)f ^  (<"') ,  welches  eine  homogene  lineare  Function  von 
t'pl'^y  (c  =  0  . . .  b,  p,','^'  =  1)  mit  numerischen  Coefficienten  ist.  Dann  leitet 
man  aus  Gleichung  (13.)  her 

(15.)     t-'pi'\r')[(p{r')x{r')f+'-^f  =  V^CO«^'-^'-"* 

und  erhält  aus   der   ganzen  rationalen  Function  von  t,   die  bis   zur  Potenz 

^(^+;i-i)b  g.g]^^  j^^^f  ^gj.  linken  gelte  die  Function  ^pi(t-')f'+^-''>\  Hierzu 
müssen  in  der  formellen  Entwickelung  von  /?p' '  die  (>i-\- 1  —  1)^+1  ersten 
Glieder  von  ~  an  gerechnet  bekannt  sein. 

Es  genügt,  die  Coefficienten  p^'"'^  (b  =  1 . . .  /r)  auf  die  angegebene 
Weise  zu  bestimmen.  Alsdann  werden  aus  dem  Gleichungssysteme  zwischen 
den  Grössen  p,  p<^'  und  g,  welches  man  aus  der  für  jede  Function  y  goi- 
tenden  Gleichung  F,„(^,  ic)  = /i(F,„i(^,  aj),  or)  herleitet,  zuerst  die  Grössen 
g,  hierauf  die  übrigen  Grössen  />^*^  (b  =  k+1  ...m  —  k)  eindeutig  ])estimmt,  und 
nun  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  auch  die  übrigen  Gleichungen 
dieses  Systemes  durch  die  gefundenen  Grössen  p**^  und  g  erfüllt  sind,  damit 
F„,  durch  das  System  (7.)  dargestellt  wird,  so  dass  F„,_i  regulär  ist,  wie  in 
Abh.  Bd.  8.3  No.  5  p.  110  angegeben. 

Man  kann  also  die  Avsdriicke  F„,_i.  und  f,,  aufstellen  und  die  Bedin- 
gungen, oh  das  System  (7.)  F,„  darstellt  und  F,„_;  regulär  ist,  prüfen,  ohne 
dass  die    Wurzeln  der  Gleichung  </>(a;)  =  0   bekannt  sind. 

Dieser  Umstand  ist  für  die  xVuflösung  eines  homogenen  linearen 
I  )itferentialausdrHckes  mit  rationalen  Coefficienten  in  ein  System  normaler 
Difterentialausdrücke  von  Wichtigkeit  und  wird  zu  diesem  Zwecke  in  No.  8 
weiter  verwandt  werden. 

III.  F,„{y,x)  sei  ein  homogener  linearer  Ditferentialnusdruck  /h'«' 
Ordnung  mit  beliebigen  rationalen  Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der 
höchsten  Ableitung  gleich  1,  so  beschaffen,  dass  in  der  Differentialgleichung 
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F,„  =  0  der  grösste  cliarakteristische  Index  grösser  als  Null  ist.  Wenn 
untersucht  werden  soll,  ob  F,„  —  0  die  Integrale  einer  Differeutialgleicluiug 
enthält,  in  welcher  ein  normaler  Ditferentialausdruck  gleich  Null  gesetzt 
ist,  dessen  determinirender  Factor  von  1  verschieden  ist,  so  ist  zunächst 
zu  ermitteln,  ob  und  welche  rationale  Function  W  es  giebt,  so  dass  in 
e^"F„(e"'^,  ir)  =  0  der  grösste  charakteristische  Index  kleiner  als  m  wird. 
Und  hierzu  ist   zu   untersuchen,   ob  und   welche  Ausdrücke   von  der  Form 

2! c_^i.x  —  ay  bei  einem  singuläreu  Punkte  x^a  in  F„,  =  0,  bei  welchem 
1 

der  charakteristische  Index  grösser  als  Null  ist,  vorhanden  sind,  so  dass  in 
e~'" F,„{e"'y,  X)  =  0  der  charakteristische  Index  bei  x  —  a  kleiner  als  »«  wird. 
Entsprechend  bei  x  =  ^  durch  die  Substitution  x  =  t~\  wenn  bei  t  =  0  der  char 
rakteristische  Index  grösser  als  Null  ist.  Das  Verfahren,  diese  Grössen  w 
zu  bestimmen,  ist  in  Abb.  Bd.  83  No.  6  im  Anschlüsse  an  Abh.  Bd.  76  No.  6 
entwickelt.  Ueber  dieses  Verfahren  werden  hier  Untersuchungen  angestellt 
zu  dem  Zwecke ,  wenn  F,„,  —  0  die  Integrale  einer  Differentialgleichung 
enthält,  in  der  ein  System  von  Differentialausdrücken  gleich  Null  ge- 
setzt ist ,  die  in  einem  Kreise  um  x  =  a  sich  wie  die  bei  x  —  a  normalen 
Differentialausdrücke  (No.  5  I  a.))  verhalten,  alsdann  alle  Grössen  w  in 
den  determinirenden  Factoren  der  Bestandtheile  unmittelbar  aus  F,„  =  0 
zu  bestimmen  und  zu  zeigen,  dass  die  Ermittelung  der  Grössen  w  von  der 

Form  .i;  c_^ (a;  - a)""   und   der  Eigenschaft,   dass   in  e~"F,„{e"'y,  x)  =  0   der 

charakteristische  Index  bei  x  =  a  kleiner  als  m  wird,  meist  auf  keine  alge- 
braischen Schwierigkeiten  führt. 

a.)    Der  Differentialausdruck  F,„{y,x}  sei  durch  das  System  dargestellt 

(16.)       PAy,^)  =  s,     Qx{s,x). 
P^  ist  ein  Diflerentialausdruck  ;^"='"  Ordnung,  für  y.  =  0  gleich  y,  für  z  >  0 
gleich  dem  Systeme 

(!'?•)       9a..{y,x)=-yn     g,Xy,,x)  =  y.,     ...     g,^{yi,x\ 
wo 

(18.)       9a,{y,x)  =  e'"'g,^{e~"''y,x\ 

w,  gleich  Null  oder  von  der  Form  2:  c_^{x  —  ay",  g„  {y,x)  =  0  eine  homo- 
gene lineare  Differentialgleichung  üc^"  Ordnung,  deren  Coefficienten  in  einem 
Kxeise  um  x  ==  a  als  Mittelpunkt,  abgesehen  von  diesem  Punkte,  einwerthige 
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und  Stetige  analytische  Functionen  und  für  a;  =  a  in  endlicher  Ordnung  un- 
endlich sind,  bei  welcher  der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  gleich  1,  der 
charakteristische  Index  bei  x  —  a  gleich  Null  ist.  Ein  Ditfereutialausdruck 
g^^  von  der  Form  (18.)  nimmt  eine  solche  Form  nur  auf  eine  Weise  an, 
was  wie  in  No.  5  I.  bewiesen  wird :  e"'  heisse  der  deterniinirende  Factor  in 
diesem  Ausdrucke.  Qi  ist  ein  homogener  linearer  Differentialausdruck  ^'«'' 
Ordnung  für  1  =  0  gleich  s;  für  /.  >>  0  seien  die  Coefficienten  in  demselben 
in  einem  Kreise  um  x  =  a  als  Mittelpunkt,  abgesehen  von  diesem  Punkte, 
einwerthig  und  stetig  und  für  x  =  n  in  endlicher  Ordnung  unendlich ,  der 
Coefficient  der  höchsten  Ableitung  gleich  1,  und  in  Q)_  =  0  seien  nicht  mehr 
die  Integrale  einer  Differentialgleichung  g,^  =  0,  wo  g^,^  von  der  Form  (18.) 
ist,  enthalten. 

Die  Integrale  von  ga^  =  0  sind  unter  der  Form  No.  1  (7.)  (8.),  die 
Integrale  von  g„^  =  0  unter  der  Form  No.  1  (9.)  (10.)  darstellbar;  hieraus 
folgt  (Abh.  Bd.  76  No.  1,  2  oder  Abh.  Bd.  83  No.  7  V.  (20.)),  dass  g.^iy,  x) 
durch  das  System  ausgedrückt  wii-d 

wo 

(20.)       ^  +  „  =  .-.(igi+,.e-» 

ist,  qt,  in  einem  Kreise  um  x  —  a,  abgesehen  vom  j\Iittelpunkte.  einwerthig 
und  stetig  und  für  x  =  a  der  charakteristische  Index  in  ----{■  q^y  =  0  gleich 
Null.     Daher  wird  P^  {y,  x)  durch  ein  System  von  der  Form 

dargestellt,  worin 

(22.)       y,^,  =  «'"^"<^^  +  y(.,e-"-^'V), 

«\,^  gleich  Null   oder   von   der  Form  ^  c_^{x  —  a)~'',  (/(^^   in   (.'iiieui   Kreise 

um  X  =  a   als  Mittelpunkt,    abgesehen   von  diesem  Puiikto.    einwerthig   und 

stetig,  in     .— +  ^(a)J^  =  0  bei  x  =  a  der  charakteristische  Index  gleich  Null  ist. 

Nun  ist  in  Abh.  Bd.  76  No.  5  Satz  II  mittels  der  Ausdrücke  der 
Integrale   von   P^  =  0    unter   der   Form   No.  1     11.^.    (12.^  gezeigt  worden, 
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wenn  eine  Darstellung  von  F„  {y,  x)  unter  der  Form 

(23.)       p,.(y,x)  =  s,     qAs',x) 

besteht,  wo  p^,  ein  System  von  der  Art  (21.)  ist,  qx.  ein  Differentialausdruck 
von  der  Art  von  Qx  {y,  x),  so  dass  in  q,,,  —  0  nicht  mehr  die  Integrale  einer 
Differentialgleichung  gf»  =  0  enthalten  sind,  wo  g^^  die  Form  (18.)  hat,  dass 
alsdann  p,.  mit  P^  und  daher  qx.  mit  Q,  übereinstimmt.  Dasselbe  kann  man 
mittels  des  in  Abh.  Bd.  83  No.  4  bei  einem  Systeme  normaler  Difterential- 
ausdrücke  angewandten  Verfahrens  zeigen,  indem  man  dieses  Verfahren 
bei  der  Differentialgleichung  F,„{y,  x)  =  0,  worin  F„  durch  das  System  (16.), 
P^  durch  das  System  (21.)  ersetzt  ist,  gebraucht.  Zu  dem  Zwecke  kommt 
der  Satz  in  Anwendung,  dass,  wenn  man  die  linearunabhängigen  Integrale 
zweier  Differentialgleichungen  *i(y,  a;)  =  0  und  ¥^,  («/,  a;)  =  0 ,  wo  *,  und 
Wi  die  Form  (22.)  haben,  in  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung 
vereinigt,  diese  die  Form  erhält  (vgl.  I  in  dieser  Nummer) 

r24 )     1*'  ^^'  ^^  ^  *'  '^'  ^*'  ^^  ^  ^' 

^  \vAy,-r)^s',  <p,{s',x)  =  0, 

wo  Vi  iintl  (fi  von  der  Form  (22.),  und  ipi  ähnlich  ist  'f',,  yi,  ähnlich  0„ 
indem  zwei  Ausdrücke  der  Form  (22.)  ähnlich  genannt  werden,  wenn  die 
determinirenden  Factoren  übereinstimmen  und  die  Wurzel  der  Exponenten- 

gleichung  von  —,~  +  qy  =  0  bei  dem  einen  Ausdruck  sich  von  der  Wurzel 

der  Exi)onentengleichung  bei  dem  anderen  Ausdrucke  nur  um  eine  ganze 
Zahl  unterscheidet.  Zwei  Systeme  von  Differentialausdrücken  der  Form  (22.) 
heissen  ähnlich,  wenn  sie  gleichviele  Bestandtheile  enthalten,  und  die  Be- 
stahdtheile  von  derselben  Stelle  in  beiden  ähnlich  sind.  Nun  ergiebt  sich 
nach  dem  Verfahren  Abh.  Bd.  83  No.  4 :  Wenn  F„  =  0  ein  Integral  enthält, 
welches  eine  Differentialgleichung  /  =  0,  wo  y  von  der  Form  (22.)  ist,  er- 
füllt, so  ist  P^  durch  ein  System  wie  (21.)  darstellbar,  an  dessen  Spitze 
der  obengenannte  Diffcrentialausdruck  steht,  und  die  übrigen  Bestandtheile 
bilden  ein  System,  welches  dem  System  (21.)  ähnlich  ist,  nachdem  aus 
diesem  ein  gewisser,  y  ähnlicher  Bestandtheil  herausgenommen  ist.  Und 
hieraus  folgt  weiter,  wenn  F„,  {y,  x)  eine  Darstellung  von  der  Beschaffenheit 
(23.)  hat,  so  enthält  das  System  p^,  eben  so  viele  Bestandtheile  wie  P,  und 
die  Bestandtheile  dieser  beiden  Systeme  können  so  gepaart  werden,  dass 
in  demselben  Paare  ähnliche  Ausdrücke  stehen. 
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Setzt  man  e~'"'F„(e"'y,  a;),  so  wird  dieser  Ausdruck  dargestellt  durch 
|ß""''S'«.(e"''«/,a;)  ==«/;,  e""' ga,{e"' y[,  x)  ^  y„  ...  e~"'' g,^{e"''y',,  x)  =  s\ 
l  e  ''0,ie''s\x), 

und  da  in  g^^  [y,  x)  —  0  der  charakteristische  Index  gleich  Null,  so  wird  der 
charakteristische  Index  in  e~"'F„,  (e"'^,  o;)  =  0  kleiner  als  m. 

Unter  den  Grössen  w  von  der  Form  £  c_^  {x  —  a)"",  die  bewirken,  dass 

i 

in  e~'°F„,ie'"y,  x)  —  0  der  charakteristische  Index  kleiner  als  m  wird,  befinden 
sich  also  die  Grössen  w^,  die  in  den  determinirenden  Facloren  der  Bestand- 
theile  des  Systemes  (21.)  von  P^  vorkommen. 

b.)  Wenn  nun  die  Grössen  w  von  der  Form  2 c_^{x  —  a)""   so   be- 

1 

stimmt  werden  sollen,  dass  in  e~"'F„,{e"'y,x)  =  0  der  charakteristische  Index 
bei  a;  =  «  kleiner  als  m  wird,  so  muss  in  F,„  =  0  der  charakteristische  Index 
h  grösser  als  Null  sein,  und  man  hat  nach  Abb.  Bd.  83  No.  6  in  folgender 

AVeise  zu  verfahren.  Von  der  Grösse  -r—  =  z  wird  zunächst  das  Anfangs- 
glied —  ra  c_„(ic— a)"^"+'^  dadurch  bestimmt,  dass  die  Werthe  desselben  aus 
den  Grössen  0(0;  — a)"'"+^^  hervorgehen,  die  so  beschatfen  shul,  dass,  wenn 
man  eine  solche  Grösse  für  z  in  den  Ausdruck 

(26.)       z"  +  p,z"-'^■^■^-p„ 

einsetzt,  wo  />„  der  Coefficient  von       „._^  in  F„,  [y,  x)  ist,  und  nun  die  höchste 

Potenz  von  (a-  — «)"'  nimmt,  die  in  den  Entwickelungcn  nach  Potenzen  von 
x  —  a  der  ä+1  Summanden  von  (26.)  z'',  ;>,s''~'  bis  p,,  vorkommt,  diese 
Potenz  aus  dem  Gesammtausdrucke  (26.)  ausfällt.  Wie  die  Werthe  des 
Exponenten  w +1  in  diesen  Grössen  a(a;  —  a)~^""^  zu  finden  sind,  ist  in  Abb. 
l'>d.  83  No.  6  im  Anschluss  an  Abb.  Bd.  76  No.  6  angegeben;  dieselben 
werden  aus  den  Ordnungszahlen,  in  denen  pa(a  =  l,  ...A)  für  x  =  a  unend- 
lich wird,  hergeleitet.  Die  Werthe  der  Coefficienten  a,  die  zu  ehiem 
Werthe  von  w-j-l  gehören,  werden  durch  die  Wurzeln  einer  daselbst 
angegebenen  algebraischen  Gleichung  geliefert,  deren  Gleichiingspolyiiom 
mittels  Constanten  aus  den  Enlwickclungen  der  Grössen  />,  bis  p,,  nach  Po- 
tenzen von  x—a  dargestellt  wird;  diese  Gleichung  ist  Coefßcientengleichung 
genannt  worden.  Die  sämmtlichen  Grössen  fT(.'c  — «)~^""\  in  welchen  für 
«4-1  alle   durch   die  bei  (26.)   angegel)ene   Bedingung  bestimmten  Wcrtlie 
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auftreten,  und  bei  demselben  Werthe  von  n-\-l  für  a  alle  Wurzeln  der  zu- 
gebijrigen  Coefficientengleichung  vorkommen,  sind  die  Havptpotenzen  von 
F,„  {y,  a;)  =  0  bei  a;  =  a  genannt  worden.  Ihre  Anzahl  ist  höchstens  gleich  h. 
Ist  o  eine  einfache  Wurzel  der  Coefficientengleichung  bei  einem 
Exponenten  »  +  1,  so  werden  alle  folgenden  Coefficienten  in  z  durch  alge- 
braische Gleichungen  ersten  Grades  eindeutig  bestimmt,  und  der  charakte- 
ristische Index  in  e~"'  F„{e"'  y,  x)  =  0  wird  gleich  m  —  1.  Ist  o  eine  (j-fache 
Wurzel  der  Coefficientengleichung,  so  werden  die  weiteren  Coefficienten  in 
w   in   folgender   Weise    ermittelt.     Es    wird    mit    dem   gefundenen   Werthe 

c_„{x  —  a)~"  gebildet  e"-"'-''"'^   "F„(e'~"*''~"'     y,x)  =  FiP{y,x).     Dann   sind 

n-l 

die  Grössen  ?ü^'^  =  ^  c_„(a;  — a)"",  wo  n  den  gegebenen  Werth  hat,   c_(„_,j 

auch  Null  sein  darf,  zu  bestimmen,  so  dass  in  e~"''~'^ F2^{e"'^^^y,  x)  =  0  bei 
x  =  a  der  charakteristische  Index  kleiner  als  m  wird.  Um  c^(„_,,  zu  erhalten, 
ist  zuzusehen,  ob  es  Hauptpotenzen  aus  F!,p{y,  x)  =  0  giebt,  in  denen  der 
Exponent  von  (x—a)"'^  gleich  oder  kleiner  als  n  ist.  Im  ersten  Falle  ergiebt 
sich  c_(„_i^  von  Null  verschieden,  im  zweiten  Falle  können  die  Coefficienten 
c  a(a  =  re— 1, ...  r)  gleich  Null  gesetzt  werden.  Ist  in  FSiPiy,  a;)  =  0  bereits 
der  charakteristische  Index  kleiner  als  m,  so  können  alle  Coefficienten  c_^ 
(a  =  «— 1,  ...1)  in  tc^'^  gleich  Null  gesetzt  werden.  Der  charakteristische 
Index  in  Fj-^^y,  x)  =  0  kann  nicht  kleiner  als  tn  —  (>  sein;   denn  der  Coefficient 

von -T"^   in    F''^  =  0    wird    in    einer   Ordnung    für    x  =  a    unendlich,    die 

f/o  +  by 

^  (/«  — ())(w+l)  ist,  und  der  Coefficient  von  .  ^^^  in  einer  Ordnung,  die 
um    wenigstens    b(w+l)   niedriger   ist,    als   die   Ordnung,    in   welcher   der 

Coefficient  von  4-^  unendlich  wird,    was  in  Abb.  Bd.  83  p.  120,    121  be- 

dx9  '  ^  ' 

wiesen  ist  und  darauf  beruht,  dass,  wenn  das  Polynom  (26.)  durch  f{z) 
bezeichnet  wird,  aus  ^ — ,    '    -  für  z  —  —  wc_„(a;  — o)~'"+'^  die  höchste  Po- 

'  dz9  ^  ' 

d'Z)"'  dfs'""' 

tenz  von  (x  —  a)~\   die  in  den  Summanden  -^ — ,  pi — t etc.  vorkommt, 

dz9    '  '^       osf 

nicht  ausfällt.    Der  charakteristische  Index  in  F^^  =  0  sei  m  — t.    Die  Anzahl 

der  Wurzeln  der  Exponeutengleichung   von  Fi,'^  =  0  ist  t  (^  0).     Um  aus 

F,5,'^  =  0  die  Hauptpotenzen,  in  denen  der  Exponent  von  {x  —  a)~*  gleich  oder 

kleiner  als  n  ist,   zu  erhalten,   hat   man,   wenn   der  Coefficient  von     .  ,„_'^ 

in   F,[''>    dur(;h  p^'^  bezeichnet   wird,  die  Hauptpotenzen  aus  dem  Ausdrucke 


./, 
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(27.)      2(0""-+jon)^(.r— +  ...^p(o^ 

mit  dem  Exponenten  S^  n  aufzustellen.  Aus  den  vorhin  gemachten  Angaben 
über  die  Ordnungen ,  in  welchen  /?{'^  bis  />iJij  für  x~a  unendlich  werden, 
folgt  nun:  wenn  man  z^'' =  (t(x  — a)"'',  v ^n  setzt,  so  kommen  in  den 
Summanden  von  (27.)  zO'""^  bis  /?*;!„_,  z^'^"'""^"^""^"'^  niedrigere  Potenzen 
von  {x  —  aY^  vor  als  in  dem  Summanden  jbL-j2*'^'"~^"^"'~^^-  Die  höchste 
Potenz  von  (o;  — a)~',  die  sich  nach  Substitution  von  a^''  =  ö(a;  — o)"",  v<in, 
aus  den  Summanden  von  (27.)  ergiebt,  kommt  also  nur  in  den  Summanden 
des  Ausdruckes 

(28.)       p\ll^  z(')"-^-<"'-y)+^(o  ^^^  a(i)"'-'-("'-?^»^+ . . .  ^pm_^ 

vor.  Und  damit  dieselbe  aus  letzterem  Ausdrucke  ausfallt,  ist  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  die  hiichste  Potenz  von  {x  —  ay^^  die  in  den  Sum- 
manden des  Ausdruckes 


vorkommt,  ans  dem  Gesammtausdrucke  (29.)  austallt,  in  welchem  Ausdrucke 
der    charakteristische   Index    des  Coefficientensystems   1,     '"  J^     bis     ""  ^ 


pi''  p(0 

gleich  p  — T  ist.  Es  gehen  also  die  Hauptpotenzen  von  F,1'^  =  0,  in  denen 
der  Exponent  von  (x  — a)~'  gleich  oder  kleiner  als  n  ist,  aus  dem  Aus- 
drucke (29.)  hervor,  und  dieser  Ausdruck  hat  überhaupt  höchstens  q  —  t  Haupt- 
potenzen. Ist  also  T>0,  so  kann  man  c_a(a  =  re  — 1, ...  1)  gleich  Null 
setzen.  Es  sei  ferner  eine  Hauptpotenz  von  F,i'^  =  0  mit  dem  Exponenten 
i'^n  vorhanden.  Im  Falle  v<Cn  kann  c_j(a  =  «— 1, ...  r)  gleich  Null 
gesetzt  werden.  Man  erhält  nun  den  Coefficienten  c„(y_,)  {f  ^  n)  in  w, 
und  hat  dann  weiter,  um  die  folgenden  Coefficienten  in  w  zu  finden,  mittels 
der  Hauptpotenz  —c_^y_l^{x  —  ay  auf  F,l'' =  0  dasselbe  Verfahren  anzu- 
wenden, welches  auf  F„  =  0  angewandt  worden  ist. 

Es  ergiebt  sich  schliesslich  in  Bezug  auf  den  Fall  einer  p -fachen 
Wurzel  —ne_„  einer  Coefficientengleichung  von  F„,{y,  x)  =  0:  Wenn  man 
die  mit  c_„{x  —  a)~"  beghmenden  Grössen  w,  die  unter  einander  verschieden 
sind,  nimmt  und  mit  jeder  derselben  e~"'F,„{e"'y,  x)  =  0  bildet,  und  die 
Anzahl  der  Wurzeln  der  Exponentengleichungen  bei  x  =  o,  die  den  ver- 
schiedenen w  entsprechen,  aufstellt,  so  ist  diese  Anzahl  höchstens  p. 
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Nimmt  man  nun  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Exponentengleichuugen 
bei  X  =  a,  die  den  sämmtlicheu  Grössen  w  in  e~'"F„,{e"'y,  x)  =  0  entsprechen, 
so  ist  diese  Zahl  höchstens  gleich  der  Anzahl  der  Hauptpotenzen  von  F„,  =  0 
bei  X  =  a. 

Wenn  von  den  Coefficienten  p^  in  F„Xy,x)  vorausgesetzt  wird,  dass 
diese  in  einem  Kreise  um  x  ~  a  als  Mittelpunkt ,  abgesehen  von  diesem 
Punkte,  einwerthig  und  stetig  sind  und  für  a;  =  a  in  endlicher  Ordnung  unendlich 

werden,  so  bleibt  das  vorstehende  Verfahren,  die  Grössen  to  =  2c_^{x—a)~'' 

zu   bestimmen,    so   dass  in   e~""F,„{e''°y,x)  —  0   der   charakteristische   Index 
kleiner  als  m  wird,  und  es  werden  dieselben  Benennungen  angewandt. 

c.)  Um  nun  für  den  Fall,  dass  der  Differentialausdruck  F„(y,x) 
durch  das  System  (16.)  dargestellt  ist,  die  Grössen  tc  weiter  zu  untersuchen, 
wird  der  in  Abh.  Bd.  83  No.  6  III  bewiesene  Satz  angewandt,  der  dort  bei 
rationalen  Coefficienten  der  Differentialausdrücke  gegeben  ist,  aber  in  der- 
selben Weise  bewiesen  wird,  wenn  die  Coefficienten  in  einem  Kreise  um 
x  =  a,  abgesehen  von  diesem  Punkte,  einwerthig  und  stetig  sind  und  für 
a;  =  o  in  endlicher  Ordnung  unendlich  werden.  Wenn  F„,_^{y,x)  ein  ho- 
mogener linearer  Differentialausdruck  (m  —  ä)'^'"  Ordnung,  /"^  {s,  x)  ein  solcher 
Ät^""  Ordnung  ist,  der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  in  beiden  gleich  1 
ist,  und  der  Differentialausdruck  F,„  {y,  x)  durch  das  System 

(30.)       F,„_,{y,x)  =  s,     f,{s,x) 
dargestellt  wird,  so  sind  die  Hauptpotenzen  von  F,„_,.  und  die  von  f^  bei  x  =  a 
ziisammen   die  von  F„.      Ein  Ausdruck  g,  (y,  x)   von   der  Form  (18.)    hat   a, 
einander  gleiclie   Hauptpotenzen,   nämlich   die  Potenz   von   {x  —  a)~^   mit   dem 
höchsten  Exponenten  und  zugehörigen  Coefficienten  aus  —-r^  ■ 

Der  Differentialausdruck  F,Jy,  x)  habe  nun  die  Darstellung  (16.),  wo 
Py{y,x)  durch  das  System  (17.)  gegeben  ist.  Es  werde  vorausgesetzt,  Q,Xs,x) 
enthalte  keine  Hauptpotenz  bei  x  =  a.  Dann  ergeben  sich  nach  dem  vorhin 
angeführten  Satze  die  Hauptpotenzen   von  F,„  {y,  x)   aus  den  Haupt[)otenzen 

von  g^^  (c  =  0, .../),   es  tritt  also   aus  jeder  der  Grössen  -~~  die  höchste 

Potenz  von   («  — a)~'  Qc-mal   auf.      Entnimmt   man   nun   aus   einem   w;,    die 
höchste  Potenz  von  {x  —  d)'^  c_„(x  —  a)~"  und  bildet 

e-'-'''""'" F„,{e -"''"""' y,  X)  =  Fil\y,x\ 
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SO  enthält 

e-'-''''-"'"'Q,{e '"''-"'"' s,x)  =  Q[^\s,  x) 

keine  Hauptpotenz  mit  dem  Exponenten  von  (a7  — a)~'  gleich  oder  kleiner 
als  n.  Der  charakteristische  Index  in  Q[^''  —  0  ist  l.  Denn  wenn  Qx  keine 
Hauptpotenz  enthält  oder  nur  solche  enthielte,  in  denen  der  Exponent 
von  {x  —  a)~^  grösser  als  »  +  1  ist,  und  in  ^W  die  Coefficienten  durch 
q['^  bis  q[^^  bezeichnet  werden,  so  wird  nach  Abh.  Bd.  83  No.  6  (9.)  (vgl. 
Abh.  Bd.  76  p.  294)  ^w  jn  einer  Ordnung  unendlich  ^(«4-l)A,  und  qi^Ji 
in  einer  Ordnung,  die  um  wenigstens  (»+1)6  niedriger  ist,  als  die  von  q[^^. 
Der  charakteristische  Index  in  Q\^'>  =  0  wird  daher  k,  und  es  kann  sich  aus 

(31.)       aH9<')^^-.+  ...  +  ^y) 

keine  Hauptpotenz  mit  einem  Exponenten  von  {x—a,)~\  der  ^«  ist,  er- 
geben. Da  der  charakteristische  Index  in  ^P  =  0  gleich  X  ist ,  so  muss, 
wenn  derselbe  in  F,„  =  0  kleiner  als  m  ist,  in  wenigstens  einem  Bestand- 
theile  von  P^  w,  —  c_„{x  —  a)~"  =  0  sein.  Und  da  Q[^^  keine  Hauptpotenzen 
mit  dem  Exponenten  von  {x  —  a)~^,  der  ^n  ist,  enthält,  so  müssen  diese 
Hauptpotenzen  bei  Fi'^  nach  dem  bei  (30.)  angegebenen  Satze  aus  den  Be- 
standtheilen  von  P^J^  sich  ergeben.     Indem  man  nun  das  in  b.)  angegebene 

allgemeine  Verfahren   zur  Herleitung   der  w   von   der  Form  2:  c_^{x  —  a)~'' 

1 

und  der  Eigenschaft,  dass  in  e~"' F,„{e"'y,  x)  =  0  der  charakteristische  Index 
kleiner  als  m  wird,  anwendet,  ergiebt  sich,  wenn  in  (16.)  Qx[s,x)  keine 
Hauptpotenz  enthält,  dass  dieses  Verfahren  gerade  successive  die  einnelnen 
Summanden  der  in  den  Bestandtheilen  von  P^  (y,  x)  vorkommenden  Grössen  ii\ 
liefert. 

Wenn  eine  Coefficientengleichung  mehrfache  Wurzeln  enthält,  so  kann 
man  nach  bekannten  Regeln  der  Algebra  aus  dem  Gleichungspolynom  die- 
jenigen Polynome  herleiten,  von  denen  jedes  unter  einander  verschiedene 
lineare  Factoren  enthält,  und  von  denen  das  einzelne  Polynom  die  linearen 
Factoren,  die  in  dem  ursprünglichen  Gleichungspolynom  gleich  vielfacli 
vorkommen,  umfasst.     Kommt  nun  bei  denjenigen  Grössen  ir,  in  P,  die  von 

einander  verschieden  sind,  in  den  —r-^  ein  Werth  des  Exponenten  « +  1  der 
höchsten  Potenzen  nur  in  einem  —r-^  vor,   so  enthält   die  Coefficientenglei- 
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cliung  von  F„,  die  zu  diesem  Exponenten  gehört,  nur  gleiche  Wurzeln. 
Zur  Bestimmung  des  Werthes  derselben  ist  also  eine  Gleichung  ersten  Grades 
aufzustellen.     Kommt   derselbe   Exponent  w  + 1    der   höchsten   Potenzen  in 

zwei  — ^  vor,    so    erhält  man   zur  Bestimmung  der  Coefficienten  o  dieser 

Hauptpotenzen  höchstens  eine  Gleichung  zweiten  Grades,  u.  s.  w.  Wenn 
ferner  bei  einem  Werthe  des  Exponenten  «+  1  einer  oder  mehrerer  höchster 

Potenzen  in   den  — r^  ein  Wertli  des  Coefficienten  a  =  —n  c_„  nur  in  einem 

dx 

—r-^  vorkommt,  wo  w^  durch  w[  bezeichnet  sei,  und  man  nun 

e-'-'''-'-"'~"F.„ie -"''-''"' y,  x)  =  FiPy,  x) 
bildet,  so  kommt  in 

eine  Hauptpotenz  mit  einem  Exponenten,  der  <^  n  ist,  höchstens  aus 

--r-^4-wc_„  (a;  — a)~'^"+'^   vor,   die   Coefficientcngleichung   von   FlP   zu   dieser 

Hauptpotenz  enthält  gleiche  Wurzeln;  ebenso  ist  es  bei  den  weiteren  Re- 
ductionen,  bis  der  charakteristische  Index  sich  kleiner  als  m  ergiebt.  Daher 
werden  die  Coefficienten  c_a(a  = «  — 1, ...  1)  in  w\  —  c_„{x  —  a)''"  durch 
Gleichungen  ersten  Grades  bestimmt,  oder  es  werden  einzelne  gleich  Null. 
Kommt  bei  einem  und  demselben  Werthe  des  Exponenten  k+I  mehrerer 

höchsten  Potenzen  ein  Werth   der  Coefficienten  a  dieser  Potenzen  in      .  ' 

dx 

und  -~~  vor,    so  werden  aus  den  Bestandtheileu   von  P^P,   welche  w[  und 

«£>('  enthalten,  successive  die  übrigen  Coefficienten  in  w[  uiul  w'^  ermittelt. 
Die  folgenden  Coefficienten  in  w[  und  w'^  werden,  solange  sie  gleich  sind, 
durch  Gleichungen  ersten  Grades,  die  ersten  von  einander  verschiedenen  durch 
zwei  Gleichungen  ersten  Grades  oder  eine  Gleichung  zweiten  Grades,  die  hier- 
auf folgenden  wieder  durch  Gleichungen  ersten  Grades  bestimmt,  oder  einzelne 
Coefficienten  werden  gleich  Null.  Entsprechend  ist  es  in  anderen  Fällen. 
Man  ersieht  aus  dem  Vorstehenden,  dass  die  Aufsuchung  der  Grössen  w  von  der 

Form  ^ c_a{x  —  a)~'',  so  dass  in  e~"' F,„ {e'° y ,  x)  =  0  der  charakteristische  Index 

kleiner  als  m  wird,  meistens  auf  keine  algebraischen  Schwierigkeiten  führt. 
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Es  wird  uun  das  allgemeine  Verfahren  entwickelt,  aus  einer  homogenen 
linearen  Differentialgleichung-  m'«""  Ordnung  F,„[y,  x)  =  0  mit  rationalen 
Coefficienten  den  Difterentialausdruck  möglichst  hoher  Ordnung  herzuleiten, 
der  durch  ein  System  normaler  Differentialausdrücke  darstellbar  ist,  und 
gleich  Null  gesetzt  eine  Differentialgleichung  liefert,  deren  Integrale  in 
F,„  =  0  enthalten  sind. 

a.)    Der  Difterentialausdruck  F„.  {y,  x)  sei  durch  das  System 
(1.)       F„_,iy,x)  =  s,  f,{s,x^ 
dargestellt,   wo  F„_i.  ein  homogener  linearer  Difterentialausdruck  {m  —  kj^^^, 
^  ein  solcher  A'^r  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  und  dem  Coefficienten 
der  höchsten  Ableitung  gleich  1  ist,    so   folgt   daraus,   dass  e~"' F^{e'°y,x) 
gleich  ist: 

(2.)       e~'"F„,_i.  {e"'y,  x)  =  s',  e'"  f,  (e""«',  as), 

wo  w  gleich  Null  oder  von  der  Form  ^c_^{x  —  a)~''   sei.     Die    Wm'zeln 

1 

der  Exponentengleichung  bei  x  =  a  von  e'"'F^_^[e"'y,x)  =  0  in  der  Anzahl 
^0,  und  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von  e"' fi,{e'°s,x)  =^0  in 
der  Anzahl  ^  0,  nachdem  zu  letzteren  eine  ganze  Zahl,  die  grösste  der  zu 
den  Coefficienten  von  e'"  F„,_^{e"'y,  x)  =  0  gehörenden  Zahlen,  addiit  ist,  sind 
zusammen  die  Wui'zeln  der  Expouentengleichung  von  e~"'F„,  (e'"^,  a;)  =  0  bei 
x^a.  (Abh.  Bd.  76  No.  3  p.  284:  Abh.  Bd.  83  No.  7  I;  vgl.  die  vorliegende 
Abh.   No.  9  III  a.).     Bei  a;  =  :>c   sei   w   gleich  Null    oder   von    der  Form 

^  c^x".     Wird  X  —  t~^  gesetzt  und 

F^{y,x)  =  i-trF:{y,t),     F,„  ,[y,x)  =  {-ty'-'F„,_,{y,  t), 

f,iy,x)  =  {-efniy,t) 
und 

r''-''n{t'""-'"y,t)  =  n{y,t), 

so  erhält  man  F„  {y,  t)  ausgedrückt  durch  das  System 

(3.)       F:_,iy,t)==s,    /!.'(«,  0; 
daher,  wenn  w{t~'^)  =  w'  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sicli 

(4.)       e-'"F„{e'^y,x)  =  i-rre-  Kie'^'y,  l^ 
und  für  e""'  Fi  (e""'  y,  t)  das  System 

(5.)       e-"' F;„_,(e"''  y,  t)  =  s',     e'"' f,  (e""  s',  /). 
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Die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von  e""'/*"  [e"''s,  t)  —  0  bei  /  ==  0  sind 
die  der  Exponentengleichung-  von  e~"'fl(e"''s,t)  —  0,  nachdem  zu  letzteren 
eine  ganze  Zahl  —2(m  —  k)  addirt  ist.  Daher  sind  die  Wurzeln  der  Expo- 
nentengleichung von  e^'"' F'^^^ie'"' y,t)  =  0  bei  f  =  0  und  die  Wurzeln  der 
Exponentengleichung  von  e~"' fl(e'°' s,  t)  =  0,  nachdem  zu  letzteren  eine  ganze 
Zahl  addirt  ist,  zusammen  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von 
e--F:„{e"''y,t)  =  0  bei  /  =  0. 

Wenn  also  der  Di/ferentialausdruck  F„,  [y,  x)  durch  ein  System  von 
homogenen  linearen  Differentialausdrücken  mit  rationalen  Coefßcienten  und 
dem  Coefßcienten   der   höchsten  Ableitung  gleich  1  dargestellt  ist,   so  sind  die 

Grössen  w,  tcelche  von  der  Form  JE e_^{x  —  a)""   oder  gleich   Null  bei   einem 

I 

beliebigen  Punkte  x  —  a  und  der  Form  ^  c^x'  oder  gleich  Null  bei  x  =  no  sind 

und  welche  bewirken,  dass  bei  uienigstens  einem  der  Bestandtheile  f(y,  x)  des 

Syslemes  die  Differentialgleichung  e~" f{e"'y,  x  =  0  den  charakteristischen  Index 

bei  diesem  Punkte  kleiner  als  die  Ordnung  hat  (bei  x  —  oo    nach  Substitution 

von  X  —  <"'  bei  t  —  Q)  diejenigen,  die  dasselbe  in  Bezug  auf  e~"'F„{e"y,  aJ)  =  0 

bei  diesem  Punkte  bewirken,  und  die  Wurzeln  sämmflicher  Exponentengleichungen 

bei    demselben    Punkte,    die    bei    einer    Grösse    w    zu    allen    Bestandtheilen 

e''" f{e"'y,  x)  gehören,   lassen  sich    mit  den   Wurzeln   der  Exponentengleichung 

von  e~'"  F,„  [e" y,  x)  —  Q  so  paaren,  dass  die  in  einem  Paare  stehenden  sich  um 

eine  ganze  Zahl  unterscheiden. 

Wenn  W  eine  rationale  Function  und  ^^[y,  x)  ein  homogener  linearer 
Ditferentialausdruck  mit  rationalen  Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der 
höchsten  Ableitung  gleich  1  ist,  so  sind  bei  einem  beliebigen  Punkte  der 
charakteristische  Index  und  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  in 
e""  '/'■(e"^,  o;)  =  0  und  in  e^"'W[e"'y,x)  =  0  übereinstimmend,  und  ist  der 
Punkt  in  der  einen  Differentialgleichung  nichtsiugulär,  so  auch  in  der 
anderen,  wenn  w  der  Theil  der  in  Partialbrüche  zerlegten  rationalen  Function 
W  ist,  dessen  Glieder  in  diesem  Punkte  unendlich  werden,  und  w  gleich 
Null  ist,  wenn  W  in  diesem  Punkte  nicht  unendlich  wird  (bei  x—oc  tritt 
X  = /~\  t  —  O  einj.  Denn  e"'"'"  bleibt  in  diesem  Punkte  einwerthig  und 
stetig  und  von  Null  verschieden. 

b.)  Jeder  homogene  lineare  Differentialausdruck  m^^^  Ordnung  F,„  (y,  x) 
mit  rationalen  Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung 
gleich  1  hat  die  Darstellung  durch  das  System 
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^(6.)  »PAy,  x)  =  s,  F^_As,  x), 
wo  *^v  ein  homogener  linearer  Differentialausdruck  N^^^  Ordnung  ist,  A'^  ent- 
weder gleich  Null,  oder  wenn  iV>0  ist,  so  soll  <t>y  durch  ein  System 
normaler  Differentialausdrücke  sich  darstellen  lassen;  F,„_y  ist  ein  homogener 
linearer  Differentialausdruek  {m  —  A')*^"""  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten 
und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  und  m  —  N  ent- 
weder gleich  Null,  oder  wenn  m—N^O  ist,  so  soll  F,„  v  so  beschaffen  sein, 
dass  F,„_x{s,  x)  —  0  nicht  mehr  die  Integrale  einer  Differentialgleichung  ent- 
hält, in  welcher  ein  normaler  Differentialausdruek  gleich  Null  gesetzt  ist. 
Es  giebt  nur  einen  Differentialausdruek  *^v  {y,  x)  dieser  Art  ( Abh.  Bd.  83 
No.  4)  und  daher  auch  nur  einen  Differentialausdruek  F,„_  v  {y,  x)  (1.  c.  No.  2  11). 
^  V  kann  nun  unter  folgender  Form  dargeslcUt  werden.  In  F,„  {y,  x)  =  0 
seien  die  Integrale  einer  oder  mehrerer  Differentialgleichungen  enthalten, 
in  denen  normale  Differentialausdrücke  mit  demselben  determinirenden  Factor 
gleich  Null  gesetzt  sind.  Werden  die  linearunabhängigen  Integrale  je 
zweier  dieser  Differentialgleichungen  in  einer  Differentialgleichung  vereinigt, 
so  ist  in  dieser  ein  normaler  Differentialausdruek  mit  demselben  deter- 
minirenden Factor  gleich  Null  gesetzt.  Es  giebt  demnach  nur  eine  Diffe- 
rentialgleichung von  höchster  Ordnung,  in  der  ein  normaler  Ausdruck  mit 
jenem  determinirenden  Factor  gleich  Null  gesetzt  ist,  deren  Integrale 
F,„  {y,  ce)  =  0  erfüllen,  und  diese  muss  die  Integrale  aller  anderen  Differential- 
gleichungen derselben  Art  von  niedrigeren  Ordnungen  enthalten.  Alle  solche 
Differentialgleichungen  mit  verschiedenen  determinirenden  Factoren  und  jede 
von  höchster  Ordnung  im  Vergleich  mit  solchen,  die  denselben  determiniren- 
den Factor  enthalten,  seien  aus  F„,  =^  0  herausgenommen;  die  Integrale  der- 
selben sind  linearunabhängig  (Abh.  Bd.  83  No.  3  III  oder  No.  7  IV  c). 
Diese  Integrale  seien  in  enier  Differentialgleichung  F(g  (ly,  x)  =  0  vereinigt: 
der  Differentialausdruek  F^i)  {y,  x)  nimmt  die  Form  eines  Systemes  von 
Differentialausdrücken  an,  von  dem  jeder  Bestandtheil  ein  System  normaler 
Ausdrücke  bildet,  welches  ähnlich  ist  dem  Systeme  in  je  einer  jener  Differen- 
tialgleichungen. (Abh.  Bd.  83  No.  7  IV  a.),  vgl.  die  vorliegende  Abh. 
No.  6  II  a.)).    Alsdann  wird  F,„  [y,  x)  auf  die  Form 

(7.)       F(,^{y,x)  =  y,,     F„Ayx.x) 
gebracht.     Nun   wird   F,„.{y,  x)  in  derselben   Weise   zerlegt   und   unter   der 

Form  dargestellt 

(8.)        F(,)(y,a:)=:y,,     F,„..(y,,x\ 
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WO  (1er  homogene  lineare  Differentialausdruck  F^^^iy,  x)  mit  rationalen 
Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  dadurch 
definirt  ist ,  dass  F(o)  {y,  x)  —  0  die  Integrale  aller  Diiferentialgleichungeu 
vereinigt  enthält,  in  denen  normale  Ausdrücke  mit  verschiedenen  determi- 
nireuden  Factoren  gleich  Null  gesetzt  sind,  und  von  denen  jede  die  der 
höchsten  Ordnung  von  denjenigen  ist,  die  normale  Ausdrücke  mit  demselben 
determiuirenden  Factor  enthalten  und  deren  Integrale  F„,  (y,  x)  =  0  erfüllen. 
Indem  diese  Zerlegung  auf  F,„„  (y,  x)  angewandt  wird,  ergiebt  sich  ein  ent- 
sprechender Differentialausdruck  F(3)  (^,  a;),  und  indem  dieses  Verfahren  fort- 
gesetzt wird,  erhält  man  schliesslich  für  den  Differentialausdruck  F„,  {y,  x) 
die  Darstellung 

(9.)  F(,)(j^,  x)  =  y,,  F,„(«/,,  x)  =  y,,  ...  F„)f«/„_,,  o:)  =  s,  F,„_^y(s,  x)  =  FJy,  x), 
wo  die  Differentialausdrücke  Ff,,,  F,,,  bis  F^,)  in  der  vorhin  angegebenen  Weise 
entstehen,  das  System  derselben  einen  Ausdruck  iV'«'' Ordnung  bildet,  in  welchem 
iV  auch  Null  sein  kann,  wobei  sich  das  System  auf  ^  reducirt,  F„,_.v(*,  x)  der 
homogene  lineare  Differentialausdruck  (m  — iV]'«""  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  aus 
(6.)  ist,  in  welchem  m  —  N  auch  Null  sein  kann,  wo  sich  dieser  Ausdruck  auf 
s  reducirt.  Aus  der  Entstehung  der  Differentialausdrücke  F(,j,  F(o),  etc. 
ergiebt  sich,  dass  F„{y,  x)  die  Form  (9.)  nur  auf  eine  Weise  annehmen  kann. 
Die  Form  (9.)  werde  daher  die  canonische  Form  des  Diß'erentialausdnickes 
F„,(y,x)  genannt.  Die  in  Abh.  Bd.  83  No.  10  und  11  und  nur  dort  ge- 
brauchte und  in  anderem  Sinne  genommene  Benennung  von  Darstellungen 
von  *.v  iy,  x)  als  canonischen  wird  demnach  hier  nicht  M'eiter  angewandt. 
Wenn  in  der  Form  (9.)  /«  — iV  =  0  ist,  so  möge  die  canonische  Form  eine 
normale,  und  wenn  m  — iV>0  ist,  eine  nichtnormale  heissen.  Die  Diffe- 
rentialausdrücke F(,j,  F(2)  bis  F„_,v  werden  der  erste,  zweite  bis  letzte 
canonische  Restandtheil  von  F„,{y,x),  die  Differentialausdriicke  F^,,  bis  F(,,) 
die  normalen  canonischen  Bestandlheile,  der  Differentialausdruck  F„_.v  der 
nichlnormale  canonische  Bestandtheil  genannt. 

c.)  Es  soll  jetzt  das  Verfahren  dargestellt  werden,  die  canonischen 
Bestandtheile  von  F,„{y,x)  successive  dadurch  herzuleiten,  dass  die  normalen 
Differentialausdrücke  ermittelt  werden,  die  gleich  Null  gesetzt  Differential- 
gleichungen liefern,  deren  Integrale  in  der  Differentialgleichung  vereinigt 
sind,  die  aus  je  einem  gleich  Null  gesetzten  normalen  canouischen  Bestand- 
theile hervorgeht. 
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Zuerst  werden  die  singuläreu  Punkte  von  F,„  =  0  festgestellt.  Der 
gemeiuscliaftliche  Factor  in  Zähler  und  Nenner  bei  jedem  rationalen  Coeffi- 
cienten  in  FJy,x)  sei  weg-gehoben.  Dann  werden  nach  bekannten  Regeln 
der  Algebra  aus  dem  Polynom  des  Nenners  diejenigen  Polynome  herge- 
leitet, von  denen  jedes  unter  einander  verschiedene  lineare  Factoren  entliält, 
und  von  denen  das  einzelne  Polynom  die  linearen  Factoren,  die  in  dem 
Nenner  gleich  vielfach  vorkommen,  umfasst.  Aus  diesen  bei  den  verschie- 
denen Coefficienten  von  F„,  =  0  erhaltenen  Polynomen  werden  alle  dieje- 
nigen, welche  die  unter  einander  verschiedenen  linearen  Factoren  enthalten, 
hergeleitet.  Dieselben,  gleich  Null  gesetzt,  liefern  die  Gleichungen,  deren 
Wurzeln  die  singulären  Punkte  im  Endlichen  bestimmen.  Bei  a;  =  -»  ist 
x  =  t~^  zu  setzen  und  zu  sehen,  ob  /  =  0  singulärer  Punkt  ist. 

Alsdann  werden  bei  jedem  singulären  Punkte  x  =  a  von  F,„  {y,  x)  —  0 

die  Grössen  w  gleich  Null  oder  von  der  Form  ^c_Jx  —  a)~''.  letztere  Grossen 
mittels  des  in  No.  7  III  h.)  gegebenen  Verfahrens  ermittelt,  die  so  beschaffen 
sind,  dass  in  e'"-'F„(e'°y,x)  =  0  der  charakteristische  Index  bei  diesem  Punkte 
kleiner  als  m  ist,  und  es  werden  bei  jeder  Grösse  w  die  Wurzeln  der  Expo- 
nentengleichung von  e~"'F„,(e"'y,  x)  =  0  bei  demselben  Punkte  aufgestellt. 
Bei  dem  Punkte  x  =  oo,   tvenn   derselbe  in  F,„  =  0   singulär  ist,    werden   die 

Grössen  w  gleich  Null  oder  von  der  Form  ^  c^x"  ermittelt,  so  beschaffen, 

1 

dass  in  e~"'  F,„{e"'y,x)  =  0  für  a;  = /"'  bei  t  =  0  der  charakteristische  Index 
kleiner  als  m  wird,  und  es  werden  bei  jedem  w  die  Wurzeln  der  Expo- 
nentengleichung dieser  Differentialgleichung  bei  t  —  0  aufgestellt.  Diese 
Grössen  e"  werden  die  fundamentalen  determinirenden  Factoren  bei  den  sin- 
gulären Punkten  von  F„  —  0  genannt.  Die  zu  e~'"  F^{e"'y,  x)  =  0  gehörende 
Exponentengleichung  werde  die  zu  dem  fundamentalen  determinirenden 
Factor  gehörende  fundamentale  Exponentengleichung  genannt.  Die  Anz-ahl 
der  Wurzeln  sämmtlicher  fundamentalen  Exponentengleichungen  bei  demselben 
singulären  Punkte  ist  <^  m  (No.  7  III  b.)).  Die  Grössen  tc  in  den  funda- 
mentalen determinirenden  Factoren  werden  nach  No.  7  III  b.)  auf  alge- 
braische Weise  aus  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  hergeleitet. 
Die  Coefficienten  in  den  fundamentalen  Exjtonentengleicliungen  hängen 
daher  auch  algebraisch  mit  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  zusammen. 
Ist  F,„_^{y,x)  ein  homogener  linearer  I)ifferentialausdruck  (w  — A-'"''" 
Ordnung:   mit  rationalen  Coefficienten   und   dem  Coefficienten    der   höchsten 


174  Tliome,  zur  Theorie  der  iineareii  Di/fereiitialf/leichiingeii. 

Ableitung  gleich  1  so  beschaflfen,  dass  die  Integrale  von  F„,_<  =  0  in  F„,  =  0 
enthalten  sind,  so  hat  F,„  {y,  x)  die  Darstellung 

(10.)       F,„_,(«/,  x]  =  s,     f,{s,  x), 

wo  /i-  {s,  x)  ein  homogener  linearer  Diiferentialausdruck  ^'*''  Ordnung  mit 
rationalen  Coefficienten  und  dem  Cloefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich 
1  ist.     (Vgl.  Abh.  M.  83  No.  2  II}. 

Der  Differentialausdruck  F,^_^[y,x)  in  (10.)  sei  nun  ein  normaler 
gleich  e"'F,„_^(e~"'y,  a;),  e^^  der  determinirende  Factor,  F,„_^{y,  x)  der  reguläre 
Differentialausdruck  in  dem  normalen.  W  sei  in  Partialbrüche  zerlegt;  der 
Theil  von  W,  dessen  Grlieder  in  einem  Punkte  unendlich  werden,  sei  bei 
einem  beliebigen  Punkte  durch  w  bezeichnet,  wo  «5  =  0  ist,  wenn  T^^  in 
diesem  Punkte  nicht  unendlich  wird,  und  es  werde  e'°  gebildet.  Nach  a.) 
ergiebt  sich,  dass  die  Grösse  e'"  bei  einem  nichfsingtilären  Punkte  von  F„.  =  0 
gleich  Eins  ist,  und  dass  die  Grösse  e"  bei  einem  singulären  Punkte  von  F,„  =  0 
unter  den  fundamentalen  determinirenden  Factoren  vorkommt,  und  die  Wurzeln 
der  Exponentengleichung  von  F,„_^.  =  0  bei  diesem  Punkte  sich  mit  ebenso 
vielen  Wurzeln  der  zu  e"  gehörenden  fundamentalen  Exponentengleichung  so 
paaren  lassen,  dass  die  in  einem  Paare  stehenden  sich  um  eine  ganze  Zahl 
unterscheiden. 

Um  nun  einen  solchen  normalen  Ausdruck  F,„_j.  (y,  x)  aufzusuchen, 
wird  aus  den  fundamentalen  determinirenden  Factoren  einer  bei  jedem  sin- 
gulären Punkte  von  F,„  =  0  herausgenommen,  aus  diesen  wird  das  Product 
e"   gebildet.     Dann  wird  e~"'F,„[e"'y,  x)  aufgestellt. 

Es  ist  jetzt  zuzusehen,  ob  in  e~"'F,„  (e"'^,  x)  =  0  die  Integrale  einer 
Differentialgleichung  F,„^i.(«/,a7)  —  0  enthalten  sind,  wo  F,„^^{y,x)  ein  regulärer 
Difterentialausdruck  (wi  —  Ä)*«'' Ordnung  ist.  Dieses  geschieht  nach  dem  in 
Abh.  Bd.  83  No.  5  gegebenen  ^'^erfahren  mit  Hinzunahme  der  in  dieser  Ab- 
handlung No.  7  II  angegebenen  wesentlichen  Vereinfachung,  wonach  man, 
ohne  die  algebraische  Gleichung  <P{x)  =  0  aufzulösen,  deren  Wurzeln  die 
in  F,„_j.  =  0  etwa  neu  hinzutretenden  singulären  Punkte  im  Endlichen  liefern, 
im  Stande  ist  zu  prüfen,  ob  ein  Differentialausdruck  F„,_^{y,x)  mit  den  ver- 
langten Eigenschaften  existirt.  Wenn  bei  dem  angenommenen  Werthe  von 
W  ein  solcher  Differentialausdruck  F„,_^  existiren  soll,  so  müssen  sich  aus 
den  Wurzeln  der  Kxponentengleichungen  von  e~"  F,„(e"^^,  o;)  =  0  bei  den 
singulären    Punkten    von   F„  =  0   je   m  —  k   als   Wurzeln    der   Exponenten- 
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gleichungen  von  F,„_i,  =  0  lierausnelinien  lassen,  so  dass  mittels  aller  dieser 
Wurzeln  der  in  Abb.  Bd.  83  No.  5  (19.)  angegebene  Ausdruck  für  die  ])osi- 
tive  ganze  Zabl  r  (^0),  den  Grad  von  0(a?),  gebildet  werden  kann.  Der 
böcliste  charakteristische  Index  in  e~"^'F„,  (e"'y,  a;)  =  0  sei  H.  Dann  kann 
der  reguläre  Diiferentialausdruck  F,„_^.{y,  x)  höchstens  von  (m  —  H)^^''  Ordnung 
sein.  Es  soll  nun  bei  einem  angenommenen  Werthe  W  derjenige  reguläre 
Ausdruck  F,„_^  von  der  verlangten  Eigenschaft  genommen  werden,  welcher 
von  allen  etwa  existirenden  die  höchste  Ordnung  hat.  Es  kann  nur  einen 
solchen  geben. 

Nun  sei  ein  solcher  normaler  Differentialausdruck  *^'^(y,  x)  mit  dem 
determiuirenden  Factor  e"^'\inddem  regulären  Differentialausdruck  <t>'-^\y,x) 
gefunden,  so  dass  also  die  Integrale  von  0*^'^  =  0  in  F,„  =  0  enthalten  sind. 
Dann  werden  bei  jedem  singulären  Punkte  von  F,„  =  0,  so  viele  Wurzeln  der 
fundamentalen  Exponentengleichtmg ,  die  zu  dem  fundamentalen  determinirenden 
Factor  in  e"  gehört,  gestrichen,  als  sich  mit  den  Wurzeln  der  Exponenten- 
gleichnng  von  <P'-^^  =  0  l)ei  demselben  Punkte  paaren  lassen,  so  dass  die  in 
einem  Paare  stehenden  sich  um  eine  ganze  Zahl  unterscheiden. 

Es  ist  nun  zu  ermitteln,  ob  ein  zweiter  normaler  Dift'erentialausdruck 
0"^^^  (y,  x)  mit  einem  von  dem  vorigen  verschiedenen  determinirenden  Factor 
e"'"'  und  dem  regulären  Ausdrucke  <t>^''\y,x)  besteht,  so  beschaffen,  dass 
die  Integrale  von  0*^'^  {y,  a;)  =  0  in  F„,  =  0  enthalten  sind.  Wenn  ein  solcher 
besteht,  so  lassen  sich  die  Integrale  von  *^'^  =  0  und  *^-^  —  0  in  einer 
Differentialgleichung  vereinigen,  welche  die  Form  erhält 
(11.)  'P^'\y,x)  =  y,,  ip<-'\y,,x)  =  0, 
wo  (f ''^  {y,  x)  durch  ein  System  normaler  Ausdrücke  darstellbar  ist,  welches 
ähnlich  ist  dem  System,  das  0'-*  ausdrückt  (vgl.  b.)).  Der  Theil  der  in 
Partialbrüche  zerlegten  rationalen  Function  W^'^,  dessen  Glieder  in  einem 
Punkte  unendlich  werden,  sei  durch  w  bezeichnet,  wo  w  gleich  Null  ist. 
wenn  FF^''  in  diesem  I'unkte  nicht  unendlich  wird.  Nach  a.)  ergiebt  sich 
wenn  F,„_t  in  (10.)  dem  Systeme  in  (11.)  gleich  gesetzt  wird,  dass  die 
Grösse  e'"  in  e"^"'  bei  einem  nichtsingnlaren  Punkte  von  F,„  =  0  gleich  Eins 
ist,  und  dass  die  Grösse  e"  in  e"  '  bei  einem  singulären  Punkte  von  F„,  =  0  unter 
den  fundamentalen  determinirenden  Factoren  vorkommt  und  die  Wurz-eht  der  Ex- 
ponentengleichung von  0^"^  =  0  bei  diesem  Punkte  sich  mit  ebenso  vielen  der 
übrig  gebliebenen    Wurzeln  der   zu  e"  gehörenden   fundamentalen  Exponenten- 
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gleichung  so  paaren  lassen,  dass  die  in  einem  Paare  stehenden  sich  um  eine 
ganze  Zahl  unterscheiden. 

Dieser  zweite  normale  Differentialausdruck  **^^  wird  nun  wieder  un- 
inittelbai-  aus  der  Differentialgleichung  F,„  =  0  gesucht.  Es  wird  aus  den 
fundamentalen  determinirenden  Factoren  von  F„,  =  0,  bei  denen  Wurzeln  der 
zugehörigen  Exponentengleichung  übrig  gebliebei>  sind,  einer  bei  jedem  sin- 
gulären  Punkte  von  F,„  =  0  herausgenommen  und  zwar  so,  dass  deren  Product 
e"'^'^  von  e"'"  verschieden  ist.  Dann  ist  zuzusehen,  ob  in  e  "^"'F,„(e"*^"'«/,  x)  =  0 
die  Integrale  einer  Differentialgleichung  F,„_t  (y,  a;)  =  0  enthalten  sind,  wo 
F„,_;  ein  regulärer  Differentialausdruck  (»w  — &)'«''  Ordnung  ist.  Hier 
können  nun  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von  F,„_i  =  0  bei  einem 
singulären  Punkte  von  F„,  =  0  nur  solche  m  —  k  Wurzeln  aus  der  Expo- 
nentengleichung von  e""'^''F„(e"^^'y,  a;)  =  0  sein,  welche  sich  mit  eben- 
so vielen  der  übriggebliebenen  Wurzeln  der  fundamentalen  Exponenten- 
gleichung, die  zu  dem  fundamentalen  determinkenden  Factor  in  e"''' 
gehört,  so  paaren  lassen,  dass  die  in  einem  Paare  stehenden  sich  um 
eine  ganze  Zahl  unterscheiden.  Das  weitere  Verfahren  ist  das  oben  be- 
zeichnete. Es  ist  bei  einem  Werthe  W^-'>  derjenige  reguläre  Ausdruck 
Fm-t  von  der  verlangten  Eigenschaft  zu  nehmen,  welcher  von  allen  etwa 
existirenden  die  höchste  Ordnung  hat. 

Wenn  nun  ein  zweiter  solcher  normaler  Differentialausdruck  'P^'^\y,x) 
mit  dem  determinirenden  Factor  e"*^'^  und  dem  regulären  Differentialausdruck 
0^^^(«/,  x)  sich  gefunden  hat,  so  werden  wiederum  bei  jedem  singulären  Punkte 
von  F„,  =  0,  so  viele  der  früher  übrig  gebliebenen  Wurzeln  der  fundamentalen  Ex- 
jjonentengleichung ,  die  z-n  dem  fundamentalen  determinirenden  Factor  in  e^  ge- 
hört, gestrichen,  als  sich  mit  den  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von  0*^''  =  0 
bei  demselben  Punkte  so  paaren  lassen,  dass  die  in  einem  Paare  stehenden  sich 
um  eine  ganze  Zahl  unterscheiden.  In  derselben  Weise  kann  man  zusehen, 
ob  ein  dritter  normaler  Dift'erentialausdruck  *^^^  {y,  x)  mit  einem  determi- 
nirenden Factor,  der  von  denen  in  t?»^'^  und  *^-^  verschieden  ist,  besteht, 
so  dass  die  Integrale  von  ^^^\y,  x)  =0  in  F,„  =  0  enthalten  sind.  Betrachtet 
man  die  Differentialgleichung,  in  welcher  die  Integrale  von  <t>'-^^  =  0,  0*'^  =  0 
und  0*^'^  =  0  vereinigt  sind 

(12.)        *"H«,,x;=//,,     cf^'\,j,,x)  =  y,,     cfP\y,,x)  =  0, 
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WO  if^'^  aus  (11.)  hervorgeht,  so  crgiebt  sich,  dass  zur  Aufsuchung  von 
0'^^  nur  die  zuletzt  übrig  gebliebenen  fundamentalen  determinirenden  Fae- 
toreu  mit  den  übrig  gebliebenen  Wurzeln  der  fundamentalen  Exponenten- 
gleiehungen  in  Betracht  kommen.  0^^'  =  0  ist  dann  aus  F„  =  0  nach  dem 
früheren  Verfahren  zu  suchen,  und  wenn  ein  solcher  Ausdruck  0*^'  be- 
steht und  **^'  der  reguläre  Ausdruck  ist,  so  sind  wieder  so  viele  der  übrig 
gebliebenen  Wurzeln  der  fundamentalen  Exponentengleichungen,  die  zw  den 
fundamentalen  determinirenden  Factoren  von  F,„  =  0  in  fp^^^  gehören,  zu 
streichen,  als  sich  mit  den  Wurzeln  der  Exponeutengleichung  von  4>^^^  =  0 
paaren  lassen,  so  dass  die  in  einem  Paare  stehenden  sich  um  eine  ganze 
Zahl  unterscheiden. 

Es  seien  nun  alle  normalen  Diiferentialausdrücke  mit  verschiedenen 
determinirenden  Factoren  gefunden,  die  gleich  Null  gesetzt  Differential- 
gleichungen liefern,  deren  Integrale  in  F,„  —  0  enthalten  sind  und  von  denen 
jeder  unter  allen  solchen  mit  demselben  determinirenden  Factor  die  höchste 
Ordnung  hat.  Ist  die  Summe  ihrer  Ordnungen  gleich  m,  so  bilden  ihre 
Integrale  ein  System  linearunabhängiger  Integrale  von  F,„  =  0  (vgl.  b.)). 
Ist  diese  Summe  kleiner  als  m,  so  werden  die  Integrale  in  einer  homo- 
genen linearen  Differentialgleichung  vereinigt  (vgl.  b.))  F^i-^iy,  x)  =  0\  die- 
selbe enthält  rationale  Coefficienten,  der  Coefficieut  der  höchsten  Ableitung 
wird  gleich  1  gesetzt.     Alsdann  wird  F,„  {y,  x)  dargestellt  durch 

(13.)  F(.)(«/,  x)  =  «/,,  F,„,(y,,a;), 
wo  F,„.  ein  homogener  linearer  Ausdruck  /n'*^""  Ordnung  mit  rationalen  Coef- 
ficienten und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  ist.  Die 
fundamentalen  determinirenden  Factoren  von  F,„  =  0 ,  bei  denen  Wurzeln 
der  fundamentalen  Exponentengleichungen  übrig  geblieben  waren,  sind  nach 
a.)  und  6.)  die  fundamentalen  determinirenden  Factoren  von  F„  —  0  bei 
diesem  Punkte,  wenn  er  in  F,„.  =  0  singulär  ist,  und  die  übrig  gebliebenen 
Wurzeln  der  fundamentalen  Exponentenglelchuugeu  von  F„,  =  0  lassen  sich 
mit  den  Wurzeln  der  entsprechenden  fundamentalen  Exponentengleichungen 
von  F,„.  =  0  bei  diesem  Punkte  so  j)aaren,  dass  die  in  einem  Paare  stehenden 
sich  um  eine  ganze  Zahl  unterscheiden.  Hiernach  sind  die  Wurzeln  der 
fundamentalen  Exponentengleichungen  von  F,„,  =  0  zu  bestimmen  bei  den- 
jenigen der  genannten  Punkte,  die  in  F,„,  =  0  noch  singulär  siiul. 

Nun  können  aber  in  F„,.  =  0  neue  singulare  Punkte  auftreten.  L)a 
bei  diesen  Punkten  der  charakteristische  Index   in  F,„  =  0  gleich  Null  ist, 
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SO  inuss  er  aucb  in  F^,)  =  0  und  F„,,  =  0  gleich  Null  sein.  Die  Integrale 
von  F,„  =  0  sind  bei  einem  solchen  Punkte  einwerthig  und  stetig,  daher 
auch  die  von  F(,)  =  0.  Wenn  letztere  successive  in  ein  System  von  linear- 
unabhängigen  Integralen  von  F„,  =  0  eingeführt  werden,  so  dass  man  ein 
System  von  solchen  Integralen  erhält,  welches  die  von  F(,)  =  0  umfasst, 
und  mau  die  m'  übrigen  in  F^,)  (?/,  a?)  =  j/,  einsetzt,  so  erhält  man  für  y^  m' 
linearunabhängige,  bei  dem  betrachteten  Punkte  einwerthige  Functionen. 
Daher  sind  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von  F,„  =  0  bei  diesem 
Punkte  ganzzahlig. 

Es  sind  nun  die  im  Endlichen  liegenden  neu  hinzugetretenen  singu- 

lären  Punkte  von  F„,,  =  0  aufzusuchen.    Ein  solcher  Punkt  ist  gemäss  (13.) 

auch  in  F^i^  =  0  singulär  und   hier  ein   ausserwesentlich   singulärer  Punkt. 

Derselbe  sei  x  =  a.     F(,)  ist  von  der  Ordnung  m—tn\  der  Coefficient  von 

■  ^_,„,_^  in  F(i)  sei  9.,.     qi  hat   nun  bei  x  =  a  eine  Entwickelung  von  der 

Form \-.2  c^ix  —  a)"^  wo  a   eine  negative  ganze  Zahl   ist   (vgl.  Abh. 

Bd.  81  No.  1).  Wenn  man  daher,  nachdem  die  gemeinschaftlichen  Factoren 
in  Zähler  und  Nenner  in  «/i  weggehoben  sind,  nach  bekannten  Regeln  der 
Algebra  das  Polynom  bildet,  welches  die  von  einander  verschiedenen  linearen 
Factoren  des  Nenners  einfach  enthält,  und  wenn  das, Polynom,  welches  nur 
von  einander  verschiedene  lineare  Factoren  und  als  Constante  in  denselben 
die  Ausdrücke  der  im  Endlichen  liegenden  siuguläreu  Punkte  von  F„,  =  0  ent- 
hält, durch  (f  {x)  bezeichnet  wird,  so  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Factor 
zwischen  (p{x)  und  dem  früher  genannten  Polynom  zu  bilden  und  letzteres 
durch  denselben  zu  dividiren;  alsdann  erhält  mau  ein  Polynom  /(a;)  so  be- 
schaffen, dass  die  Gleichung  xix)  =  0  einfache  Wurzeln  enthält,  welche  die 
neu  hhizugetretenen  singulären  Punkte  von  F,„.  =  0  im  Endlichen  sind. 
Diese  Gleichung  x{x)  ist  aufzulösen.  In  Betreff  des  Gleichungspolynoms 
xix)  ergiebt  sich  aber  Folgendes.  Bei  dem  nichtsingulärcn  Punkte  x  =  a 
von  F„  —  0  sind  die  Wurzeln  der  Exponenteugleichung  von  F„,  =  0  0,  1  bis 
m  —  1.  Da  dieser  Punkt  in  F;,)  =  0  ausserwesentlich  singulär  ist  und  F(,) 
von  der  Ordnung  m  —  m' ,  so  enthält  die  Exponentengleichung  von  F^i,  —  0 
bei  diesem  Punkte  m—m'  verschiedene  Wurzeln  aus  der  Reihe  0,  1  bis  m—1, 
die  nicht  mit  0,  1  bis  m  —  m'—l  zusammenfallen  (vgl.  Abh.  Bd.  81  No.  1).  Die 
Exponentengleichung  von  F„.,  =  0  enthält  die  übrigen  m',  zu  denen  —{m  —  m') 
addii't  ist  (vgl.  a.) ;   der  Coefficient  von     .  ,„,_^   in  F„,  =  0  sei  durch  g^  be- 
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zeichnet.     Nun  ist  die  Ex^joueutengleiclmno-  von  F^,  =  0 

'  •••  +  (9„,_„.(a;-or"-"''U  =  0. 

Die  Exponentengleichuug  von  F„.  =  0  ist 

\rir-l)...{r-m'  +  l)  +  {g^{x-a)%^„r  (r-Vj  ...{r  -m'  +  2)  +  --- 


+  {g.„.{x-ay-)^„  =  0. 
Es  ergiebt  sich   hieraus,   wenn  unter  den  Wurzeln   von  Gl.  (14.)  0,  1.../, 
aber  nicht  /+1  ist,  wo  l  <Cm  —  m'  —  1,  so  ist 

,^g  s      j     (?".-.'  ix-ay"-'\^„  =  0,     (^_,„._,  (x  -  «)"-"■-')_„  =  0,     ... 
l(y,„_„._,(x-a)"'-""-').=„=  0,     {q„_^._,_,ix-ar-"'-'-'U.  ^  0. 

Und  wenn  unter  den  Wurzeln  der  Gl.  (15.)  m  —  m'  —  {m  —  m')  =  0.  1...1'. 
aber  nicht  /'  +  1  ist,  wo  l'  <1  m'  —  1,  so  ist 

j       (^„.(x-a)"'V.,  =  0.     (^„,._i(a;-a;"''-%=„  =  0,     ... 

In  jedem  Coefficienten  q^[a  =  2...m  —  m')  und  g^  a  =  2...m')  seien  die  gemein- 
schaftlichen Factoren  von  Zähler  und  Nenner  weggehoben;  das  Polvnom 
des  Neuners  bei  q,  oder  g,  enthält  dann  den  Factor  [x—aY,  wo  b  eine  der 
Zahlen  0.  1  bis  s  sein  kann.  Aus  den  Relationen  (16.),  (17.)  ergiebt  sich  nun, 
dass  die  verschiedenen  linearen  Factoren  x  —  a,  die  sich  auf  die  verschiedenen 
neu  hinzugetretenen  singulären  Punkte  beziehen,  allgemein  genommen  bei 
einigen  Coefficienten  q  oder  g  theilweise  mit  verschiedenen  Exponenten  f 
in  dem  Nenner  eines  solchen  Coefficienten  vorkommen  werden.  Aus  dem 
Polynom  iVdes  Nenners  jedes  Coefficienten  q^  (a  =  2...m  —  m'),  g^  (n  =  2...«»') 
werden  daher  nach  bekannten  Regeln  der  Algebra  die  Polynome  hergeleitet, 
von  denen  jedes  nur  unter  einander  verschiedene  lineare  Factoren  umfasst, 
welche  Polynome,  gleich  Null  gesetzt,  Gleichungen  liefern,  von  denen  die 
einzelne  die  Wurzeln  von  A'=0.  die  gleich  vielfach  vorkommen,  enthält. 
Diese  Polynome  sind  durch  den  grössten  gemeinschaftlichen  Factor,  den 
jedes  mit  dem  oben  bezeichneten  Polynom  (f{x)  hat,  zu  theilen:  dann  ent- 
halten die  Quotienten  als  lineare  Factoren  nur  solche  von  /(.t\  und  es 
werden  sich  unter  denselben  allgemein  genommen  Polynome,  tcelche  Tliciler 
von  x{x)  sind,  finden.  Nun  werden  die  unter  einander  verschiedenen  Theiler 
genommen  und  /{x)  successive  in  Factoren  zerlegt,  indem  zwischen  den  ein- 
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zelneii  bereits  gefuiuleuen  Factoren,  deren  Product  /  (a;)  ist,  und  einem  neuen 
Theiler  von  xi^)  ^^^'  g'i'össte  g-emeinsehaftliclie  Factor  gesucht  wird.  Als- 
dann sind  noch  die  zuletzt  übrig  bleibenden  Factoren  gleich  Null  zu  setzen, 
und  die  erhaltenen  Gleichungen  aufzulösen. 

Ist  nur  ein  fundamentaler  determinirender  Factor  e'"  bei  jedem  sin- 
gulären  Punkte  von  F,„  —  0  iiln-ig  geblieben ,  und  ist  die  Anzahl  der  übrig 
gebliebenen  Wurzeln  der  zugehörigen  fundamentalen  Exponentengleichung 
gleich  m ,  so  ist  in  e~"'  F,„.{e"'y,  x)  =  0  der  charakteristische  Index  bei  diesem 
Punkte  gleich  Null,  F,„.{y,x)  -ist  ein  normaler  Differentialausdruck,  bei 
welchem  der  determinirende  Factor  aus  dem  Product  der  übrig  gebliebenen 
fundamentalen  determinirenden  Factoren  von  F„  =  0  besteht,  und  man  braucht 
daher  in  diesem  Falle  die  neu  hinzugetretenen  singulären  Punkte  von  F,„,  ==  0 
nicht  aufzusuchen. 

Nachdem  nun  die  singulären  Punkte  von  F„,  =  0  bekannt  sind  und 
bei  jedem  singulären  Punkte  die  fundamentalen  determinirenden  Factoren 
lind  die  Wurzeln  der  fundamentalen  Exponentengleichungen  dieser  Diffe- 
rentialgleichung aufgestellt  sind ,  wird  auf  F,„,  =  0  dasselbe  Verfahren  an- 
gewandt, welches  früher  auf  F,„  =  0  angewandt  worden  ist.  Dieses  Ver- 
fahren ist  fortzusetzen,  so  lange  Wurzeln  der  fundamentalen  Exponenten- 
gleichungen von  F,„  =  0  bei  allen  singulären  Punkten  noch  übrig  sind, 
bis  man  entweder  auf  einen  Differentialausdruck  stösst,  der  gleich  Null  ge- 
setzt eine  Differentialgleichung  ergiebt,  die  nicht  mehr  die  Integrale  einer 
Differentialgleichung  mit  normalem  Diflferentialausdruck  enthält;  dieser  ist 
dann  der  nichtnormale  canonische  Bestandtheil  von  F„,{ij,x},  als  solcher 
kann  sich  auch  F,„(y,x)  selbst  ergeben;  oder  bis  man  F,„{y,x}  vollständig 
in  normale  canonische  Bestandtheile  aufgelöst  hat. 

Bei  Anwendung  des  Verfahrens  von  No.  7  II  ist  zu  beachten,  wenn 
F,„  =  0  einen  solchen  im  Endlichen  oder  Unendlichen  liegenden  singulären 
Punkt  hat,  dass  die  Wurzeln  jeder  fnndamentalen  Exponentengleichung  bei 
diesem  Punkte  (diese  Gleichung  für  sich  betrachtet)  zu  je  zweien  sich 
nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  so  kann  man,  um  die  normalen 
Bestandtheile  von  F,„  in  beliebiger  Reihenfolge  aufzusuchen,  alle  for- 
mellen Entwickelungen  der  Integrale,  die  bei  dem  Verfahren  von  No.  7  II 
erforderlich  sind,  bei  diesem  Punkte  vornehmen,  und  man  weiss  von  vorn 
herein,  dass  man  auf  keine  unbestimmten  Constauten  innerhalb  der  Ent- 
wickelungen stösst. 
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9. 

Nachdem  in  den  beiden  letzten  Xummeiii  das  allgemeine  Veifaliren 
angegeben  ist,  einen  homogenen  linearen  Ditt'erentialausdriick  F,„  mit  ra- 
tionalen Coefficieuteu  durch  ein  System  solcher  Ausdrücke  darzustellen,  an 
dessen  Spitze  das  System  möglichst  hoher  Ordnung  von  normalen  Aus- 
drücken steht,  werden  nunmehr  die  Resultate  der  vorhergehenden  Nummern 
zur  Untersuchung  der  Integrale  von  F,„  =  0  angewandt. 

Der  homogene  lineare  Difterentialausdruck  »«*er  Ordnung  F„{y,x) 
mit  rationalen  Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung- 
gleich  1  sei  nach  dem  in  No.  8  c.)  angegebenen  Verfahren  auf  die  cano- 
nische Form  (No.  8  b.)  gebracht.  Dann  sind  nach  diesem  Verfahren  gleich- 
zeitig die  Differentialgleichungen  mit  normalen  Differentialansdrücken  er- 
mittelt, deren  Integrale  in  einer  Differentialgleichung  vereinigt  sind,  die 
zum  Differentialausdruck  je  einen  der  normalen  canonischen  Bestandtheile 
von  F^{y,x)  hat.  Wird  ein  System  linearunabhängiger  Integrale  einer 
homogenen  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  durch 
die  Integrale  mehrerer  homogener  linearer  Differentialgleichungen  mit  ra- 
tionalen Coefficienten,  deren  Integrale  unter  einander  linearunabhängig  sein 
sollen,  dargestellt,  so  werde  von  letzteren  Differentialgleichungen  gesagt, 
dass  sie  ein  System  von  UnlerdifferentialgleichungeH  der  ursprünglichen  Diffe- 
rentialgleichung bilden.  Ein  System  von  Uuterdift'erentialgleichungen,  in 
welchem  die  Differentialgleichungen  normale  Difierentiahiusdrückc  mit  von 
einander  verschiedenen  determinirenden  Factoren  enthalten,  kann  nur  auf 
eine  Weise  bestehen,  weil  sonst  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  mehr 
linearunabliängige  Integrale  enthielte,  als  ihre  Ordnung  beträgt,  da  die 
Integrale  von  Differentialgleichungen  mit  normalen  Ditt'erentialausdrücken 
und  von  einander  verschiedenen  determinirenden  Factoren  unter  einander 
linearunabhängig  sind  (vgl.  No.  8  6.)).  Besteht  ein  System  von  Unter- 
differentialgleichungen dieser  Art,  so  mögen  die  Unterditterentialgleichungen 
dieses  Systems  Havpltinlerdi/fereHliaffjleiclmngen  der  ursprünglichen  Difi'e- 
rentialgleichung  heissen.  p]s  sind  also  nach  No.  8  c.)  die  Ilauptunterdiffe- 
rentialgleichungen  jeder  Differentialgleichung  bekannt,  in  welcher  ein  nor- 
maler canonischer  ßcstandthcil  von  F,„{y,x)  gleich  Null  gesetzt  ist. 

I.  Die  canonische  Form  von  F,„(y,  x)  bestehe  in  einem  normalen  ca- 
nonischen Bestandtheile.     Die  Differentialgleichung  F,„  {y,  x)  =  0  besitzt  dann 
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ein  System  vou  Hauptunterdifferentialgleicliungeii,  die  ermittelt  sind.  Das 
Integral  einer  der  letzteren  Differentialg-leichungen  besteht  aus  dem  deter- 
minirenden  Factor  e",  der  bekannt  ist,  multiplicirt  mit  dem  Integrale  der  Diife- 
rentialgleicliung ,  in  welcher  der  reguläre  Differentialausdruck  aus  jener 
gleich  Null  gesetzt  ist.  Was  diese  Dift'ereutialgleichung  mit  nur  regulären 
Integralen  angeht,  so  können  in  derselben  neben  den  singulären  Punkten 
von  F,„  =  0  noch  neue  singulare  vorhanden  sein.  Es  sind  dieses  ausser- 
wesentlich  singulare  Punkte  der  Differentialgleichung.  Dieselben  brauchte 
man  bei  Herleitung  dieser  Differentialgleichung  nach  No.  8  c.)  nicht  auf- 
zusuchen, und  man  braucht  sie  auch  zu  dem  Zwecke,  die  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung zu  entwickeln  und  ihren  Verlauf  zu  verfolgen,  nicht  zu  er- 
mitteln. Die  Entwickelung  der  Integrale  dieser  Differentialgleichung  bei  den 
singulären  Punkten  von  F,„  =  0 ,  bei  diesen  sind  die  Wurzeln  der  Expo- 
nentengleichungen bereits  bekannt,  geschieht  bei  x  =  a  nach  No.  1  (7.)  (8.) 
und  (19.),  die  Constanten  in  dem  linearen  Ausdruck  der  Integrale,  der  das 
Resultat  des  Umganges  eines  Integrales  um  einen  singulären  Punkt  darstellt, 
werden  durch  No.  1  (24.)  gegeben.  Die  Darstellung  der  Functionen  /„^  {x) 
in  No.  1  (19.)  in  dem  Bezirke  des  singulären  Punktes  erfolgt  mittels  der 
in  No.  3  III  betrachteten  Differentialgleichung  T^  =  0  nach  Abh.  Bd.  87 
No.  7  IL  6.).  Die  Werthe  der  Integrale  und  des  Productes  eines  Integrales 
mit  dem  determinirenden  Factor  werden  mit  vorgeschriebener  Annäherung 
in  einem  Kreisringe  innerhalb  dieses  Bezirkes  mit  dem  singulären  Punkte 
als  Mittelpunkt  nach  No.  3  berechnet.  Entsprechend  ist  es  bei  x  =  oo  durch 
die  Substitution  x  =  t'^.  Der  Verlauf  der  Integrale  ist  nach  dem  Verfahren 
von  No.  4  zu  untersuchen.  Die  Diflferentialdeterminante  dieser  Integrale  bei 
den  singulären  Punkten  von  F,„  =  0  ergiebt  sich  aus  No.  1  (16.),  (18.).  Die 
Constanten  in  den  linearen  Relationen  zwischen  den  Integralen  bei  zwei  sin- 
gulären Punkten  waren  in  Abh.  Bd.  87  durch  analj'tische  Ausdrücke,  deren 
Convergenz  mittels  der  Fownerschen  Reihe  bewiesen  worden  ist,  gegeben 
worden  und  können  nach  No.  3  und  4  II  mit  beliebig  vorgeschriebener  An- 
näherung berechnet  werden.  Dass  man  die  zu  den  singulären  Punkten 
von  F„,  =  0  neu  hinzutretenden  singulären  Punkte  dieser  Differential- 
gleichung nicht  aufzusuchen  braucht,  kommt  daher,  dass  man  den  Ueber- 
gang  eines  Integrales  von  einem  nichtsingulären  Punkte  derselben  zu 
einem  anderen  nichtsingulären  in  einem  Kreise,  in  welchem  kein  sin- 
gulärer  Punkt  von  F„,  =  0  liegt,  nach  No.  4  III  b.)  mittels  der  Differential- 
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gleichuug  e~"'F„{e^'y,x]  =  Q  bewerkstelligt.  Um  eiu  lutegral  von  F„,  =  0 
fortzusetzen,  wird  dasselbe  bei  einem  Punkte,  bei  welchem  der  charakte- 
ristische Index  in  F„,  =  0  gleich  Null  ist,  durch  Integrale  der  Haupt- 
unterdifferentialgleichungen ausgedrückt  (No.  5  I  b.)).  Zu  den  Differential- 
gleichungen F„  =  0  dieser  Art  gehören  diejenigen,  in  denen  F,„  selbst 
ein  normaler  Differentialausdruck,  also  speciell  auch  wenn  F,„  ein  regu- 
lärer Differentialausdruck  ist.  Zu  den  Differentialgleichungen  F,„  =  0,  die 
ein  System  von  mehreren  Hauptunterdifferentialgleichungen  haben,  gehört 
die  homogene  lineare  Differentialgleichung  für  m  >  1  mit  constanten  Coef- 
ficienten,  von  denen  wenigstens  zwei  nicht  verschwinden,  wie  dieses  in 
Abh.  Bd.  83  No.  8  II  für  den  Fall,  dass  der  Coefficieut  von  y  nicht  ver- 
schwindet, erläutert  ist  und  auf  dieselbe  Weise  sich  ergiebt,  wenn  dieser 
Coefficient  verschwindet.  Sind  in  Differentialgleichung  (1.)  der  No.  1  die  Coef- 
ficienten  p  constant,  /?,„  =/>,„-i  =  •••  =/'m-i+i  =  0,  Mod/),„_,>0  (0<C/<Cffl— 1) 
und  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(1.)       o"'-'-p,a-''-'+p,n"'-'+'-...  +  (-lY-'p,„_,  =  0, 

welche  die  Coefficientengleichung  bei  07  =  ^"',  <  =  0  ist,  —a^{a  =  l...m  —  h.  so 
entspricht    einer    einfachen    Wurzel   —o^    der   normale   Dift'erentialausdruck 

göa^ — — !/_    QinQi-  o- fachen  der  normale  Differentialausdruck  6°"'^-^^ — —: 
dx      '  ^  aj"      ' 

zu  diesen  tritt  noch,  wenn  /  >>  0  ist,  der  normale  und  zwar  reguläre  Difte- 

dhi 
rentialausdruck  --t~  ,  und  diese  Ausdrücke  gleich  Null  gesetzt  liefern  das 

System  der  Hauptunterdifterentialgleichungeu. 

IL  Die  canonische  Form  ton  F,„  (y,  x)  bestehe  nicht  in  nur  einem 
normalen  canonischen  Bestandtheile ,  so  fehlt  entweder  der  nichtnormale 
canouische  Bestandtheil  und  es  sind  mehrere  normale  canonische  Bestand- 
theile vorhanden,  oder  es  kommt  auch  ein  nichtnormaler  canonischer  Be- 
standtheil vor.     In  letzterem  Falle  habe  F,„{y,x)  die  Darstellung 

(2.)         *v(y,--r)    =    *,      F„_y{S,X), 

wo  <i>y{y,x)  das  System  der  normalen  canonischen  Bestandtheile,  F„^x{s,x) 
der  nichtnormale  canonische  Bestandtheil  ist.  Ob  eiu  Integral  von  F„,  =  0 
die  Differentialgleichung  *,v=  0  erfüllt,  kann  man  hi  folgenden  Fällen  ohne 
Weiteres  erkennen  äil)cr  weitere  Fälle  vgl.  III.  .  Erstens  wenn  das  Integral 
bei  einem  Punkte  regulär  und  bei  diesem  Punkte  der  charakteristische  Index 
in  F„_,v  =  0  gleich  m  —  N  ist,  so  erfüllt  dasselbe  0.v  =  0.  Denn  sonst  würde 
dieses  Integral  in  fpy{y,  x)^  s  eingesetzt  für  s  einen  Ausdruck  liefern,  der 
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bei  diesem  Punkte  die  Form  der  regulären  Integrale  hätte,  während 
F„_,v(*j  x)  =  0  bei  diesem  Punkte  kein  reguläres  Integral  besitzt.  Es  sei 
zweitens  der  charakteristische  Index  in  F„,  =  0  bei  einem  Punkte  gleich 
Null ,  und  daher  auch  in  *^v  =  0  und  F„,_,v  =  0 ,  bei  welchem  Punkte  ein 
Integral  von  F„  =  0  betrachtet  wird.  Dann  hat  man  bei  diesem  Punkte 
ein  System  Integrale  .von  *,v  =  0  und  F„_^v  =  0  unter  der  Form  No.  1 
(7.)  (8.)  zu  entwickeln  und  erhält  aus  diesen  ein  System  Integrale  von 
F„  —  0  unter  der  Form  No.  1  (11.),  welche  Eutwickelungen  der  Form 
No.  1  (19.)  haben  (bei  x  =  ao  ist  x  =  t~^  einzusetzen  und  bei  t  =  0  zu  ent- 
wickeln). Wenn  nun  in  der  Entwickelung  eines  Integrales  A'on  F„  =  0  von 
der  Form  No.  1  (19.),  welches  zu  dem  Exponenten  r  gehört,  dieser  Expo- 
nent von  x  —  a,  abgesehen  von  einer  ganzen  Zahl,  nicht  in  den  Eutwicke- 
lungen der  m~N  Integrale  von  F„  =  0,  für  welche  s  in  (2.)  von  Null  ver- 
schieden ist,  vorkommt,  so  muss  das  Integral  <;f>_y  =  0  erfüllen.  Kommt 
dieser  Exponent  auch  in  Integralen  unter  den  m  —  N  vorhin  genannten  Inte- 
gralen von  F„,  =  0  vor,  ausserdem  in  Integralen  von  *.v  =  0.  so  kann  man  nach 
Abh.  Bd.  87  No.  2  I  das  zu  untersuchende  Integral  von  F„  =  0  durch  diejenigen 
ausdrücken ,  in  denen  die  Exponenten  von  x  —  a  sich  von  r  nur  um  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  die  unter  den  Integralen  von  fpy  =  0  und  den  übrigen 
von  F,„  =  0  vorkommen  und  zusehen ,  ob  in  diesen  Ausdruck  die  letzteren 
Integrale  nicht  eingehen.  Um  diese  Darstellung  zu  vollziehen,  müssen  in 
den  Functionen  x^^ix)  in  der  Entwickelung  No.  1  (19.)  des  Integrales  die 
r,  —  r+1  Anfangscoefficienteu  bekannt  sein ,  wo  rj  von  den  Wurzeln  der 
Exponentengleichung  von  F„  =  0 ,  die  sich  von  r  nur  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden,  die  mit  dem  grössten  reellen  Theile  ist,  also  wenn  der  Punkt 
in  F„  =  0  nichtsingulär  ist,  so  müssen  in  der  Entwickelung  des  Integrales 
die  m— r  ersten  Coefficienten  bekannt  sein.  Die  Betrachtung  eines  Integrales 
von  F„,  =  0,  welches  der  Differentialgleichung  *.v  =  0  genügt ,  kommt  auf 
die  Untersuchung  des  Falles  zurück,  wo  in  der  canouischen  Form  von  F„ 
der  nichtnormale  canonische  Bestandtheil  nicht  vorhanden  ist. 

Es  soll  mm,  wenn  in  der  canonischen  Form  von  F„  der  nichtnormale 
canonische  Bestaiidtheil  fehlt,  vorausgesetzt  werden,  dass  F,„  mehrere  normale 
canonische  Bestandtheile  enthält. 

a.)  Von  der  Differentialgleichung,  die  irgend  einen  der  normalen 
canonischen  Bestandtheile  als  Differentialausdruck  enthält,  sind  die  Haupt- 
unterdifferentialgleichungen  nach  No.  8  c.)  bekannt,  und  wenn  die  Integrale 
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derselben  successive  in  einer  Differentialgleichung  vereinigt  werden,  so 
erhält  man  schliesslich  den  canonischen  Bestandtheil  dargestellt  durch  ein 
System  linearer  Diflerentialausdrücke,  von  denen  je  einer  durch  ein  System 
normaler  Differeutialausdrücke  gebildet  wird,  welches  ähnlich  ist  einem 
System,  das  den  Differentialausdruck  in  einer  Hauptunterdifferentialgleichung 
darstellt  (vgl.  No.  8  a.)  und  b.)).  Auf  diese  Weise  erhält  man  also  F„. 
dargestellt  durch  ein  System  normaler  Differentialausdrücke.  Aus  diesem 
System  sei  bei  dem  singulären  Punkte  x  =  a  von  F,„  —  0  ein  System 
bei  x=a  normaler  Differentialausdrücke  (No.  5  I)  hergeleitet,  welches 
die  Form  No.  1  (4.)  hat.  Dann  ergeben  sich  die  Integrale  von  F,„  =  0  bei 
diesem  Punkte  unter  der  Form  No.  1  (11.),  und  die  Integrale  der  einzelnen 
Gruppen  erhalten  die  Entwickelung  No.  1  (21.).  Es  ergeben  sich  hierdurch 
also  immer  die  Exponenten  von  x  —  a  in  den  Gruppen  der  Integrale  und 
die  Anzahl  der  linearunabhängigen  Integrale  in  jeder  Gruppe.  Bei  x  —  x 
ist  in  das  System  normaler  Differentialausdrücke  x  =  t"^  einzusetzen,  wie  in 
No.  5  (6.).  Der  Gruppenexponent  ttnd  die  Anzahl  der  Integrale  in  jeder 
Gruppe  bei  einem  singulären  Punkte  von  F,„  —  0  werden  daher  gemäss  No.  8  a.) 
und  c.)  gegeben  durch  die  Wurzeln,  die  sich  nur  tun  ganze  Zahlen  unterscheiden, 
aus  den  ftindamentalen  Exponentengleichungen  von  F,„  =  0  bei  diesem  Punkte, 
b.)  Um  nun  bei  einem  singulären  Punkte  von  F„  =  0  die  Integrale 
einer  Gruppe  mit  dem  Gru])penexponeuteu  r  darzustellen  und  weiter  zu 
untersuchen,  werden  Systeme  normaler  Dift'erentialausdrücke  gesucht,  die, 
gleich  Null  gesetzt,  Differentialgleichungen  liefern,  deren  Integrale  in  F„,  =  0 
enthalten  sind,  und  welche  Systeme  bei  diesem  Punkte  den  Gruppeuexponenten 
r  einstellig  enthalten,  wie  in  No.  5  I  angegeben  ist.  Aus  einem  solchen  Systeme 
ergiebt  sich  die  Darstellung  und  Werthberechnung  der  Integrale  mit  dem 
Gruppenexponenten  r  nach  dem  in  den  Nummern  1,  2  und  3  angegebenen 
Verfahren,  wie  dies  in  No.  5  I  auseinandergesetzt  ist,  und  sind  bei  allen 
singulären  Punkten  von  F„  =  0  die  Integrale  dieser  Differentialgleichung  in 
der  angegebenen  AVeise  ermittelt,  so  erfolgt  die  Fortsetzung  der  Integrale 
von  F„  =  0  gemäss  den  Angaben  von  No.  4  und  5  Ib.).  Die  Berechnung 
der  Differentialdetenuinante  D  der  Integrale  von  F,„  =  0  bei  einem  singu- 
lären Punkte  wird,  wenn  die  Integrale  aus  einem  Systeme,  wie  das  No.  1 
vor  o.)  bezeichnete,  hervorgehen,  aus  No.  1  (16.),  (18.)  vorgenommen,  sonst 
wie  in  No.  5  I  b.)  angegeben.  Wenn  man  einen  Werth  J'  <  ModZ)  ermittelt 
hat,  so  kann  man  bei  den  Untersuchungen  von  No.  4  einen  Werth  J  •<  tJ" 
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anwenden  und  zugleich  einen  beliebigen  Werth  y.  <  — ^—  angeben  als  eine 

Grösse  von  der  Eigenschaft,  dass,  wenn  D  =  D'+D"  ist,  und  man  MoäD" <Zy- 
setzt,  alsdann  dieser  Bedingung  entsprechend  i)' berechnet,  sich  Mod  D' >■  J+/j 
ergiebt,  da  Mod /)' >  c5"— ;?  ist,  woraus  ModZ)  >  J'  folgt. 

Es  ist  also  zuzusehen,  wie  sich  aus  der  normalen  canonischen  Form 
von  f,„  die  Systeme  normaler  Differentialausdrücke  ergeben,  die  bei  den 
singulären  Punkten  von  F„  =  0  die  Gruppenexponenten  einstellig  enthalten. 

Die  Hauptunterdifferentialgleichungen  einer  Differentialgleichung,  in 
der  ein  canonischer  Bestandtheil  von  F„,  gleich  Null  gesetzt  ist,  enthalten 
normale  Differentialausdrücke,  deren  determinkende  Factoren  bekannt  sind 
und  deren  reguläre  Ausdrücke  gleich  Null  gesetzt  Differentialgleichungen 
liefern,  von  denen  bei  jedem  singulären  Punkte  von  F„,  =  0  die  Wurzeln 
der  Exponentengleichungen  bekannt  sind. 

Aus  den  Differentialausdrücken  der  Hauptunterdifferentialgleichungen 
je  eines  canonischen  Bestandtheiles  sei  in  irgend  einer  Anordnung  ein  System 
gebildet,  und  diese  Systeme  sollen  in  der  Reihenfolge  der  entsprechenden 
eanonischen  Bestandtheile  zu  einem  Systeme  zusammengesetzt  sein.  Wenn 
sich  die  Anordnung  jener  Differentialausdrücke  so  treffen  lässt,  dass  im  Ganzen 
ein  System  hervorgeht ,  welches  bei  einem  singulären  Punkte  von  F„  =  0  die 
in  No.  1  vor  a.)  angegebene  Eigenschaft  hat,  und  man  nun  bei  jedem  cano- 
nischen Bestandtheile  die  Integrale  der  Hauptunterdifterentialgleichungen, 
letztere  in  derselben  Anordnung  genommen,  successive  in  einer  Differential- 
gleichung vereinigt,  so  erhält  man  gemäss  No.  8  a.)  und  b.)  unmittelbar  eine 
Darstellung  von  F„,  durch  ein  System  von  der  No.  1  vor  a.)  bezeichneten 
Eigenschaft.  Bei  einem  singulären  Punkte  von  F,„  —  0  werden  die  Wurzeln 
der  Exponentengleichungen  in  den  regulären  Ausdrücken,  die  zu  den  nor- 
malen Ausdrücken  in  allen  Hauptunterdifferentialgleichungen  bei  je  einem 
canonischen  Bestandtheile  gehören,  zusammengestellt.  Wenn  nun  eine  solche 
Wurzel  bei  einem  canonischen  Bestandtheile  sich  von  einer  bei  einem  anderen 
canonischen  Bestandtheile  nicht  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet,  so  kann 
man  unmittelbar  die  Systeme  normaler  Differentialausdrücke  angeben,  welche 
die  Gruppenexponenten  bei  diesem  singulären  Punkte  einstellig  enthalten 
und  gleich  Null  gesetzt  die  lincarunabhängigen  Integrale  von  F,„  =  0  jeder 
Gruppe  bei  demselben  Punkte  liefern.  Denn  wenn  man  den  canonischen 
Bestandtheil,  in  dessen  Hauptunterdifferentialgleichungen  bei  dem  betrachte- 
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ten  Punkte  der  Gruppenexponeut  r  vorkoniuil.  und  die  folgenden  cano- 
uischen  Bestandtlieile  aus  der  oauonischen  Form  wegnimmt,  alsdann  auf 
das  System  der  vorhergehenden  canonischen  Bestaudtheile  als  Bestand- 
theil  eines  Systems  den  Differentialausdruck  einer  Hauptunterdifferential- 
gleichung, in  welcher  der  Gruppenexponent  r  vorkommt,  folgen  lässt,  so 
erhält  man  ein  System  normaler  Difierentialausdrücke,  welches  r  einstellig 
enthält,  und  wenn  man  in  derselben  Weise  jede  der  Hauptunterdifferential- 
gleichungen, bei  welcher  r  vorkommt,  verwendet,  so  erhält  man  Systeme, 
welche  r  einstellig  enthalten  und  gleich  Null  gesetzt  die  sämmtlichen  linear- 
unabhängigen  Integrale  dieser  Gruppe  liefern  (Xo.  5  H  vor  b.)). 

c.)  Wenn  aber  bei  einem  singulären  Punkte  von  F„  =  0  der  Gruppen- 
exponent r  aus  Hauptunterdiflerentialgleichungen,  die  in  mehr  als  einem  ca- 
nonischen Bestandtheil  sich  finden,  hervorgeht,  so  ist  unter  Anknüpfung  an 
No.  5  n  und  ni  in  folgender  Weise  zu  verfahren,  um  Systeme,  die  den 
Gruppenexponenten  r  einstellig  enthalten .  herzuleiten.  F„  [y,  x)  sei  darge- 
stellt dui'ch  das  System 

(3.)  Ry,x=y,.  S  y^ ,  o-)  =  «/, .  T^^y^-x), 
wo  R,  S,  T  Systeme  normaler  Differentialausdriicke  sind,  R  sich  auch  auf 
y,  T  auf  «/,  reduciren  kann,  und  bei  dem  betrachteten  singulären  Punkte 
von  F„  =  0  ein  Bestandtheil  von  R  den  Gruppenexponenten  r  nicht  enthält, 
in  S  alle  Bestaudtheile  vorkommen,  die  r  mit  einem  fixirten  zugehörigen 
determinirendeu  Factor  enthalten,  ausserdem  etwa  noch  andere  Bestaud- 
theile. die  Bestaudtheile  in  T  r  entweder  nicht  enthalten,  oder  mit  anderen 
zugehörigen  determmirenden  Factoren.  als  jener  fixirte  ist. 

Wenn  es  nun  ein  oder  mehrere  Systeme  normaler  Differentialausdriicke 
giebt.  welche  den  Gruppenexponenten  r  einstellig  mit  einem  und  demselben 
determinirendeu  Factor  e"  bei  dem  singulären  Punkte  von  F,„  =  0  enthalten, 
welche  gleich  Null  gesetzt,  Differentialgleichungen  liefern,  deren  Integrale 
F„  =  0  erfüllen ,  so  giebt  es  nach  No.  5  H  auch  ein  solches  System  nor- 
maler Differentialausdrücke,  welches  r  einstellig  mit  demselben  zugehörigen 
determinirendeu  Factor  enthält  und  gleich  Null  gesetzt  eine  Differential- 
gleichung liefert,  deren  Integrale  F,„  —  0  erfüllen,  und  in  welcher  die  Inte- 
grale jener  Differentialgleichungen  vereinigt  sind.  Dann  giebt  es  nach 
No.  5  III  auch  ein  System  normaler  Differentialausdrücke,  welches  an  der 
Spitze  eines  Systemes  solcher  Ausdrücke  zur  Darstellung  von  S  steht,  und 
r  einstellig  mit  demselben  zugehörigen  determinirendeu  Factor  bei  dem  sin- 
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gulären  Pnukte  enthält,  und  welches  gleich  Null  gesetzt  eine  Differential- 
gleichung giebt,  die  eben  so  viele  linearunabhängige  Integrale  mit  dem 
Gruppenexponenten  r  liefert,  als  die  vorhin  genannte  Differentialgleichung. 
Folgt  dieses  System  auf  R  in  (3.),  so  erhält  man  ein  System,  welches  r 
emstellig  enthält  und  eben  so  viele  Integrale  der  bezeichneten  Art  von 
F„  =  0  liefert.  Wenn  in  mehreren  Systemen  normaler  Difl'erentialausdrücke 
derselbe  Gruppenexponent  r  einstellig  mit  verschiedenen  zugehörigen  deter- 
minirenden  Factoreu  bei  dem  singuläreu  Punkte  von  F„  =^  0  vorkommt,  diese 
Systeme  gleich  Null  gesetzt  Differentialgleichungen  geben,  deren  Integrale 
F,„  =  0  erfüllen,  so  sind  die  aus  diesen  Differentialgleichungen  hervor- 
gehenden Integrale  mit  dem  Gruppenexponenten  r  unter  einander  linear- 
unabhängig. Es  ist  daher  zuzusehen,  ob  S  durch  ein  System  normaler  Diffe- 
rentialausdrücke sich  darstellen  lässt,  an  dessen  Sjntze  ein  solches  System 
normaler  Differentialausdrücke  steht,  welches  den  Gruppenexponenten  r  ein- 
stellig mit  dem  bestimmten  determinireuden  Factor  e"'  bei  dem  singulären 
Punkte  von  F„,  =  0  enthält ,  und  linearunabhängige  Integrale  mit  dem 
Gruppenexponenten  r  liefert  in  der  Anzahl  der  Wurzeln  der  Exponenten- 
gleichung von  e~'°F,„{e"'y,  x)  =  0  bei  diesem  Punkte,  die  sich  von  r  nur  um 
ganze  Zahlen  unterscheiden,  gemäss  dem  in  a.)  und  in  No.  5  II  b.)  Gesagten. 
Zu  dem  Zwecke  wird  folgende  Darstellung  von  S  aufgesucht: 
(4.)  S\y,x)  =  «/,,  S"(tj,,x); 
S'  und  S"  sind  Systeme  normaler  Differentialausdrücke;  in  S',  welches  sich 
auch  auf  y  reduciren  kann,  soll  der  Gruppenexponent  r  bei  dem  singu- 
lären Punkte  in  keinem  Bestandtheile  vorkommen.  Der  Differentialausdruck 
S"  sei  entweder  durch  ein  System  normaler  Differentialausdrücke  dargestellt, 
aus  welchem  ein  System  bei  dem  singulären  Punkte  normaler  Differentialaus- 
drücke, in  dem  je  zwei  auf  einander  folgende  zu  diesem  Punkte  gehörende 
determinii'ende  Factoren  von  einander  verschieden  sind,  mit  folgender  Eigen- 
schaft hervorgeht.  Dieses  System  beginnt  mit  einem  Differentialattsdruck,  der 
als  zu  diesem  Punkte  gehörenden  determinirenden  Factor  den  ßxirten  e'" 
enthält  und  einen  bei  diesem  Punkte  regulären  Differentialausdruck  hat,  in 
dessen  Exponentengleichung  so  viele  Wurzeln,  die  sich  von  r  nur  um  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  wie  in  der  Exponentengleichung  von  e~'"'F,„{e"'y,  x)  —  0 
vorkommen.  Oder  S"  sei  nur  durch  ein  solches  System  normaler  Ditt'erential- 
ausdrücke  darstellbar,  bei  dem  ein  unzerlegbarer  Diftereutialausdruck  an  der 
Spitze  den  Gruppenexponenten  r  bei  dem  betrachteten  Punkte  enthalten  muss. 
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In  lelsterem  Falle  ist  zur  Erfüllung  der  gestellten  Forderung  nothw endig  und 
hinreichend,  dass  es  eine  Darstelhmg-  von  S"  giebt,  die  mit  einem  solchen 
normalen  Differentialausdiuck  beginnt,  der  den  determinii-euden  Factor  e' 
bei  dem  singulären  Punkte  enthält,  nnd  wenn  man  nebst  diesem  die  fol- 
genden normalen  Differentialaiisdrücke ,  bei  denen  der  zn  diesem  Punkte 
gehörende  determinirende  Factor  derselbe  e'"  ist.  herausnimmt,  dass  zu  dem 
hierdurch  hervorgehenden,  bei  dem  singulären  Punkte  normalen  Differential- 
ausdrucke  ein  bei  diesem  Punkte  regulärer  DiflFerentialausdruck  gehört, 
in  dessen  Exponentengleichung  so  viele  Wurzeln,  die  sich  von  r  nur 
um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  wie  in  der  Exponentengleichung  von 
e~"F„(e'"y,  x)  =  0  vorkommen.  Um  letztere  Darstellung  von  S"  zu  er- 
halten, ist  zu  bemerken,  dass  wenn  von  einem  DiflFerentialausdruck,  der  dm-ch 
ein  System  normaler  Ditferentialausdrücke  darstellbar  ist,  eine  Darstellung 
gebildet  wird,  bei  welcher  man  auf  irgend  einen  au  der  Spitze  stehenden 
normalen  Diflferentialausdnick  saccessive  solche  normalen  Ausdi'ücke  folgen 
lässt.  die  denselben  zu  einem  bestimmten  Punkte  gehörenden  determinii-enden 
Factor  wie  der  erste  Bestandtheil  haben,  bis  kein  weiterer  solcher  Ausdi'uck 
folgen  kann,  das  System  der  bis  dahin  aufti-etenden  Bestandtheile  einen 
DiflFerentialausdruck  bildet,  der  bei  allen  solchen  Darstellungen,  bei  welchen 
derselbe  zu  diesem  Punkte  gehörende  determinirende  Factor  aufti'itt.  ein 
und  derselbe  ist.  Denn  wenn  zwei  verschiedene  solche  DiflFerentialausdriicke 
beständen  und  man  dieselben  gleich  Null  setzte,  so  könnten  die  Litegrale 
der  einen  der  hierdurch  erhaltenen  DiflFerentialgleichungen  nicht  in  der  an- 
deren enthalten  sein,  weil  sonst  auf  den  einen  Differentialansdruck  in  der 
Darstellung  von  G  noch  andere  normale  Ausdrücke  mit  demselben  zu  dem 
betrachteten  Punkte  gehörenden  determinirenden  Factor  folgen  vrtirden. 
Vereinigt  man  nun  die  linearunabhängigen  Integrale  beider  Differential- 
gleichungen in  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung,  so  ist  in 
dieser  der  Differentialausdruck  von  höherer  Ordnung  als  in  jeder  der  beiden 
und  durch  ein  System  normaler  Differentialausdriicke  darstellbar,  die  den- 
selben  zu   dem  Punkte   gehörenden   determinirenden  Factor   haben. 

Um  nun  die  Systeme  (3.)  tmd  (^4.;  darzustellen ,  hat  man  in  folgender 
Weise  zu  verfahren.  Aus  der  canonischen  Form  von  F„  wird  folgende 
Darstellung  von  F,„  hergeleitet.  Der  canonische  Bestandtheil  von  F„,  bei 
welchem  zuerst  der  Grui)penexponeut  r  bei  dem  singulären  Punkte  auftritt. 
B(y,x)  wird  unter  der  Form  ß'iy,  a;)  =  y,.  B"(yi,x)  dargestellt,  wo  B' =  0 
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die  Integrale  der  Hanptunterdifferentialgieiclnmgen  vereinigt  enthält,  in  denen 
r  bei  diesem  Punkte  nicht  vorkommt.  Der  canonische  Bestandtheil  von 
F„,  bei  welchem  zuletzt  r  vorkommt,  D(y,x)  wird  unter  der  Form 
D'(y,x)  =  yi^  D"{yi,x)  dargestellt,  wo  D'  =  0  die  Integrale  der  Haupt- 
unterdift'erentialgleichungen  vereinigt  enthält,  in  denen  r  vorkommt.  Das 
System  der  canonischen  Bestandtheile  vor  B  sei  A  {y,  x) ,  das  zwischen  B 
und  D  sei  C{y,  x),  das  nach  D  sei  E{y,  x).  Dann  wird  R  gleich  A{y,  x)  =  yi, 
B'{yi,x);  S  wird  gleich  B"{y,x)^y,,  C{yi,x)  =  y^,  D'{y2,x)]  T  wird 
gleich  D"(y,x)  =  yi,  Eiy^^x).  C  kann  sich  auch  auf  ^,,  D'  auf  ^2  re- 
ducireu.  Ist  nun  S  bei  dem  singulären  Punkte  normal,  so  tritt  es  als 
S"  in  (4.)  auf,  S'  reducirt  sich  auf  y.  Ist  S  bei  dem  singulären  Punkte 
nicht  normal,  so  wird  der  erste  canonische  Bestandtheil  des  Differential- 
ausdruckes S  aufgesucht.  Sind  unter  den  zu  ihm  gehörenden  Haupt- 
unterdifferentialgleichungen solche,  die  den  fixirten  determinirenden  Factor 
e'"  bei  dem  singulären  Punkte  enthalten,  und  bei  denen  die  in  ihnen  ent- 
haltenen regulären  Differentialausdrücke  bei  diesem  Punkte  Exponenten- 
gleichungen haben,  deren  Wurzeln,  die  sich  von  r  nur  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden,  in  der  Gesammtanzahl  vorkommen,  in  der  solche  Wurzeln 
in  der  Exponeutengleichuug  von  e~"'F„  (e"'y,  x)  =  0  vorhanden  sind,  so  werden 
die  Integrale  dieser  Hauptunterdifferentialgleichungen  in  einer  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  vereinigt;  deren  Differentialausdruck  wird  an 
die  Spitze  einer  Darstellung  von  S"  gestellt,  während  S'  sich  auf  y  reducirt. 
Wenn  aber  solche  Hauptuuterdifferentialgleichungen  nicht  vorhanden  sind, 
so  wird  aus  jeder  Hauptuuterdiftereutialgleichuug  dieses  canonischen  Bestand- 
theiles  von  S,  welche  den  Gruppeuexponenten  r  bei  dem  singulären  Punkt  von 
F„,  =  0  enthält,  die  Differentialgleichung  der  höchsten  Ordnung  ^  0,  welche 
r  bei  diesem  Punkte  nicht  enthält,  und  deren  Integrale  in  jener  Differential- 
gleichung enthalten  sind,  herausgezogen.  Es  kann  dabei  jedesmal  nur  eine 
Differentialgleichung  von  höchster  Ordnung  auftreten,  weil  zwei  verschiedene 
auf  eine  solche  Differentialgleichung  von  noch  höherer  Ordnung  führen 
würden.  Die  Integrale  der  auf  diese  Weise  erhaltenen  Differentialgleichungen 
und  die  Integrale  derjenigen  Hauptunterdifferentialgleichungen  desselben 
canonischen  Bestandtheiles ,  welche  r  bei  jenem  singulären  Punkte  nicht 
enthalten,  werden  in  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  ver- 
einigt. Deren  Differentialausdruck,  der  also  durch  ein  System  normaler 
Dift'erentialausdrücke    darstellbar  ist,    wird  an   die  Spitze  einer  Darstellung 


Thome,  zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  191 

von  S  durch  ein  System  normaler  Differentialausdrücke  gestellt,  der  übrig 
bleibende  Theil  dieser  Darstellung  sei  S^*\  Nun  wird  mit  S^'^  gerade  so 
verfahren,  wie  mit  S  verfahren  worden  ist.  Es  ist  also  zunächst  zuzusehen, 
ob  S'-^^  bei  dem  betreffenden  Punkte  normal  ist.  Ist  dieses  nicht  der  Fall,  so 
wird  der  erste  canonische  Bestandtheil  von  S''^  genommen.  Dann  ist  zu  sehen, 
ob  die  Hauptunterdifterentialgleichungen  desselben  mit  dem  bestimmten  deter- 
minirenden  Factor  bei  jenem  Punkte  Wurzeln,  die  sich  von  dem  Gruppen- 
exponenten r  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  in  der  erforderlichen 
Anzahl  liefern.  Ist  dieses  nicht  der  Fall,  so  werden  wieder  aus  den  Haupt- 
unterdifferentialgleichuugen,  die  r  enthalten,  diejenigen  Differentialgleichungen 
höchster  Ordnung  ^0,  die  r  nicht  enthalten,  herausgenommen  und  die 
Integrale  derselben  mit  den  Integralen  der  Hauptunterdifferentialgleichun- 
gen dieses  cauonischen  Bestandtheiles,  die  r  nicht  enthalten,  in  einer  Diffe- 
rentialgleichung vereinigt;  deren  Differentialausdruck  wird  an  die  Spitze 
einer  Darstellung  von  S*^'^  gestellt,  der  übrig  bleibende  Theil  sei  <S^'\  Dann 
ist  in  derselben  Weise  in  Bezug  auf  S^-^  zu  verfahren.  Dieses  Verfahren 
wird  fortgesetzt,  bis  man  entweder  auf  einen  Differentialausdruck  stösst  mit 
der  ersten  bei  (4.)  angegebenen  Eigenschaft  von  S",  oder  bis  man  zu  einem 
solchen  Differentialausdruck  kommt,  dessen  erster  canonischer  Bestandtheil 
Hauptunterdifferentialgleichungen  hat,  bei  denen  sich  aus  keiner  eine  Diffe- 
rentialgleichung, deren  Integrale  diese  Hauptunterdifferentialgleichung  er- 
füllen, herausnehmen  lässt,  die  den  Gruppenexponenten  r  bei  dem  siugulären 
Punkte*  von  F„,  =  0  nicht  enthält;  dieser  Difterentialausdruck  ist  dann  S" 
mit  der  anderen  dort  angegebenen  Eigenschaft. 

Bei  der  Ausführung  dieses  Verfahrens  ist  der  Satz  zu  berücksichtigen, 
dass  zwei  Darstellungen  eines  durch  ein  System  normaler  Differentialaus- 
drücke  darstellbaren  Differentialausdruckes,  die  durch  Systeme  unzerlegbarer 
Differentialausdrücke  gegeben  werden,  nur  normale  Bestandtheile  enthalten 
können,  und  dass  die  Bestandtheile  des  einen  Systemes  mit  denen  des  anderen 
sich  so  paaren  lassen,  dass  die  in  einem  Paare  stehenden  ähnlich  sind.  Und 
es  ist  der  Satz  zu  beachten,  wenn  </>,„  und  '/'"„  Systeme  unzerlegbarer  nor- 
maler DifferentialausdrücUc  sind  und  die  Integrale  von  ^j,„  =  0  und  ^''„  —  0 
von  einander  linearunabhängig,  dass,  wenn  diese  Integrale  in  einer  Diffe- 
rentialgleichung 't*„.{y,^)  =  y\i  H'..{y,x)  =  0  vereinigt  werden,  i/'»  durch  em 
System  unzerlegbarer  normaler  Difforcntiälausdrücke  dargestellt  wird,  welches 
ähnlich  ist  dem  System  'l\.    (Vgl.  No.  6.j    Da  man  vou,'S  die  llaui)tunterdiffe- 
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rentialgleichungen  bei  dem  ersten  und  letzten  Bestandtheile  B"  und  D\  so  wie 
die  Hauptunterdifferentialgleicbungen  der  etwa  zwischen  liegenden  canoni- 
schen Bestandtheile  von  F„  kennt,  so  kennt  man  daher  von  einem  Systeme  nor- 
maler Diiferentialausdrücke,  welches  S  darstellt,  die  determinirenden  Factoreu 
der  einzelnen  Bestandtheile  und  die  Wurzeln  der  Exponentengleichungen  ihrer 
regulären  Difl'erentialausdrücke  bis  auf  ganze  Zahlen.  Man  kann  demnach  ge- 
mäss den  vorhin  angegebenen  Sätzen  unmittelbar  erkennen,  ob  S  bei  dem  be- 
trachteten singulären  Punkte  von  F,„  =  0  normal  ist,  ebenso  ob  S^'^  oder  S''^  etc. 
normal  ist;  der  zugehörige  determinirende  Factor  ist  dann  der  fixirte.  Und 
bei  der  Aufsuchung  der  Hauptunterditferentialgleichungen  des  jedesmaligen 
ersten  canonischen  Bestandtheiles  nach  dem  Verfahren  von  No.  8  III  sind  die 
fundamentalen  determinirenden  Factoren  hier  ebenfalls  unmittelbar  bekannt 
und  die  Wurzeln  der  fundamentalen  Exponenteugleichungen  bis  auf  ganze 
Zahlen.  Bei  der  Ausführung  im  Einzelnen,  wo  das  Verfahren  No.  7  II  in 
Anwendung  kommt,  ist  noch  der  Satz  No.  6  II  b.)  zu  berücksichtigen. 

d.)  Wenn  untersucht  werden  soll,  ob  F,^{y,x)  bei  einem  singulären 
Punkte  von  F„,  =  0  sich  auf  die  in  No.  1  vor  a.)  bezeichnete  Form  bringen 
lässt,  wofern  dies  sich  nicht  unmittelbar  aus  der  canonischen  Form  gemäss 
b.)  ergiebt,  so  sind  die  Differentialausdrücke  der  Hauptunterdifferentialglei- 
chungen durch  Systeme  unzerlegbarer  Ausdrücke  A  darzustellen.  Dann 
sind  aus  diesen  Ausdrücken  A  die  etwa  bestehenden  Systeme  ^  zu  bilden, 
welche  die  in  No.  1  vor  a.)  angegebene  Eigenschaft  besitzen.  Und  nun 
ist  gemäss  den  am  Schlüsse  von  c.)  angeführten  Sätzen  über  die  Aehnlich- 
keit  iTothwendig  und  hinreichend,  dass  F„,  sich  durch  ein  einem  solchen 
Systeme  ^  ähnliches  ^'  darstellen  lässt.  Es  kann  an  jeder  Stelle  von  2' 
nur  ein  bestimmter  Bestandtheil  stehen,  wenn  je  zwei  A  nicht  ähnlich  sind. 
Wenn  aber  unter  den  A  ähnliche  Ausdrücke  vorkommen  und  ^'  besteht, 
so  kann  man  zunächst  den  normalen  Ausdruck  möglichst  hoher  Ordnung 
G{y,x)  aufsuchen,  der  ein  System  für  F„,  imter  der  Form  G{y,x)  =  y^.,  H{yi,x) 
beginnt,  und  welcher  durch  ein  System  gegeben  wird,  dessen  Bestand- 
theile dem  ersten  Bestandtheil  in  ^'  bezüglich  ^  ähnliche  Ausdrücke 
sind.  Es  kann  nur  einen  Ausdruck  G  geben.  Werden  nun  aus  dem 
Systeme  2'  gewisse  mit  den  Bestandtheilen  von  G  als  ähnliche  gepaarten 
Bestandtheile  gestrichen,  so  muss  das  übrig  bleibende  System  die  in 
No.  1  vor  a.^  angegebene  Eigenschaft  behalten  und  ist  nach  No.  6  I  a.) 
ähnlich  einem  Systeme  für  H.     Dann  ist  mit  je  einem  der  aus  2'  und  be- 
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züglich  2  übrig-  gebliebenen  Systeme  und  dem  Ausdruck  H  in  derselben 
Weise  zu  verfahren. 

Soll  untersucht  werden ,  ob  F„.  =  0  ein  System  Unterdiiferentialglei- 
chungen  hat,  von  denen  jede  bei  einem  siugulären  Punkte  von  F„  =  0  sich, 
wie  in  No.  1  vor  a.)  angegeben  ist,  verhält,  so  sind  aus  den  sämmtlichen 
A  Systeme  mit  derselben  Eigenschaft  zu  bilden.  Dann  ist  zu  sehen,  ob  es 
Systeme  ^',  welche  letzteren  ähnlich  sind,  giebt.  so  dass  die  Integrale  von 
^'  =  0  F,„  =  0  erfüllen ,  und  ob  die  Integrale  der  Diiferentialgleichungen 
.5"  =  0  unter  einander  linearunabhängig  sind  (Abh.  Bd.  83  No.  2,  No.  7  IV  c.)). 

e.)  Beispiele  von  Amdrücken  F,„(y,  x),  die  durch  eine  normale  canonische 
Form  mit  mehr  als  einem  canonischen  Bestandtlieile  dargestellt  werden,  kann 
man  nach  folgenden  Angaben  bilden.  Es  ist  in  Abh.  Bd.  83  No.  8  I  gezeigt 
worden,  wie  man  ein  System  f;  von  der  Form  <t>^  {y,  x)  =  t/i ,  Xr  iVi  i  x)  mit 
zwei  canonischen  Bestandtheilen  4>^  und  Xr?  die  normale  Ausdrücke  sind, 
bilden  kann.  (Es  war  dort  *r  regulär  angenommen,  man  kann  aber  statt  ^r 
S2V^{£2~^y,x)  nehmen,  wo  £2  ein  beliebiger  determinirender  Factor  ist.) 
Es  werden  nun  mehrere  solche  Systeme  W^{r  =  1.,  ...n)  gebildet,  und  die 
determinirenden  Factoren  in  den  (P^  und  ;;fr(r  =  1, ...  re)  alle  von  einander 
verschieden  genommen.  Die  Integrale  von  ^,  =  0  (r  =  1, . . .  w)  sind  linear- 
unabhängig (Abh.  Bd.  83  No.  7  IV  c.)).  Die  Integrale  von  f?»^  =  0  (r=  1, ...  ») 
werden  vereinigt  in  F^,^  =  0,  die  von  W^  =  0  und  F^i,  =  0  in  Fj,,  (y,  x)  =  yi, 
Vr  (^1 ,  a;)  =  0  und  die  Integrale  von  V^r  =  0  (r  =  1, . . .  n)  in  F^-i^  —  0.  Dami 
ist  F(i) iy,  x)  =  yi,  F^o-, [y^ ,  x)  ein  Ausdruck  mit  zwei  canonischen  Bestand- 
theilen. Die  Hauptunterdifferentialgleichungen  des  ersten  Bestandtheiles  sind 
«^^  =  0  (r=l, ,..«).  Eine  Differentialgleichung  X=0  mit  unzerlegbarem 
Ausdrucke  und  einem  determinirenden  Factor  aus  einem  Xr  für  r  =  s,  deren 
Integrale  F^i,  =  y,,  Fp.)  (?/i,  a;)  =  0  erfüllen,  kann  nicht  bestehen.  Denn 
werden  die  Integrale  von  ^f»,,  =  0  und  X=0  in  X[y,x]  =yi,  (p,[yi,x)  =  0 
vereinigt,  und  F„  auf  die  Form  X=yi,  (p,  =  y,,  1(^2 ,  rc)  gebracht,  so  würde 
sich  aus  No.  6  1a.)  ergeben,  dass  in  V^  —  0  die  Integrale  einer  Differential- 
gleichung mit  einem  Ausdrucke,  der  X  ähnlich  ist,  enthalten  wären.  Die 
Hauptunterdifferentialgleichungen  des    zweiten    Bestandtheiles    sind   i/V  =  0- 

in.  In  der  canonischen  Form  von  F„  sei  der  nichtnormale  canonische 
Bestandtheil  vorhanden.  Derselbe  sei  F„,_.v(s,  x),  wenn  N  die  Ordnung  des 
durch  das  System  der  normalen  canonisehen  Bestandtheile  dargestellten 
Differentialausdruckes  bezeichnet. 
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a.)  Von  dem  homogenen  linearen  Differentialausdrucke  F^_„(s,  x)  werde 
der  reciproke  Differentialausdruck  F„_,y(s,  x)  genommen  (s.  Abh.  Bd.  83 
No.  7  V).  Nun  werde  F^^y(s,x)  auf  die  canonische  Form  gebracht,  die- 
selbe sei  </)jv'(s,  a;)  =  Si,  Fv(s,,a;),  wo  cpy.  das  System  iV'er  Ordnung  der  nor- 
malen canonischen  Bestandtheile,  F,,  der  nichtnormale  canonische  Bestand- 
theil  ist,  dessen  Ordnung  M  sei,  so  dass  m  =  N-\-M+N'.  Die  zu  (p/f,  und 
Fjf  reciin'oken  Differentialausdriicke  seien  durch  (p^  und  Fj,  bezeichnet.  Wird 
(fy  dm'ch  ein  System  normaler  Differentialausdrücke  dargestellt,  so  erhält 
man  aus  diesem  cp^  durch  das  reciproke  System  dargestellt,  d.  h.  durch  das 
System  der  reciproken  Differentialausdriicke,  diese  in  umgekehrter  Reihen- 
folge genommen.  Der  reciproke  Differentialausdruck  eines  normalen  ist 
selbst  ein  normaler,  in  welchem  der  determinirende  Factor  den  reciproken 
Wei-th  des  ursprünglichen  hat  und  der  reguläre  Ausdruck  der  reciproke  des 
regulären  in  dem  ursprünglichen  Differentialausdrucke  ist  (Abh.  Bd.  83  No.  7  V). 
Ferner  wird  der  Differentialausdruck  F,„_^v  («j  x)  durch  das  zu  einem  Systeme 
von  F„^y{s,  x]  reciproke  System  dargestellt,  also  durch 

(5.)       F„is,  x)  =  s',     (fix'is',  x). 
In  diesem  System  kann  sich  Fy  nicht  auf  s  reduciren,  wohl  aber  (p^,  auf  s'. 
Fj,  lässt  sich  also  nicht  mehr  durch  ein  System  homogener  linearer  Diffe- 
rentialausdrücke mit  rationalen  Coefficienten,   in   dem   der  erste  oder  letzte 
Bestandtheil  ein  normaler  Ausdruck  ist,  darstellen. 

Was  die  Reduction  des  Differentialausdruckes  F,„_,v(s,  a;)'  auf  die 
canonische  Form  betrifft,  die  nach  dem  Verfahren  No.  8  c.)  geschieht,  so 
ist  zu  bemerken,  dass  für  den  reciproken  Ausdruck  F,„_if{s,  x)  bei  den 
singuläreu  Punkten  von  F,„  =  0,  insofern  sie  noch  in  F,„_,v  =  0  singulär 
sind,  die  fundamentalen  determinirenden  Factoren  e'"  und  die  Wurzeln  der 
fundamentalen  Exponentengleichungen  von  F„^,v  =  0  bis  auf  ganze  Zahlen 
gemäss  No,  8  c.)  bekannt  sind.  Der  reciproke  Ausdruck  von  e'"'F,„_jf{e"-'s,x) 
ist  aber  e"'F„,_y{e~"'s,x),  wie  sich  ergiebt,  wenn  man  bei  einem  nichtsin- 
gulären  Punkte  von  F„,_,v  =  0  ein  System  Integrale  unter  der  Form  No.  1 
(7.)  entwickelt  und  hieraus  ein  System  Integrale  von  e'""' F„{e'°s,  x)  =  0  unter 
der  Form  No.  1  (9.)  herleitet,  alsdann  aus  diesen,  indem  die  reciproken 
Werthe  der  /li  in  umgekehrter  Reihenfolge  genommen  werden,  die  Integrale 
der  reciproken  Differentialgleichung  bildet  (vgl.  Abh.  Bd,  83  No.  7  V  (18.) 
(19.)).    Der  charakteristische  Index  in  einer  homogenen  linearen  Differential- 
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gleicliuug  mit  rationalen  Coefficienten  und  dem  Coefficieuten  der  höchsten 
Ableitung  gleich  1  f„{y,x)  =  0  stimmt  bei  jedem  Punkte  mit  dem  in  der 
reciproken  Differentialgleichung  überein.  Die  Wurzeln  der  Exponenten- 
gleichung der  einen  Differentialgleichung  unterscheiden  sich  von  den  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen  genommenen  Wurzeln  der  Exponentengleichung 
der  anderen  Differentialgleichung  bei  jedem  Punkte  um  eine  ganze  Zahl 
(Abh.  Bd.  76  No.  3  (10.),  Abh.  Bd.  83  No.  7  V  p.  137).  —  Es  möge  be- 
merkt werden,  dass  man,  um  diesen  Satz  nachzuweisen,  auch  folgendes  Ver- 
fahren anwenden  kann.  Ist  in  /"„,  (y,  x)  —  0  bei  x  =  a  der  charakteristische 
Index  gleich  A  ^  0 ,  so  ist  zu  zeigen ,  dass  das  Gleichungspolynom  in 
der  Exponentengleichung  von  /",„  =  0  bei  x  =  a,  V'(p),  aus  dem  der  Ex- 
ponentengleichung von  /■„,  =  0,  /(r),  durch  die  Gleichung  ^(p)  =  (— !)""■*;;(»') 

hervorgeht,    wenn   r=— p  +  G  — 1    gesetzt    wii-d,    wo    G  =  n^-\-m  —  h,    n,, 

d"'^''u 
die  Ordnung  ist,  in  der  der  Coefficient  von    .  ^^^j;^  in  f,„  unendlich  wird.  Die 

Uebereinstimmung  zwischen  diesen  beiden  Gleichuugspolynomen  ergiebt  sich 
durch  das  Verfahren  (welches  auch  in  anderen  ähnlichen  Fällen,  Abh. 
Bd.  74  No.  6  (5.),  Bd.  76  p.  284,  285  anwendbar  ist),  dass  man  in  beiden 
Polynomen  die  Constanten,  die  aus  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung 
/■„  =  0  hervorgehen ,  durch  die  symmetrischen  Verbindungen  der  Wurzeln 
der  Exponentengleichung  von  /"„,  =  0  ausgedrückt  ansieht,  alsdann  die  Ueber- 
einstimmung der  Polynome  zunächst  für  Werthe  dieser  Wurzeln,  von  denen 
je  zwei  sich  nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  mittels  passend  ge- 
wählter Integrale  von  ^,  =  0,  die  zu  diesen  Wurzeln  als  Exponenten  ge- 
hören, nachweist;  aus  der  Stetigkeit  folgt  dann  die  Uebereinstimmung  für 
beliebige  Werthe  der  Wurzeln.  Man  setze,  um  /",„  diesem  Zwecke  gemäss 
zu  bilden,  in  einen  Differentialausdruck  h^"  Ordnung  mit  dem  charakteristi- 
schen Index  h  und  der  Ordnungszahl  tt,,,  in  welcher  der  Coefficient  von  y  unend- 
lich wird,  F,,{y,x),  iüvym  —  /i  beliebige  Functionen  (;r  —  o)'''J;  Cj(a;  —  a)%  c,, 
von  Null  verschieden,  in  denen  je  zwei  r^  sich  nicht  um  eine  ganze  Zahl 
unterscheiden.  Man  erhält  dadurch  m  —  h  Functionen  Si  bis  s,„_a  von  der 
Form  {x— aY "'"''' S:  fidix  —  a)',  worin  ft„  von  Null  verschieden,  die  die  Diffe- 
rentialgleichung /■„,_,,  =  0  erfüllen.  Dann  hat  die  Exponentengleichung  von 
F^{y,x)  =  8,  fm-his,  x)  =  f,„{y,x)  =  0  die  Wurzeln  r,  bis  r„,_v  Bildet  man 
nun  h  beliebige  Integrale  von  F^  =  0  unter  der  Form  ,», .  uju^^u^dx,  etc. 
und  aus  den  Grössen  s,  bis  «,„_,,  in  beliebiger  Reihenfolge  genommen  m  —  h 
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Integrale  von  /■,„_a  =  0  unter  der  Form  No.  1  (7.),  alsdann  ans  den  Integralen 
von  F,,  =  0  und  /"„,_,,  =  0  die  Integrale  von  f„  =  0  unter  der  Form  No.  1  (11.), 
so  leitet  mau  aus  diesen  Ausdrücken  m—h  Werthe  des  Integrales  u~^  von 
/■„  =  0  her  von  der  Form  (x  —  a)"2: ffai^  —  ay^  wo  g,,  vou  Null  verschieden, 

Q  =  Ti^  +  m—h—r,—  l^  aus  welchen  die  Uebereinstimmung  der  oben  ge- 
nannten Gleichungspolynome  für  r^  bis  r„_^  hervorgeht.  —  Aus  dem  oben 
Gesagten  folgt  nun,  dass  auch  für  den  Differentialausdruck  F,„_^,  bei  jedem 
singulären  Punkte  von  F„  =  0,  insofern  er  noch  in  F„_.v  =  0  singulär  ist,  die 
fundamentalen  determinirenden  Factoren  und  die  Wurzeln  der  fundamentalen 
Exponenteugleichungen  von  F„,_y—0  bis  auf  ganze  Zahlen  bekannt  sind.  Bei 
allen  anderen  singulären  Punkten  von  F,„_y  =  0  ist  der  charakteristische  Index 
gleich  Null  und  die  Wurzeln  der  zugehörigen  Exponentengleichungen  sind 
ganzzahlig.  Nachdem  F,„_.v  auf  die  canonische  Form  (/.y,  {s,  x)  =  s,,  Fj/(s,  x) 
gebracht  ist,  erhält  man  durch  das  reciproke  System  von  (py,  das  System 
für  (fy.  Dieser  Differentialausdruck  ist  also  durch  ein  System  normaler  Diffe- 
rentialausdrücke darstellbar,  von  denen  man  die  determinirenden  Factoren 
und  die  Wurzeln  der  Expouentengleichungen  bei  den  singulären  Punkten 
bis  auf  ganze  Zahlen  kennt. 

b.)  F„{y,x)  hat  nun  die  Darstellung 

(6-)       *v(y,  a;)  =  s,     F„{s,x)  =  s',     (py(s',x), 

wo  fpy  das  System  der  normalen  cauonischen  Bestandtheile  in  der  canoni- 
schen Form  von  F„  ist.  Wenn  man  von  dem  reciproken  Difterentialausdrucke 
F„[y,x)  von  F,„,  der  durch  das  zu  dein  Systeme  (6.)  reciproke  System  dar- 
gestellt wird,  die  canouische  Form  aufstellt,  so  braucht  in  dieser  das  System 
der  normalen  canonischen  Bestandtheile  nicht  mit  dem  reciproken  Ausdrucke 
von  (fy,  zusammenzufallen.  Dieses  ersieht  mau  aus  dem  Falle,  wenn  i^ 
dadurch  entstanden  ist,  dass  die  Integrale  von  <i>y  =  0  und  V^_y  =  Q  in 
einer  Differentialgleichung  vereinigt  sind,  wo  *v  ein  System  normaler 
Differentialausdrücke  ist,  ¥',„_.v  ein  homogener  linearer  Differentialausdruck 
mit  rationalen  Coefficieuten,  der  nicht  durch  ein  System  homogener  linearer 
Differentialausdrücke  mit  rationalen  Coefficieuten,  in  dem  ein  normaler  Diffe- 
rentialausdruck an  der  Spitze  steht,  darstellbar  ist.  Ein  solcher  Ausdruck 
wird  z.  B.  dadurch  gegeben,  dass  bei  einem  singulären  Punkte  von  ^„-y  =  0, 
bei  welchem  der   charakteristische  Index  gleich  m  —  N  ist,   kein  Exponent 
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zur  Bilduug-  einer  Hauptpoteuz  (No.  7  III  b.)  sich  vorfindet.  Alsdann  wird 
F,„  dargestellt  durch 

(7.)       <P,-(y,x)  =  *,     F^_As,x), 

wo  nach  No.  6  II  «.)  der  homogene  lineare  Diiferentialausdruck  mit  ra- 
tionalen Coefficienten  F„,_x  nicht  durch  ein  System  solcher  Ditferentialaus- 
drücke,  au  dessen  Spitze  ein  normaler  Diflferentialausdruck  steht,  darstellbar 
ist.  Demnach  ist  ^,v  fla-s  System  der  normalen  canonischen  Bestandtheile 
in  F,„,  und  F„,_v  hat  die  Darstellung  (5.).  Andererseits  hat  F,„  die  Dar- 
stellung 

(8.)        ^„,-.v(2^,  a;)  =  s',     Xxis',x\ 

wo  nach  No.  6  II  a.)  Xx  durch  ein  System  normaler  Differentialausdrucke 
dargestellt  wird,  welches  ähnlich  ist  einem  Systeme  für  <Py.  Die  reciproken 
Ausdrücke  von  <Py,  ^,„_y  und  /.v  seien  durch  (p,,-,  V„,_x,  X.v  bezeichnet, 
so  hat  F,„  {y,  x)  die  Darstellungen 

(9.)       ips> {y,x)=y,,     F„ {y,,x)  =  y,,     *.v {tj2 ,  x) , 

(10.)     xxiy,x)  =  Vii   ^,n-xiyi,x). 

jl/ist^2,  N'  =  m  —  N—M.  Wird  nunN^»»  — iV— 1  genommen,  so  ist 
iV>A^',  und  es  ergiebt  sich  aus  (9.)  und  (10.),  dass  (p^-  nicht  das  System 
der  normalen  canonischen  Bestandtheile  in  der  canonischen  Form  von 
F,„  {y,  x)  ist.  AVeun  eine  Differentialgleichung  ein  System  von  Haui)tunter- 
differentialgleichuugen  hat,  so  hat  die  reciproke  auch  ein  System  von  Haupt- 
unterdifferentialgleichungen. Wenn  aber  ein  Differentialausdruck  eine  nor- 
male canouische  Form  mit  mehreren  canonischen  Bestandtheilen  hat,  so 
braucht  der  zu  dem  letzten  dieser  Bestandtheile  reciproke  Difterentialausdruck 
nicht  der  erste  canonische  Bestandtheil  in  der  canonischen  Form  des  zu 
dem  ursprünglichen  Differentialausdrucke  reciproken  zu  sein.  Dieses  ersieht 
man  aus  dem  Beispiele,  wenn  man  ein  System  G  von  zwei  normalen  Diffe- 
rentialausdrücken mit  verschiedenen  determinirenden  Factoren  i2i  und  i2> 
nimmt,  so  dass  in  der  Differentialgleichung  G  —  0  nicht  die  Integrale  einer 
solchen  Differentialgleichung  enthalten  sind,  in  welcher  ein  normaler  Diffe- 
rentialausdruck mit  dem  determinirenden  Factor  i2,  gleich  Null  gesetzt  ist 
(s.  Abli.  Bd.  83  No.  8  I  p.  145),  und  wenn  man  die  Integrale  von  G  =  0 
mit  den  Integralen  anderer  Differentialgleichungen  //(,)  =  0  bis  H^,y  =  0,  iu 
denen  normale  DifferentialausdrUcke  mit  von  den  vorigen  und  unter  einander 
verschiedenen   determinirenden  Factoren   gleich  Null  gesetzt  sind,   in  einer 
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Differentialgleichung  F„,  =  0  vereinigt.  Diese  Differentialgleichung  enthält 
dann  auch  nicht  die  Integrale  einer  solchen,  in  welcher  ein  normaler  Diffe- 
rentialausdruck mit  dem  determinirenden  Factor  ^20  gleich  Null  gesetzt  ist. 
Denn  sonst  müssten  die  Integrale  derselben  auch  die  Differentialgleichung 
G  —  0  erfüllen,  weil  anderenfalls,  wenn  man  die  linearunabhängigen  Inte- 
grale beider  Differentialgleichungen  in  einer  Differentialgleichung  vereinigte, 
die  Integrale  dieser  und  die  von  H^^^  =  0  bis  H^,)  =  0  unter  einander  linear- 
unabhängig  wären  (Abh.  Bd.  83  No.  7  IV  c.))  und  mehr  als  m  linearunab- 
hängige Integrale  von  F„,  =  0  bilden  würden.  Demnach  ist  der  zweite 
canonische  Bestandtheil  von  F„,  ein  normaler  Differentialausdruck  mit  dem 
determinirenden  Factor  122,  während  der  reciproke  Differeutialausdruck  von  F,„ 
F,„  zum  ersten  cauonischen  Bestandtheil  einen  solchen  hat,  zu  dem  mehrere 
Hauptunterdifferentialgleichungen  gehören. 

c.)  Nachdem  nun  der  nichtuormale  canonische  Bestandtheil  von  F,„ 
Fm-N(ß,  x)  die  Darstellung  (5.)  erhalten  hat,  ist  von  dem  Differential- 
ausdrucke (fy.  {s',  x)  in  (5.)  die  canonische  Form  nach  dem  Verfahren  von 
No.  8  I  c.)  herzustellen,  dieselbe  ist  also  eine  normale.  Die  Integrale  der 
Differentialgleichnng  (fy,  =  0  bei  einem  sitigvlüren  Punkte  von  F„  =  0  werden 
nach  I.  oder  II.  hergeleitet.  Wenn  bei  einem  solchen  Punkte  x  =  a  Fji,{s,  x) 
in  (5.)  normal  ist,  so  werden  die  Integrale  von  F^^  =  0  bei  demselben  Punkte 
durch  das  mehrfache  Integral  No.  1  (9.)  dargestellt.  Werden  die  Integrale 
von  *^v  =  0  und  (p^.  =  0  bei  diesem  Punkte  durch  die  mehrfachen  Integrale 
No.  1  (11.)  gebildet,  und  bildet  man  aus  den  mehrfachen  Integralen  für 
'Py  =  0,  Fjt,  =  0  und  (fx  =  0  gemäss  dem  Systeme  (6.)  ein  Integral  wie  No.  1 
(11.),  so  stellt  diese  Integralformel  die  ?n  linearunabhäugigen  Integrale  von 
F„,  =  0  bei  diesem  Punkte  dar:  dieselben  haben  Entwickelungen  der  Form 
No.  1  (21.).  Entsprechend  bei  x  =  oc  vermittelst  der  Substitution  x  =  t~\ 
Kommt  nun  ein  Integral  von  F,„  =  0  in  Betracht  der  Art,  dass  der  Grruppen- 
exponent  in  dessen  Entwickelung  sich  nicht  in  den  Entwickelungen  der 
Integrale  von  Fv=0  und  y.v- =  0  vorfindet,  so  muss  dieses  Integral  sich 
durch  die  Integrale  von  *,v  =  0  mit  demselben  Gruppenexponenten  aus- 
drücken lassen,  die  Behandlung  desselben  kommt  demnach  auf  die  Betrach- 
tung dieser  in  dem  Früheren  untersuchten  Differentialgleichung  zurück. 

Greifswald,  den  27.  Juli  1880. 


Abilnick  ans  dem   „Journal  liir  die  reine  und  angewandte  Mathematik'-,  Bd.  91. 
Druck  von  G.  Reimer  in  Berlin. 
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Zur  Theorie  der  linearen  DifFerentialgleichungen. 

(Nachtrag  zu  der  Abhandlung  Seite  79  dieses  Bandes.) 
(Von  Herrn  L.  W.  Thome  in  Greifswald.) 


VV  eiin  die  lutegrale  der  Differentialg-leichmig  F„  {y,  x)  —  Q  in  No.  1 
aus  der  Integraltbrmel  No.  1  (11.)  entnommen  werden,  so  ergiebt  sich  der 
constante  Factor  c  in  der  Difterentialdeterminante  dieser  Integrale  No.  1  (16.) 
als  rationale  Function  gegebener  Constanten  No.  1  (18.).  Da  diese  Deter- 
minante gleich  »1, »2 ...,«,„  No.  1  (14.)  wird,  so  ist  es  für  den  Werth  der- 
selben beliebig,  ob  und  welche  Constauten  in  Formel  No.  1  (11.)  bei  der 
jedesmaligen  Integration  addirt  werden,  was  auch  ans  No.  1  (13. i  folgt. 
F,„  habe  nun  die  Darstellung  durch  eine  normale  canonische  Form  (No.  9). 
Findet  sich  gemäss  No.  9  II  b.) ,  dass  man  ¥„,  durch  ein  System  normaler 
Ditferentialausdrücke  darstellen  kann,  welches  die  in  No.  1  vor  a.)  ange- 
gebene Eigenschaft  hat,  so  kann  man  aus  diesem  System  alle  Integrale 
entnehmen  und  erhält  den  constanten  Factor  in  ihrer  Diiferentialdetenuinante 
durch  No.  1  (18.).  Es  soll  nun  hier  gezeigt  werden,  dass  man  im  Allge- 
meinen aus  der  normalen  canonischen  Form  von  F,„  solche  Systeme  nor- 
maler Ausdrücke  herleiten  kann,  welche  bei  einem  singulären  Punkte  von 
F,„  =  0  die  Gruppenexponenten  einstellig  enthalten,  aus  denen  sich  demnach 
gemäss  No.  5  und  9  die  Integrale  von  F,„  =  0  herleiten  lassen  und  zwar 
solche  Integrale,  die  man  successive  durch  eine  Integraltbrmel  wie  No.  1 
(11.)  ausdrücken  kann,  aus  welcher  Formel  dann  der  constante  Factor  in  der 
Di/ferenlialdeterminante  No.  1  (16.)  sich  als  rationale  Function  gegebener  Con- 
stanten nach  No.  1  (18.)  ßndet  (vgl.  No.  5  I  b.)). 

a.)  Man  habe  eine  Anzahl  Differentialausdrücke  Xr  {y,  x)  (r  =  1 . . .  s) 
von  der  Form  (p,{y,  x)  =^  yi,  if^iy^^x),  wo  7-,.  und  y,  Systeme  normaler 
Differentialausdrücke  sind,  (f^  sich  auch  auf  y  reduciren  kann  und  (f,  gleich 
y  ist.  Bei  einem  singulären  Punkte  von  F,„  =  0  soll  das  System  t/v  einen 
bei  diesem  Punkte  normalen  Ausdruck  (No.  5  I  «.))  bilden,   und   es  sollen 
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die  Gnippeuexponeiiten  aus  y,.  niclit  in  den  Bestandtheilen  von  (p,.  vorkommeu. 
Es  werden  Integrale  von  (p,.  —  y^ ,  i/A  =  ^  in  der  Anzahl  a^ ,  der  Ordnung 
von  Vr,  genommen,  in  denen  die  «/,  linearunabliängig  sind;  diese  Integrale 
beir=l...s  sollen  ein  System  linearunabliängiger  Integrale  von  F,„  =  0 
bilden.  Nvin  seien  die  Ausdrücke  /^  so  beschaffen,  dass  wenn  die  Integrale 
von  Xi  =  0  bis  Xr-i  =  0  in  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung 
G  =  0  vereinigt  sind,  diese  auch  die  Integrale  von  (pr  =  0  enthält,  während 
die  angenommenen  a,.  Integrale  von  y>  =  !/,,  V'r(2/n  x)  =  0  von  denen  in  G  =  0 
linearunabhüngig  sein  sollen. 

Es  werden  nun  die  Integrale  von  G  =  0  und  Xr  =  0  in  einer  Differen- 
tialgleichung vereinigt  (vgl.  No.  7  I).  Die  in  dem  Satze  betrachteten  «^  Inte- 
grale von  /r  =  0  sollen  aus  der  Differentialgleichung 

( 1 .)       (Pr(y,x)=  litrijdx  ,u-,^  Uy2  ■ .  y,Wri-i  ."rt  dx  (/  =  !...«,) 

hervorgehen,  wo  /n,.,  von  der  Form 

u 

c„  von  Null  verschieden,  u\  von  der  Form  ^c_,,(a;  — a)"''  oder  gleich  Null 

ist.  ,«,.;  sei  gleich  e"'>,.;  gesetzt.  Setzt  man  die  a,.  Integrale  aus  (1.)  in 
G{y,x)  ein,  so  erhält  man 

(2.)       G[y,x)  =  e'"''o^i/dxa~,^o^^.../o~ilia^idx  (/=l...c(^), 

wo  die  a  Ausdrücke  von  der  Form  (a;—a)^^^,,(a;  —  o)''  sind,  k,  von  Null   ver- 

u 

schieden  ist,  und  diese  Ausdrücke  sich  auf  folgende  Weise  ergeben.     Der 

Difterentialausdruck  G  sei   auf   die   Form   gebracht   (fr {y,  x)  =  yi,  y  {y^ ,  x). 

Es  sei  yie""'«,  x)  =  e'y'  {u,  x)  gesetzt.  Dann  sind  in  y'  {u,  x)  die  «^  Ausdrücke 

(3.)       M  =  v,ijdx  j'h  '  Vr2 . .  .Jv'ili  v^idx  {1=1...  a^) 

zu  setzen,  wodurch  man  a^  linearunabhängige  Grössen  erhält,  so  dass  man 
dem  Resultate  die  Form  geben  kann 

(4.)       y'{u,x)  —  a,^  1  dxn^^^a,.2...  1  o~il.x0^fdx  (/=!...«,.), 

wo  nun  die  Ausdrücke  der  a  zu  bestimmen  sind.     Es  ergiebt  sich 

(5-)  /(ni,iC)     =     f^rl- 

^Yird  (T^i  -T-  a'^y'  {n,  x)  oder 

^6.)       y{u,x)  =  a,,      -^ ^a,  =  ft{u,x) 


I 
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gesetzt,  so  folgt  hieraus,  weil  ß  {v,i  ^x)  =  0  ist, 

du        d\ogv 
dx  dx 


(7.)        --r- -r- — ?<  =  M,,     y  (Uy,x)=ii{u,x). 


Setzt  man  in  y" (?/,  x)  ein  i^^,  idx, v~-} v^z---  h'n-x >', / ^x,  so  erhält  mau 

(8.)       y" {u,  x)  —  a,.2  f dx a~} o^^...  la'L^ o,., dx  (/  =  2 . . . ß^) 

und  hat  in  Bezug  auf  y"  in  derselben  Weise  wie  in  Bezug  auf  y'  zu  ver- 
fahren u.  s.  w.     Wenn  man  nun 

setzt,  so  ergiebt  sich  (vgl.  Abhdl.  Bd.  83  No.  9  (2.)),  dass  die  in  Betracht 
gezogenen  m  Integrale  von  F,„  =  0  in  der  Integralformel 

(10.)       r.Jdx  TT'  T. . . . /J-ri,  T,dx  (b  =  1 . . .  »0 

enthalten  sind,  in  welcher  der  Zeiger 

Ul.)        b  =  ai-{-a.-\ [-ct^_,  +  c  =  rc  Q^/"'*) 

ZU  setzen  ist,  alsdann  die  Werthe  der  r  aus  (9.)  zu  nehmen  sind.  Der  con- 
stante  Factor  in  der  Differentialdeterminante  dieser  Integrale  ergiebt  sich 
dann  nach  No.  1  (18.)  durch  das  Product  der  Grössen  A-,,  in  den  o  als 
rationale  Function  gegebener  Constanlen. 

Entsprechend  ist  es  bei  x  ~  -x^  indem  x  =  t~^  in  G  =  0  und  ■/_,  =  0 
eingesetzt  wird  (vgl..  No.  5  (5.)  (6.)). 

b.)  Der  in  a.)  enthaltene  Satz  ist  anwendbar  auf  den  allgemeinen 
Fall,  der  in  No.  9  II  6.)  (Schluss)  angegeben  ist.  In  diesem  Falle  sollen 
die  Systeme  x^  des  Satzes  a.)  so  gebildet  werden,  dass  auf  das  System  der 
vorhergehenden  canonischen  Bestandtheile  von  F„  als  (fr  folgt  der  Differen- 
tialausdi'uck  »/v  der  Art,  dass  VV  —  ^  die  Integrale  der  llauptunterdifferen- 
tialgleichungen  des  folgenden  canonischen  Bestandtheiles,  Avelche  den  zu 
dem  singulären  Punkte  gehörenden  determinirenden  Factor  No.  5  I  a.)  über- 
einstimmend haben,  enthält.  Diejenigen  /,.,  in  denen  i/v  aus  liauptunterdiffe- 
rentialgleichungen  desselben  canonischen  Bestandtheiles  hervorgeht,  sollen  auf 
einander  folgen.  Ferner  ist  der  Satz  in  a.)  anwendbar  auf  den  Fall,  wo  die 
in  No.  9  II  b.)  gestellten  Bedingungen  dahin  abgeändert  werden,  dass  wenn 
Hauptnnterditferentialgleicliungen  zweier  canonischen  Bestandtheile  R  und  T 
und  das  System  der  zwischen  liegenden  canonischen  Bestandtheile  S  (wo 
S  auch   nullter  Ürdnunsr   sein   kann)   bei   diesem  Punkte    übereinstimmende 
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deternnnireucle  Factoren  haben,  alsclanu  von  den  Wurzeln  der  Exponenten- 
o-leichungen  der  zugehörigen  bei  demselben  Punkte  regulären  Ausdrücke 
nur  vorausgesetzt  wird,  dass  diese  Wurzeln  zusammen  betrachtet  sich  von 
solchen  Wurzeln  bei  anderen  Hauptunterdifferentialgleichungen  nicht  um 
ganze  Zahlen  unterscheiden.  Hat  dann  ß  die  Form  R'  (ij,  x)  =  y^.  R"{y,,x). 
wo  R'  —  0  die  Integrale  der  übrigen  Hauptunterdifferentialgleichungen  aus 
R  vereinigt  enthält,  und  hat  T  die  Form  T'{y,x)  =  yi,  T'iyi,x),  wo  T' =  0 
die  Integrale  der  in  dem  Vorhergehenden  in  Betracht  gezogenen  Haupt- 
uiiterdifterentialgleichungen  von  T  vereinigt  enthält,  so  wird  der  bezügliche 
Ausdruck  tpr  gleich  R"  {y,  a?)  =  «/, ,  S  (y, ,  x)  =  y, ,   T  {y^ ,  x). 

In  diesen  beiden  Fällen  seien  nun  die  Integrale  aus  (1.)  aufgestellt. 
Wird  y  {n,  x)  gebildet  und  ist  die  Ordnung  von  y'  gleich  /,  so  ist  entweder 
in  ^'  =  0  der  charakteristische  Index  h  gleich  l ,  oder  wenn  derselbe  kleiner 
als  l  ist,  so  enthält  die  Exponentengleichung  von  7'  =  0  Wurzeln,  die  sich 
von  den  Exponenten  in  den  v  nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden  (vgl. 
No.  8  a.)).  Wenn  daher  die  Coefficienten  in  /'  mit  g  bezeichnet  werden 
und  die  Ordnung,  in  welcher  g^,  für  x  =  a  unendlich  wird,  n,,  (^0)  ist,  so 
ist  die  Grösse  Zr„  hi  a,., 

I  +  (^.+.  {x-aY'-  ^'),=„  p, . . .  {Q-{l-h)  +  2)  + . . .  +  (^,  {x-df"  +'-'%=„]  c 
lu  /"  —  0  ist  dann  gleichfalls  der  charakteristische  Iudex  h  entweder  gleich  ^ 
oder  die  Exponentengleichung  von  y"  =  0  enthält  Wurzeln,  die  sich  von 
den  ICxponenten  in  den  r  nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden  u.  s.  w. 

Hieraus  und  aus  (6.)  und  (7.)  ergiebt  sich,  dass  man  von  der  Ent- 
wickelung  jeder  Grösse  r  nur  das  Anfangsglied  Ct,{x  —  aY'~  zu  kennen 
braucht,  um  den  Anfangscoefficienten  A-,,  in  jeder  Grösse  a  zu  erhalten  und 
durch  das  Product  der  Grössen  ä\,  den  gesuchten  constanten  Factor  in  der 
Differentialdeterminante  zu  finden. 

Greifswald,  24.  Juni  1881. 


(12.) 


Bemerkung:  In  dem  Jabrbuche  über  die  Fortscbritte  der  Matbematik 
Jahrgang  1879  findet  sieb  ein  Referat  über  meine  Abbaudluog  im  87.  Bande  dieses 
Journals,  in  welcbem  dieselbe  mit  der  Abbandlung  des  Herrn  Fuchs  im  75.  Bande  ver- 
glicbcn  wird.  Dieses  Referat  bedarf  der  Bericbtigung.  Da  die  Discussion  der  Bezie- 
bungen  zwiscben  beiden  Abhandlungen  von  allgemeinerem  Interesse  zu  seiu  scheint, 
so  möge  dieselbe  hier  feieren. 
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Von  Herrn  Fuchs  ist  auf  die  lineare  Differentialgleichung  (,Abth.  II  No.  4  etc.) 
mit  der  unabhängigen  Variabein  s  eine  rationale  Substitution  z  =  F[tc)  im  Allgemeinen 
von  höherem  als  erstem  Grade  angewandt  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  den  sin- 
gulären  Punkten  ;■  im  Endlichen  entsprechenden  Punkte  w  =  «t  sämmtlich  auf  die  Peri- 
pherie eines  Kreises  £  verlegt  werden,  dessen  Mittelpuukt  jc  =  0  dem  Punkte  :■  =  oo  ent- 
spricht. Dann  werden  die  Integrale  bei  ic  —  0  (Xo.  5)  durch  die  bei  a^  ausgedrückt  und 
die  hierbei  in  den  linearen  Ausdrücken  der  Integrale  vorkommenden  Constanten  aufgesucht 
(No.  6,  7,  8,  9).  Es  werden  also  die  linearen  Relationen  zwischen  den  Integralen  der 
ursprünglichen  Differentialgleichung  bei  den  singiilären  Punkten  im  Endlichen  einerseits  und 
zwischen  den  Integralen  bei  s  =  cc  andererseits  aufgestellt  (No.  10).  Die  aus  den  Con- 
stauten  in  diesen  Relationen  hervorgehenden  Substitutionen,  die  inversen  Substitutionen  und 
die  Substitutionen  der  Constanteu,  die  bei  dem  Umgänge  um  je  einen  singulären  Punkt 
sich  ergeben,  werden  zusammengesetzt  als  Substitutionen  S  und  auf  das  Integralsystem 
bei  s  =  00  angewandt  (No.  11).  Die  Integrale  dieses  Systemes  sind  eiuwerthig,  so  lange 
eine  aus  dem  Endlichen  durch  die  singulären  Punkte  ins  Unendliche  gezogene  Linie 
nicht  überschritten  wird.  Die  Darstellung  derselben  für  dieses  Gebiet  ist  Grundaufgabe 
der  Abhandlung  (Abth.  I,  Abth.  II  No.  12).  Die  Uebergänge  dieser  Integrale  über  die 
Abschnitte  der  genannten  Linie  zwischen  je  zwei  aufeinander  folgenden  singulären  Punk- 
ten werden  durch  die  vorhin  erwähnten  Substitutionen  S  und  ihre  inversen  vermittelt 
(No.  13).  Um  ein  bei  einem  Punkte  entwickeltes  Integral  auf  vorgeschriebenem  Wege 
fortzusetzen,  wird  dasselbe  durch  das  bei  z  =  oc  entwickelte  System  ausgedrückt 
(No.  10,  14),  alsdann  die  Fortsetzung  durch  Anwendung  der  Substitutionen  S  und  ihrer 
inversen  bewerkstelligt  (No.  13).  Wenn  die  Integrale  bei  den  oben  genannten  Punkten 
tc  =  0  und  ?r  =  a^  regulär  sind,  so  werden  für  die  gesuchten  Constanten  die  Ausdrücke 
No.  9  (4.)  gegeben.  Von  diesen  Ausdrücken  ist  aber  die  Convergenz  in  dem  Punkte 
«i  nicht  nachgewiesen,  ferner  ist  die  Convergenz  der  bei  Darstellung  der  Integrale 
von  s  =  oc  in  No.  12  geforderten  bestimmten  Integrale  nicht  gezeigt. 

Dagegen  ist  in  meiner  Abhandlung  (No.  3,  4,  10)  bewiesen,  wenn  man  auf 
die  Differentialgleichung  mit  der  unabhängigen  Variabein  .r  eine  Transformation  x  =  fi(^) 
anwendet,  bei  welcher  ein  singulärer  Punkt  in  ^  =  0  und  einer  in  ^  =  1  fällt,  die 
anderen  aber  ausserhalb  des  Kreises  um  ^  =  0  als  Mittelpuukt  mit  dem  Radius  1  liegen 
(jedoch  dürfen  ausserwesentlich  singulare  Punkte  noch  auf  oder  in  diesem  Kreise 
liegen  No.  6  e.)),  und  wenn  die  Integrale  bei  ^  =  0  und  |  =  1  regulär  sind,  dass  als- 
dann in  den  linearen  Relationen,  welche  die  Integrale  bei  ^  =  0  durch  die  bei  ^=1  dar- 
stellen, die  Ausdrücke  für  die  gesuchten  Constanten  in  dem  Punkte  |  =  1  selbst  immer 
convergiren.  Die  einfachste  hierzu  dienende  Transformation  ist  eine  rationale  Sub- 
stitution ersten  Grades,  sobald  die  ^  =  0  und  ^  =  1  entsprechenden  siugulären  Punkte 
der  ursprünglichen  Differentialgleichung  irgendwie  in  dem  von  einem  Kreise  begrenzten 
Gebiete  liegen  (welches  auch  .r  =  a;  enthalten  darf),  ausserhalb  welches  die  übrigen 
singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  sich  finden.  Ich  ziehe  daher  durch  die 
singulären  Punkte  eine  sieh  selbst  nicht  schneidende,  in  sich  zurücklaufende  Linie 
(No.  6),  so  dass  entweder  je  zwei  auf  einander  folgende  singulare  Puukte  schon  die 
voihin  angegebene  Lage  haben  (z.  B.  wenn  alle  singulären  Punkte  im  Endlichen  auf 
einer  Geraden  oder  auf  einem  convexen  Polygon  liegen),   oder  dass,    nachdem  noch 
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einzelne  Punkte  auf  jener  Cur ve  im  Endlichen  oder  Unendlichen  hiuzugenommeu  sind, 
nun  je  zwei  auf  einander  folgende  der  fixirten  Punkte  sich  in  jener  Lage  befinden. 
Alsdann  stelle  ich  mittels  der  vorhin  bezeichneten  Anwendung  einer  rationalen  Substi- 
tution ersten  Grades  die  linearen  Relationen  zwischen  den  Integralen  bei  je  einem  dieser 
Punkte  und  dem  nächstfolgenden  auf  jener  Curve  auf.  Sind  die  Integrale  nicht  regulär,  so 
werden  die  Ausdrücke  No.  .3  (3.)  der  Constanten  in  einem  nichtsingulären  Punkte  ge- 
nommen. Die  Substitutionen  der  bei  diesem  Verfahren  erhaltenen  Constanten  und  die 
Substitutionen  derjenigen  Constanten,  die  bei  dem  Umgänge  um  je  einen  singulären 
Punkt  sich  ergeben,  sind  zusammenzusetzen,  und  auf  das  bei  einem  singulären  Punkte 
entwickelte  Integralsystem  anzuwenden,  um  ein  bei  irgend  einem  Punkte  gegebenes 
Integral  fortzusetzen.  Letzteres  Integral  wird  ebenfalls  durch  eine  rationale  Trans- 
formation ersten  Grades  vermittelst  der  Integrale  bei  einem  singulären  Punkte  (z.  B. 
dem  nächsten,  eventuell  x  =  cc)  ausgedrückt  und  die  Darstellung  der  Fortsetzung  auf 
vorgeschriebenem  Wege  auf  eine  Zusammensetzung  der  vorhin  genannten  Substitutionen 
reducirt  (No.  6  c.)).  Die  Ditferentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe  dient  als 
Beispiel  des  Verfahrens  (No.  8). 

Was  nun  die  Convergenz  der  Ausdrücke  No.  9  (4.)  in  der  Abhandlung  des 
Herrn  Fuchs  angeht,  so  kann  man  diese  Ausdrücke  vermittelst  einer  rationalen  Sub- 
stitution ersten  Grades  transformiren,  die  einen  Kreis,  welcher  neben  dem  Punkte 
ut  =  0  nur  einen  der  Punkte  w  =  «t  enthält,  conforra  auf  den  Kreis  in  der  | -Ebene 
so  abbildet,  dass  w  =  0  und  ic  =  Uf,  bezüglich  |  =  0  und  |  =  1  entsprechen.  Die 
so  transformirten  Ausdrücke  convergiren  nach  dem  vorhin  angegebeneu  Resultate  meiner 
Abhandlung.  Es  bleibt  dann  aber  noch  die  oben  bezeichnete  Schwierigkeit  in  Bezug 
auf  die  von  Herrn  Fuchs  in  No.  12  gebildeten  Integrale. 

Im  Allgemeinen  wird  es,  wenn  die  Fortsetzung  der  Integrale  einer  linearen 
DiiTerentialgleichung  ausgedrückt  werden  soll,  darauf  ankommen,  die  Constanten  in 
linearen  Relationen  in  möglichst  einfacher  Form  darzustellen. 

Ich  bemerke  noch  in  Bezug  auf  die  in  dem  Referate  enthaltene  Aeusserung 
über  No.  7  meiner  Abhandlung,  dass  der  Leser  die  Unrichtigkeit  dieser  Aeusserung 
schon  nach  der  Lektüre  der  ersten  vier  Seiten  dieser  Nummer  erkennen  kann. 

Nieder-Dollendorf  bei  Bonn  im  August  1881. 


Abdnick  aus  dem  „Jownal  für  die  reine  und  augewandte  Mathematik",  Bd.  91. 
Druck  von  G.  Reimer  in  Berlin. 
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Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleicliungen. 

(Fortsetzung:  siehe  Bd.  91  dieses  Journals.) 


Von 


Xj.    Vv^.    Thome. 


(Sonderabdruck  aus  Heft  1  Bd.  i^ö  des  Journals  für  die  reine  und  angewandte  Matbemutik.) 


Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

(Fortsetzimg;  siehe  Bd.  91  dieses  Jom-nals.) 


Von 


L.  y^.  Th 


(Sonderabdruek  aus  Heft  1  Bd.  95  des  Journals  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.) 


In  dieser  Abhandlung-  ist  die  Integration  der  homogenen  linearen 
Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten,  in  welchen  der  Diff'erential- 
ausdrnck  durch  ein  System  normaler  Di/ferentialamdrücke  darstellbar  ist,  im 
Anschlüsse  an  die  früheren  Untersuchungen  des  Verfassers  über  diesen 
Gegenstand  vollständig  durchgefiihrl.  Die  Integration  dieser  Ditterentialglei- 
chungeu  geht  von  der  Darstellung  der  Integrale  bei  den  singulären  Pnnkten 
aus,  und  diese  Darstellung  gründet  sich  darauf,  eine  durch  successive  Inte- 
grationen aus  vorgelegten  Functionen  zu  bildende  Function  durch  bestimmte 
Integrale  auszudrücken,  welche  dieselben  Functionen  enthalten.  Die  hier- 
auf bezüglichen  Ausdrücke  sind  hier  bei  beliebigen  Exponenten  in  den  zu 
integrirenden  Functionen  aufgestellt  (No.  1).  Es  ergiebt  sich,  dass  eine  solche 
Darstellung' durch  bestimmte  Integrale  auf  allgemeinere  Functionen,  als  die- 
jenigen bei  den  hier  betrachteten  Diiferentialgleichungen  sind,  sich  anweiulen 
lässt,  nämlich  solche,  wie  sie  bei  einem  beliebigen  singulären  Punkte  einer 
homogenen  linearen  Differentialgleichung  vorkommen,  in  dessen  Nähe  die 
Coefficienten  abgesehen  von  diesem  Punkte  einwerthige  und  stetige  analytische 
Functionen  sind.  Aus  dieser  Darstellung  folgt  die  Entwickelung  der  Inte- 
grale der  betrachteten  Differentialgleichungen  (No.  2).  Es  ist  im  Anschluss 
an  die  früheren  Abhandlungen  des  Verfassers  in  No.  8  die  Werthberechnung 
der  Integrale  mit  beliebig  vorgeschriebener  Annäherung  und  in  No.  4  die 
Bestimmung  der  Coustanten  bei  der  Fortsetzung  der  Integrale  gegeben. 
In  No.  5  ist  alsdann  die  Integration  der  untersuchten  Differentialgleichungen 
im  Zusammenhange  dargestellt.  Die  algebraischen  Aufgaben,  die  bei  der 
gegebenen  Behandlung  der  hier  integrirten  Differentialgleichungen  auftreten, 
sind  in  No.  7  untersucht. 
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1. 

Bei  einem  singiilären  Punkte  im  Endlichen  x  —  a  einer  Differential- 
gleichung- der  betrachteten  Art  sind,  siehe  Xo.  5,  Integrale  von  folgender 
Form  zu  entwickeln: 

(1.)        »i  /  dxti^^  lu      ■■•  I  dx  li^l^  11^  I  u~r^  Udx, 

wo  die  Grössen  u  die  Form 

(2.)       e"  (x—ay/Jx—a) 
haben,   U  die  Darslellnng 
(3.)       e"(x-ö)?j/,>-a)-i-/.(j;— a)log(a;-a)-i 'rX,(x—a)(log(x-a)y'^\ 

besitzt  und  die  Grössen  w,  u  gleich  Null  oder  von  der  Form  ^c_,,(x  — o)"", 

1 

die  Grössen  /,  /,  bis  /,  von  der  Form  2:C:^(x~ay  sind.     Bezeichnet  »r^  die 

Grösse  w  in  fi,.,  so  soll  u  —  tc;,  von  Null  verschieden  sein.  Es  wird  ein 
Kreis  um  x  =  a  als  Mittelpunkt  genommen,  in  welchem  die  Grössen  /  in 
(/  einwerthig,  stetig  und  von  Null  verschieden,  die  Xi  in  U  einwerthig  und 
stetig  sind.  Bei  den  Integrationen  in  (1.)  soll  jedesmal  das  constante  Glied 
annullirt  werden.  Alsdann  erhält  die  Entwickelung  des  Ausdruckes  (1.) 
in  dem  angenommenen  Kreise  die  Form 

(4.)      (x  —  ay+'\(fi(x-a')  +  cp,Xx-c()\og(x-a)-\ \-  (f',(x—a){\og(x-ay)'''^\, 

wo  c  eine  ganze  Zahl  ist,  und  wo  die  Grössen  (f  in  diesem  Kreise  abgesehen 
von  a;  =  a  einwerthige  und  stetige  analytische  Functionen  sind  und  solche 
Functionen  bleiben —  wenigstens  in  dem  Bezirke  von  x  =  (t  bei  der  Differential- 
gleichung (Abh.  Bd.  87  No.  1). 

Diese  Entwickelung  ist  aufzustellen,  welches  auch  die  Exponenten  x 
in  den  Grössen  u  sein  mögen.  Bei  den  in  Abh.  Bd.  91  betrachteten  Inte- 
gralen war  vorausgesetzt,  dass  die  Exponenten  x  sich  von  dem  Exponenten 
(j  in  U  nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden. 

I.     Zu  dem  Zwecke  ist  die  Integralfunction 

(5.)        /  (x—ayip(x—a)(]og(x—a)ydx 

darzustellen,  wo  V'(x— a)  in  einem  Kreise  um  x  =  a  als  Mittelpunkt  ab- 
gesehen von  diesem  Punkte  eine  einwerthige  und  stetige  analytische  Function 
ist,  daher  die  Entwickelung 

X  — == 

(6.)        2^  c., (x — ay -r  ^  c_,  C.r  —  o)' 
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hat,  n  ganzzalilig  uud  positiv  (^0)  ist,  das  coiistante  Glied  in  der  Ent- 
wickeluug  (IntegTationseonstaiite)  anmülirt  wird. 

a)  In  (5.)  sei  r  »icht  ganzzalilig. 

Es  ist 

j  /  i(x—a)(].og(x—a))"dx 

I  =  7](x  —  a)(\og(x—a))"-n/t(x—a)(\og(x—a))"~^dx, 

(7.)      (  ^ 

§(x  —  a)  =  (x—ayrf'(x—a),    rj(x  —  a)=/^(x  —  d)dx, 

\  Ux-a)  =  ~^^z:^v(x-a). 

Deninacli  ist  die  Integralfunction 

(8.)        /  (a-— a)''i/'(ic— a)rfj" 

darzustellen,  in  welcher  die  Integrationsconstante  amniUirt  wird.  Dieses 
geschieht  durch  ein  bestimmtes  Integral.  Ein  Integral  erstreckt  über  die 
Peripherie  des  Kreises  um  den  Nullpunkt  der  Constructionsebene  als  Mittel- 
punkt  mit  dem  Eadius  1,    von    1   an  in  positiver  Richtung  (von  +1  nach 

+  i  hin)  bis  zu   1   zurück,    werde    durch    /     bezeichnet.     Dann  ist,  wenn 

der  Anfangswerth  von  logr/  für  c.  =  1  gleich  Null  genommen  wird,  und  a 
ganzzahlig  ist, 

l»-;        e2^,v_i  ./    «     aa  -  ^,^.  _^  je  aa-  ,.^^^^ 

1  1 

Daher  wird 

(10.)       Z  —    ,  ^  ,  . \-2  — ^n — Ti =      ..„-.    r-  /   n\(x  —  a.)a)a'  da. 

Die  Integration  in  den  einzelnen  Gliedern  der  Potenzreihen  ist  gestattet, 
weil  die  Reihen  für  Werthe  .t  innerhalb  des  betrachteten  Kreises  (abgesehen 
von  x  —  d)  und  die  vorkommenden  Werthe  a  in  gleichem  Grade  couver- 
giren.  (Ueber  die  Convergenz  in  gleichem  Grade  vgl.  die  Abh.  Bd.  87, 
No.  4  Anfang.)     Wird  nun 

(11-)     J     e-'^'"— 1  0((^-«)"i)  =   Ui(x-a) 

gesetzt,  so  geht  die  Formel  (7.)  über  in: 

{j(x—ayyj(x~a)(\og(x  —  a))"dx  =  (j'-a)'+'f/i(x— a)(log(a;— a))" 

[  ~"/  (.^—(tyUj(x—a'){log(x  —  a))"~^dx. 
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Ist  dann  weiter 

f    rill  «;t/,((a— o)ft,)  =   U,(x-a), 


(13.) 


/  ;:.,"l|     «3't/2((j:-q>0     =     Ui^X-O),        CtC, 


1 

SO  ergiebt  sich  aus  (12.)  die  Darstellung-: 

f(x  —  ay'ii>(x—a)(\og(x  —  a)y'dx  —  (x  —  ay~^^\Ui(x  —  a^(log(x  —  a))" 
(1^0        j       -nU,(x-a)(\og(x-a})''-''+n(n~l')U,(x-aXlog(x-ay)-'-- 

I  ...  +  (_l)"„(„_l)...lJ7„^^(a;_fl)|. 

(Vgl.  Abh.  Bd.  91,  Xo.  1  b)  und  d)).  In  den  bestimmten  Integralen  kann 
nun  die  Function  xi.'(x—a)  eine  andere  Darstellung  als  durch  Reiheneut- 
wickelung  erhalten. 

6)  In  (5.)  sei  r  ganz-zak/ig. 

(x—ä)''rp(x—a)  sei  gleich   ^(x  —  a)  gesetzt  und 

(15.)        W(x-a)  =  J-  Ä-,(a;-a)'+i^  kj^x-a)'  =  -^  +  c(a;-o). 
Dann  ist 

.  /  W(x  —  a)(\ogx  —  d^)y'dx 

(16.)  (  =  -;^Oog(a:-o))"-'+r/(a;-ö)(log(a;-o))"-«/r(a;-a)(log(x-fl.))'-'dT,. 

f  r^(x-a)=J  i{x-a)dx,     t^x-a)  ^  ^--^ri(x-d). 

Ä-_i  wird  ausgedrückt  durch 

1 

wo  der  Kadius  R    einem  Kreise  um  x  =  a  als  Mittelpunkt  angehört   inner- 
halb des  bei  der  Entwickelung  von   "F'x  —  a)  angenommenen  Kreises. 
Es  ist  nun  die  Integralfunction 

(18.)       f^(x-a)dx 

daizustellen,  in  welcher  die  Integrationsconstante  annnllirt  wird;  in  u(.r— o) 

kommt  demnach  das  ( llied  nicht  vor.     Der  Anfangswerth   von  log, 3^ 

für  ß=l  werde  gleich  Null  genommen.  ß  =  e'".  Dann  ist  für  positive 
ganzzahliffe  Werthe  a.  Null  cinbegritt'en : 
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]']s  werde  lUTii 

1^  /t\(x  —  ay  —  (p(x—a)^ 
-^-      ' 
^  k^^(x—ay  ~  (x  —  d)  'x{(x  —  a)  ') 

gesetzt.     Dann  wiid 

x—a)  »°.  j 

und  yf(x—a)~^-^~-)  ist  g-estattet.     Deun  da  ^^^  von  0  bis  1  sich  ändert, 

so   couvergirt   die   Reihe  <f'\(x—a)  J'    )   für   Werthe    von  x  —  a  iinierhalb 

des  Convergenzkreises  von  q:(x—a),  die  Reihe  /_{ti  <^    j,  "  =  {x—a)"'^  für 

Werthe  von  {x  —  a)'''  innerhalb  des  Convergeuzkreises  von  /(?/)  und  zugleich 

für  die  in  Betracht  kommenden  Werthe  von    J^      in  gleichem  Grade. 

Die  Fixnctionen  if.{x—a)  und  /((x  —  a)"')  sind  nun  durch  die  Function 
H'(x—a)  auszudrücken.  Dieses  geschieht  vermittelst  der  Caucltij-Lavrent&c\ien 
Integralformel.  Nach  derselben  ist,  wenn  R'  wnä  R"  Radien  eines  Kreis- 
riuges  um  x  =  a  als  Mittelpunkt  innerhalb  des  Kreises  sind,  in  welchem 
^(x—d)  abgesehen  von  x  =  a  einwerthig  und  stetig  ist,  für  das  Gebiet 
ß'<Mod.(cr-a)-<fi" 

(23.)    n-«)  =  4^/^^^^^^+  ^  f  '^^'^^- 

^      ^  ^  ^  2ni  J      R  /.—(x—a)  2m  J      x—a  —  Rl 

Gemäss  (23.)  ist 

(24.)       ^(-a)  =  ^/^.^^^dl,         Mod.(.-«)<fi". 

Setzt  man  ferner  in  (23.)  (x  — «)  ?P"(x— a)   an  Stelle  von   '/'(.c  — a),   so  folgt 
hieraus: 

(25.)       (x-ar/XC^-c^)-')  =  ^/Tia-^-1^^-  Mod.(x-«)>fi'. 
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Mau  erhält  also  aus  (24.)  und  (25.)  als  Darstellung  von  (f^x—aj  und  x{(x—ay^') 
(26.)        ,^.-a:  =  /''LT   l-ci-'^f.'-;.)-.  nfi">-)-Mod.(a:-a)/l"-<l. 

(27.)  7.a^-^r')  =  ./^'^  1-(.r-a)-r|rr ■'^^^'^•)"      Mod.((a.-a)-)fi'  <:  1. 
Wird  nun 

1      ' ' 

gesetzt,  so  gebt  die  Formel  (16.)  gemäss  (21.)  und  (22.)  über  in 

/  [</■  (x  —  (i)  +  ./f_,  (.T  —  o)~ '+  (a;  —  a)~''-yX(x  —  o)~^)]  (log (a; — a))"  rfx 

+  (x-ar'W,{Cx-a)-JXlogix-a-)y 
-»  /\"T;(a;-a)  +  (x-a)-- TT^i((a:-a)-')](log>-a))"-V.r. 
Ist  nun  weiter 

1  ^ 

/     o   •>?    >4(^— «)^r-^^J  =  'sv-i'— «;•     etc.. 

1  ■  ' 

1  '  ^ 

so  ergiebt  sieb  aus  (30.)  die  Darstellung 


(30.) 


(31.) 


(32.) 


/V(x-o)(log(x-a))"rfx  =       '      f  ^^W{m){\og{x-a)y-^ 


1  J,[{x-a)y,(x-a)  +  (x-d)-'W,{{x-ay')](\og{x-a)y 

'■'''■'■  ~n[{x-a)V.Xx-a)  +  <ix-a)-'W,(Xx-a)-'y]{log(x-a)y-' 

l    +<«-l)[(x-a)l3(x-a)  +  (ar-«)-W3((a.-a)-')](log(a;-a))"-' 
'     ■■■^(_-iyn(n-l)...l[(x-d)r,^,(x-a)+(x-a)-'W.+,{(x-a)-% 
Die  Integrale  V  gelten  für  Wertbe  von  x.  bei  denen  Med.  (.r— o)  < /?"  ist, 
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die  Integrale  W  für  Werthe  von  x,  bei  deuen  Mod.(x  — a)  >  R'  isf.t.  und  die 
Darstellung  (33.)  gilt  für  Werthe  von  x,  bei  denen  ß'<;Mod.(x-o)  <;  R"  ist. 

In  den  bestimmten  Integralen  kann  die  Function  W  eine  andere 
Darstellung  als  durch  Reihenentwickeluug  erhalten. 

IL  Die  Formeln  (14.)  und  (33.)  loerden  mm  successive  angewandt, 
um  das  Integral  (1.)  darz-usteUen.  Es  sei  ein  Kreis  mit  dem  Radius  /?„  be- 
stimmt (s.  No.  5),  in  wek-hem  die  Functionen  -/(x  —  a)  in  den  n  einwertliig, 
stetig  und  von  Null  verschieden,  die  /,,(a;  — a)  in  U  einwerthig  und  stetig 
sind.  Sobald  der  Exponent  /•  in  der  zu  integrirenden  Function  (5.)  ganz- 
zahlig wird,  kommt  die  Formel  (33.)  in  Anwendung,  in  welcher  nun  statt 
R'  und  R"  gesetzt  werde  R\  und  fi",  wo  /i"  <  R,j  ist.  Die  Darstellung 
gilt  hierauf  innerhalb  des  Kreisringes  um  x  =  a  mit  den  Radien  R\  und  71". 
Kommt  in  der  Folge  wieder  ein  gauzzahliger  Exponent  r  in  der  zu  inte- 
grirenden Function  (5.)  vor,  so  ist  zur  Anwendung  von  (33.)  ein  Kreisring 
mit  den  Radien  R',  and  fi"  zu  nehmen,  so  dass  R[  <C  R'j  ■<.  R'i  <Z  R['  ist. 
Die  Darstellung  gilt  alsdann  innerhalb  des  Kreisringes  um  x  =  a  mit  den 
Radien  R[  und  R'^.  Und  dieses  Verfahren  ist  fortzusetzen,  bis  das  Integral 
(1.)  vollständig  dargestellt  ist. 

III.  Dieselbe  Darstellung  des  Integrales  (1.)  vermittelst  der  Formeln 
aus  I.  ist  anwendbar,  wenn  von  den  Grössen  tt  und  U  in  (1.)  nur  voraus- 
gesetzt wird,  dass  sie  in  einem  Kreisringe  um  x  =  a  als  Mittelpunkt  in  dem 
Bezirke  von  x  =  a  von  der  Form  (x  —  ayyj  sind  und  »/'  'u  diesem  Gebiete 
einwerthig,  stetig  und  von  Null  verschieden  ist.  Durch  Integrale  (1.)  mit 
dieser  Beschaffenheit  werden  aber  nach  Abh.  Bd.  75,  No.  8  die  Integrale 
bei  einem  singuläien  Punkte  x  =  a  von  jeder  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung ausgedrückt,  deren  Coefficienten  in  der  Umgebung  dieses  Punktes 
einwerthige  und  abgesehen  von  diesem  Punkte  stetige  analytische  Functionen 
sind.     Die  Entwickelung  No.  1  (4.)  gilt  dann  in  dem  Bezirke  von  x  =  a. 


2. 
Die  Functionen  (f(x  —  a)  in  No.  1  (4.)  haben  für  die  Werthe  von  x 
in  dem  Bezirke  von  x  =  a  die  Entwickelung  durch  die  Summe  von  zwei 
Potenzreihen,  von  denen  die  eine  nach  Potenzen  von  x  —  a  mit  positiven, 
die  andere  mit  negativen  ganzzahligen  Exponenten  fortschreitet.  In  dieser 
Entwickelung  sollen  die  Coefficienten  bestimmt  werden. 
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Die  Functionen  (x—a/^'(f(x—a)  genügen  einer  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  mit  rationalen  Coet'fieieuten  und  dem  Coefficienten  der 
höchsten  Ableitung  gleich  1,  die  man  nach  Abh.  Bd.  87,  No.  7,  I  aus  der 
ursprünglichen  Differentialgleichung  ohne  vorherige  Keuntniss  der  Integrale 
herleitet.  Die  C'onstanteu  in  den  rationalen  Coefficienten  dieser  Differential- 
gleichung werden  lationale  Ausdrücke  der  Constanten  in  den  Coefficienten 
der  ursprünglichen  Differentialgleichung  und  der  Coustauten  a,  die  dem  sin- 
guläreu  Punkte  angehört,  mit  rationalen  Zahlcoefficienten.  Aus  dieser  Diffe- 
rentialgleichung ergiebt  sich  eine  Kecursionsformel  für  die  Coefficienten  in 
der  Entwickelung  von  q  mit  constanter  Anzahl  der  Glieder.  Diese  Glieder 
können  nicht  alle  identisch  verschwinden,  weil,  wenn  die  Ordnung  der 
Differentialgleichung  gleich  M  ist,  und  die  Exponenten  in  der  Reihe  für  q, 
durch  a  bezeichnet  werden,  die  Potenz  a"  nicht  aus  der  Recursionsformel 
ausfallen  kann.  Es  bleibt  daher  übrig,  eine  endliche  Anzahl  von  Coefficienten 
in  der  Entwickelung  von  q  zu  bestimmen.  Eine  solche  Function  (p(x  —  a) 
ist  nach  No.  1  in  einem  Kreisringe  um  x  =  a  als  ^littelpunkt  durch  eine 
Summe  von  bestimmten  Integralen  in  endlicher  Anzahl  dargestellt  worden. 
Ist  r  in  No.  1  (5.)  nicht  ganzzahlig,  so  tritt  in  Formel  Xo.  1  (14.)  der 
Factor  (x-— a)'"'  heraus.  Dieser  Factor  kann,  wenn  r  in  No.  i  (5.)  nicht 
gauzzahlig  oder  ganzzahlig  ist,  aus  der  Darstellung  von  No.  1  (5.)  durch 
No.  1  (14.)  bezüglich  (33.)  herausgenommen  werden,  wobei  der  Ausdruck 
durch  Formel  (33.)  noch  mit  (x  — a)~^'^'^  multiplicirt  wird.  Dann  ergiebt 
sich  (lx  —  a)-'^'-(p(x  —  a)  =  (x—a)-'^''(p(_x  —  a).  Ein  bestimmtes  Integral,  Inder 
Summe,  welche  eine  Function  (p(x  —  a)  darstellt,  sei  durch  f{x  —  a)  be- 
zeichnet. In  der  Entwickelung  von  f(x  —  a)  nach  Potenzen  von  x  —  a  in 
dem  Kreisringe  wird  der  Coefficient  c^  von  (x  —  ay  durch  das  Integral 


^1-)     '^^  =/'^(ß^)-'-Y(ßO 


ausgedrückt,    wo   R  der   Radius    eines   Kreises   um   x  =  a   als    Mittelimnkt 
innerhalb  dieses  Kreisringes  ist.     Es  ergiebt  sich  also  zur  l)arstellung  von 

c,  ein  mehrfaches  Integral   gebildet   durch  Integrationen,  die  durch   /     be- 

1 
zeichnet  sind.     Die  Integrationsvariabein  kommen  vor  in  der  Art,  wie  die  (( 

No.  1  (14.),  wie  die  p'  in   ^f^  No.  1  (21.),  (22.),  (33.),   wie   die  /.  Nu.  1 

(17.),  (26.).  (27.),  endlich  als  '1  in  (1.).     Die  unter  den  Integralzeichen  vor- 
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komniendeii  Functionen  seien  als  Product  unter  die  Gesammtlieit  der  Inte- 
gralzeichen gestellt.     Jede  Integ-rationsvariable  c  führt  einen  Factor  --p — j 

1 

ein,  wo  r  nicht  ganzzahlig-  ist,  jedes  ß  einen  Factor  . ,,  jedes  A  einen 
Factor  ~{R't.)  oder  ~(R" t.y\  'C  den  Factor  ~{R'Q)-''-\    Das  Product 

dieser  Grössen  sei  durch  ^  bezeichnet,  das  Product  der  übrigen  Functionen 
durcli  B. 

I.  rt)  Das  durch  B  bezeichnete  Product  enthält  dreierlei  Arten  von 
Factoren.  Die  Factoren  der  ersten  Art  in  B  gehen  aus  den  Grössen  e-"  in 
den  ft,  ur\  e"  in  f/No.  1  (1.)  hervor,  in  denen  tc,  u  von  der  Form  2!  c_,,(a;  —  a)"' 

ist,  haben  also  Entwickehingen  der  Form  l+y:l>-^,(x-ay\  Die  Factoren 
der  zweiten  Art  werden  von  den  Functionen  x(x  —  a)  und  (/(x— a))~'  in  den 
a  und  u~\  /,,(a;-a)  in  U  gebildet.  Diese  Factoren  haben  Entwickelungen 
der  Form  ^  c^x—ay^  die  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius  /?„  (No.  1,  IL) 
convergiren.  Hierhin  gehören  noch  die  Factoren  c(x—a)%  c  eine  ratioaale 
Zahl,  a  ganzzahlig,  die  in  No.  1  (14.)  bei  a  =  0  und  (33.),  nachdem  letztere 
Formel  mit  (x  —  a)''"'^  multiplicirt  ist,  vor  den  Integralen  stehen,  und  zwar 
wenn  a  <  0  ist,  als  Factoren  der  ersten  Art,  wenn  o  ^  0  ist,  als  Factoren 
der  zweiten  Art.     Die  Factoren  der  dritten  Art  werden  durch  die  Grössen 


(2.) 


1  i-(Jar^Ru  .  =  ^((—rj(m^ 


aus  Integralen  der  Art  No.  1  (26.),  (27.)  geliefert.  In  den  Factoren  der 
beiden  ersten  Arten  steht  an  Stelle  von  x—a  ein  Product  einerseits  von  In- 
tegrationsvariabeln  a  oder  von  1  und  andererseits  entweder  von  einer  Inte- 
grationsvariiibeln  wie  B[J.,  R[! k  oder  von  der  lutcgrationsvariabeln  RQ.  In 
den  Factoren  der  dritten  Art  steht  mit  x  —  a  bezüglich  (x  —  a)"'  multiplicirt 

ein  Product  von  Variabein  -~^,  sodann  an  Stelle  von  x  —  a  ebenfalls  ein 

Zm  ' 

Product   einerseits   von  Integrationsvariabein  c  oder  von  1  und  andererseits 

entweder   von    einer  Grösse  /?[.  +  ,  A,   R[!^,'/.,   wo  R[,  <C  R[^-i  <i  R't\i  <Z  R['  ist, 

oder  von  R'C. 

b)  Das  Product  B  der  in  «)  bezeichneten  IJeihen  S,  die  in  endlicher 

Anzahl  vorkommen,   werde  in   folgender   Weise  in   eine   Reihe   entwickelt. 


I 
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Die  in  o)  enthaltenen  Reihen,  insofern  sie  ursprüng-lich  x  —  a  als  Variable 
enthalten,  convergiren  unbedingt  (d.  h.  die  IJeihen  der  ^lodulii  convergiren). 

Nun  ist  Mod.f«  =  1,  -^ß^  <L  1,  Mod.^  =  1,  Mod.^=  1  und  es  liegen  die  an 

Stelle  von  x  —  a  zu  setzenden  Grössen  R[l,  R[' K  oder  R'^  innerhalb  des 
Convergenzkreises  der  betreftenden  Reihe.  Daher  convergirt  jede  Reihe  S 
noch,  wenn  die  Coefficienten  durch  ihre  ]\Ioduln  ersetzt  werden,  und  1  statt 

jeder  der  in  derselben  vorkommenden  Variabein  a,  -^-^ ,  ^  oder  ^  einge- 
setzt wird.  Die  hierdurch  entstehende  Reihe  sei  durch  Si  bezeichnet.  Die 
Reihen  S  werden  nun  mit  einander  multiplicirt,  indem  die  Stellenzeiger  in 
diesen  Reihen  alle  ^lositiv  genommen  werden.  In  der  Reihe  für  das  Pro- 
duct  ist  also  das  Glied  mit  dem  Stellenzeiger  n  gleich  der  Summe  der  aus 
Gliedern,  von  denen  aus  jeder  Reihe  eines  herrührt,  gebildeten  Producte,  in 
denen  die  Summe  der  Stellenzeiger  gleich  n  ist.  Diese  Reihe  sei  durch  T  be- 
zeichnet. In  derselben  Weise  seien  die  Reihen  Si  mit  einander  multiplicirt,  und 
hierdurch  gehe  die  Reihe  Tj  hervor.  Die  Reihe  T  ist  eine  einfach  unend- 
liche Reihe,  deren  Glieder  ganze  rationale  Functionen  der  Variabein  c,  «"', 

— r^^,  /,  l~\  'C,  L"^  sind,  welche  Functionen  man  aufstellen  kann.    Aus  der 

Reihe  Tj  ergiebt  sich,  dass  die  Reihe  T  für  die  in  Betracht  kommenden 
Werthe  der  genannten  Variabein  in  gleichem  Grade  convergirt  (vgl.  No.  1 
bei  (10.)> 

c)  Es  steht  also  unter  der  Gesamratheit  der  Integralzeichen  die  Ent- 
wickelung  AT.  Die  Reihe  T  werde  in  zwei  Theile  getheilt  T  und  T",  so 
dass  T'  die  Glieder  der  Reihe  bis  zu  einem  Stellenzeigcr  «  einhält,  T"  die 
Reihe  der  übrigen  Glieder  ist,  also  AT— AT'  ~  AT".  Nun  ist  die  Reihe  T 
in  gleichem  (xrade  eonvergent  für  die  Werthe  der  Integrationsvariabein.  Es 
besteht  also,  während  die  in  Betracht  kommenden  Werthe  dieser  Variabein 
beliebig  bleiben,  ein  Stellenzeiger  i-  der  Art,  dass,  sobald  der  Stellenzeiger 
ii~;>  i'  ist,  Mod.  r"-<;()'  bleibt,  wo  d  eine  beliebig  klein  gewählte  Grösse 
ist.  Eine  Grösse  gleich  oder  grösser  als  die  Werthe  von  Mod.^l  werde 
durch  .1'  bezeichnet.  Es  ergiebt  sich  alsdami  für  das  Integral  von  {AT— AT). 
dass  dessen  Modul  gleich  oder  kleiner  als  Äd(2ny  bleibt,  wenn  (T-mal 
integrirt  wird  nach  0  durch  Substitution  von  e'",  0  ^  ö  ^  2n.  Also  ist  die 
Ueihe  AT  integrirbar  durch  Integration  in  den  einzelnen  Gliedern.  Bei 
Ausführung  der  Integration  wird  jedes  Integral 
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f  (R'iyR'dl  /'■  {R"iyR"d).  /•'  (BCyRdC 

1  1  I 

gleich  Null,  wenn  a  von  -1  verschieden  ist,  sonst  gleich  1,  jedes  Integral 

^*-^       ./     e--"'-i  r+a  +  i    ' 

r  niclit  ganzzahlig.  jedes  Integral 

^    ''       J     V  2ni   )    27iiS  a-H  ' 

a  gauzzahlig  und  positiv  (^  0).  Die  einzelnen  Glieder  in  der  integrirleii 
Reihe  werden  nnahhängig  davon,  welche  Grössen  R[  und  /?[,'  zur  Darstellung 
des  Integrales  No.  1  (1.)  durch  die  Formeln  von  No.  1  gewählt  sind,  und  stellen 
sich  als  ganze  rationale  Funclionen  der  Constanten  in  den  Grössen  w,  n,  y. 
'/.~^i  '/.!>  ^^  den  ju,  /.r^  und  U  und  der  Constanten  (ji—y.^,-\-ü)~^,  wo  a  ganz- 
zahlig, Xi,  der  Exponent  in  solchen  ,Ut.  ist,  für  welche  (i—i^i  nicht  ganzzahlig 
wird,  mit  rationalen  Zahlcoefficienten  dar. 

In  No.  3  wird  gezeigt,  wie  man  den  Werth  des  Ooefficienten  c,,  (1.) 
mit  beliebig  vorgeschriebener  Annäherung  berechnet  und  den  Stellenzeiger 
j'  mit  der  vorhin  angegebenen  Beschaffenheit  in  der  Reihe  T  ermittelt.  Bei 
der  Entwickelung  für  c,  in  dem  Falle,  der  in  Abb.  Bd.  91,  No.  2  betrachtet 
ist,  war  die  Reihe  T  zuerst  nach  Potenzen  von  x  —  a  geordnet  worden.  Die 
dort  für  c,,  erhaltene  Reihe  ist  aber  dieselbe  wie  die,  welche  man  nach  dem 
hier  auseinandergesetzten  Verfahren  erhält. 

II.  Der  Coefficient  von  (x  —  a)'  in  der  Entwickelung  einer  Function 
({(x—a)  Hus  No.  1  (4.)  wird  durch  eine  Summe  von  Integralen  (1.)  in  end- 
licher Anzahl  ausgedrückt.  Gemäss  der  Entwickelung,  die  in  I.  für  dieses 
Integral  gegeben  ist,  wird  also  dieser  Coefficient  in  der  Entwickelung  von 
([(x  —  a')  dargestellt  durch  eine  einfach  unendliche  Reihe  ganzer  rationaler  Func- 
tionen der  in  1.  bezeichneten  Constanten  mit  rationalen  Zahlcoefficienten. 

III.  Wenn  von  den  Grössen  u  und  U  in  No.  1  (1.)  nur  voraus- 
gesetzt wird,  dass  sie  in  einem  Kreisringe  um  x  =  a  als  Mittelpunkt  in  dem 
Bezirke  von  x  =  a  von  der  Form  (x  —  ayip  sind,  und  ip  in  diesem  Gebiete 
eiiiwerthig,  stetig  und  von  Null  verschieden  ist  (s.  No.  1  III,),  so  bleiben, 
wenn  die  Entwickelung  der  i/'  gegeben  ist,  die  Betrachtungen,  um  die  Ooef- 
ficienten in  der  Entwickelung  von  (p  zu  bestimmen,  dieselben.  An  die  Stelle 
der  Reiheiientwickclungen  in  I.  «),   die  von  den  Grössen  e",  e",  x,  /,,  lier- 
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rühren,  treten  die  von  w  ilurcli  die  Summe  ^c,,(x— a)'H^  c^(x  —  a)~''.     Durcli 

II  —1 

Multiplication  erhält  man  eine  Summe  von  Reihen,  wie  T  in  I.  /»),  die  selbst 
wieder  eine  Reihe  von  der  Beschaffenheit  von   T  (I.  b)  und  c))  liefert. 

3. 

Die  Berechnung  der  Fnudionen  ip(x—a)  No.  1  (4.)  und  der  Coefßcienten 
in  der  Entwickelimg  derselben  A'o.  2  mit  beliebig  vorgeschriebener  Annäherung 
erhält  man  nach  den  Methoden  von  Abh.  Bd.  91,  No.  3  auf  folgende  Weise. 

1.  a)  Es  werde  der  Integralausdruck  f{x—a)  aus  Xo.  2  betrachtet. 
Die  Functionen,  auf  welche  sich  die  Integrationen  beziehen,  nebst  dem  aus 
«1  No.  1  (1.)  hervorgehenden  Factor  seien  als  Product  unter  die  Gesamrat- 
heit  der  Integralzeichen   gestellt.     Dieses  Product  enthält  als  Factoren  das 

Product  A  der  No.  2.  in  welchem  der  Factor  -^-^  (R'Cy^'^  wegfällt,  das- 
selbe sei  durch  [A]  bezeichnet,  und  das  Product  B  der  No.  2,  in  welchem 
x—a  an  Stelle  von  Rl.  steht.  Die  Factoren  von  ß  sind  die  in  N.  2  I  a) 
angegebenen  Reihen,  x  —  a  an  Stelle  von  Rt.  Jede  dieser  Reihen  S  sei. 
in  zwei  Theile  getheilt  S'  und  S",  wo  S'  die  Glieder  der  Reihe  bis  zu 
einem  gewissen  Stellenzeiger  enthält,  S"  die  Reihe  der  übrigen  ist.  Für 
die  in  Betracht  kommenden  Werthe  der  Integrationsvariabeln  und,  falls  die 
Reihe  x—a  enthält,  für  die  Werthe  von  x  in  einem  Kreisringe  um  x  =  a 
als  Mittelpunkt  innerhalb  des  Kreisringes,  in  dem  f(x—a)  dargestellt  ist, 
sei  Mod.iS^jM,  Mod.S"^£,  so  ist  Mod.S' ;^  JV+e.  Man  setze  in  B  für 
S(,,)  ein  S[,,)  +  S[,,),  alsdann  B  —  B'+B',  wo  B'  =  S[i^S[.y..S[,,^  ist,  wenn 
g  Reihen  S  vorhanden  und  durch  S(,,)  bezeichnet  sind.  Dann  ist  B"  eine 
Summe  von  Producten  in  endlicher  Anzahl,  von  denen  jedes  wenigstens  eine 
Grösse  SJ,^,  als  Factor  enthält.  Setzt  man  in  den  Ausdruck  von  B"  au 
Stelle  von  jS(,,)  die  bezügliche  Grösse  itf(,,)+£(,,5  ein,  f^,,)  an  Stelle  von  >S|',), 
so  erhält  man  einen  Ausdruck  /?  gleich  oder  grösser  als  Med.  B",  der  wenn 
die  f  hinreichend  klein  genommen  sind,  kleiner  als  eine  vorgeschriebene 
beliebig  klein  gewählte  Grösse  wird. 

Die  in  f(x  —  a)  vorkommenden  Integrationen  sind  an  dem  Producte 
[A]  B  auszuführen.  Diese  Integrationen  an  dem  Ausdrucke  [A\  B'  vollzogen 
liefern  eine  Function,  die  durch  f\x  —  d)  bezeichnet  werde.  Dieselben  Inte- 
grationen in  Bezug  auf  den  Ausdruck  [^l]ß  — [.4] /?'  =  [.  l]ß"  genommen  ergeben 
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eine  Grösse,  die  f"(x—a)  sei,  wo  /"— /"  = /""  ist.  n  sei  eine  Grösse  gleich 
oder  grösser  als  die  Wertlie  von  Mod.[^].  Wenn  das  Product  der  g  Grössen 
M^>Mod.)S,,  durch  t  bezeichnet  wird,  so  ist  Mod./"i^  aT(27i)''~\  wenn 
(a—\ymsi\  in  /"integrirt  wird  nach  6  durch  Substitution  von  e'".  Diese  Grösse 
ar(27iy-'^  sei  durch  {/"}  bezeichnet.  Ebenso  ist  Mod./"' ^  a?j(27i)''~\  diese 
Grösse  sei  durch  \f"\  bezeichnet.  Dann  ist  Mod./"' ^  !/'j  +  |/""|.  Das  Inte- 
gral au  dem  Ausdrucke  \_Ä\B'  ausgeführt,  wobei  Integrationen  vorkommen, 
die  in  No.  2  (3.),  (4.),  (5.)  angegeben  sind,  liefert  als  /"'  eine  ganze  rationale 
Function  von  x  —  a  und  (x—a)~^  mit  Coefßcienten,  die  ganze  rationale  Func- 
tionen der  in  No.  2  nach  (5.)  bezeichneten  Constanten  mit  rationalen  Zalil- 
coefßcienten  sind. 

b)  Es  ist  daher  zu  zeigen,  wie  man  bei  einer  Reihe  S  die  in  d) 
bezeichnete  Grösse  M  findet,  und  wie  man  einen  Stellenzeiger  in  dieser 
Reihe  angeben  kann,  so  dass  Mod.S"^f,  wenn  t  beliebig  klein  genommen 
ist.  Dieses  ergiebt  sich  nach  Abb. 'Bd.  91,  No.  3,  II  und  III.  Wenn  von 
der  Summe  zweier  Potenzreihen 

(1.)     i:c,r+^'c,i'^ 

eine  positive  Grösse  M  bekannt  ist  gleich  oder  grösser  als  der  Modul  der 
Reihe  für  Werthe  '^,  bei  denen  71' ^  Mod.l^ /?"  ist,  wo  die  Punkte  FC 
und  /?"  innerhalb   des   Convergenzringes  der  Reihe  liegen,  R'  ■<  R"  ist,  so 

M       „. 

ß7-    ^'^'- 


ist  für  irgend  einen  Wer 

th  R,  bei  dem  R'  ^RS 

^ß".  Mod.c,, 

aus  ergiebt  sich 

(2.) 

Mod.JcJ-^;g(-^)" 

M 

1       «• 
fl" 

für  Mod.^^ /?;'</?", 

(3.) 

Mod.i^c,r^;^(-|^)" 

M 

für  Mod.s  ^ /?!  >>  R'.  Die  Grössen  rechts  können  dadurch,  dass  n  hin- 
reichend gross  genommen  Avird,  beliebig  klein  gemacht  werden,  es  bleibt 
also  M  zu  bestimmen. 

Die  Reiben  S  in  No.  2.  I  a)  sind  aber  Reihen  der  Form  .^c,,;;''  oder 

u 

c,,+2  c,'i%  und  zwar  steht  in  den  dort  angegebenen  Reihen  der  ersten  und 
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zweiten  Art  an  Stelle  von  ^"  x—a  oder  der  positive  Wertli  einer  der  dort 
genannten  Grössen  R'  und  R",  welcher  im  Convergenzgebiete  liegt,  multi- 
jjlieirt  mit  1  oder  einem  Produete  von  Integrationsvariabein,  dessen  Modul 
1  ist.  Bei  den  Reihen  der  dritten  Art  No.  2  (2.)  steht  in  JjcJ'''  an  Stelle 
von   ^  x  —  a   oder   (a*— a)^'   multiplicirt   mit   >."',   dessen   Modul    1    ist.   und 

'no-  i 

einem  Produete  von  Grössen    'J^'.   .  dessen  Modul   gleich   oder   kleiner  als 

1  ist,  dann  an  Stelle  von  x~a  eine  Grösse,  wie  die,  welche  in  den  Reihen 
der  beiden  ersten  Arten  an  Stelle  von  |  steht. 

Xun  ist  bei  den  Reihen  der  beiden  ersten  Arten  ein  Werth  .]/  zu 
bestimmen,  gleich  oder  grösser  als  der  Modul  der  Reihe.  Man  erhält  einen 
solchen  bei  den  Ausdrücken  e",  e",  c(x  —  ay  unmittelbar.  Bei  den  Reihen 
i\\v  x(x  —  d)  und  (j_(x—a)Y'^  aus  //  und  u'^  und  x,,(x—a)  aus  U  erhält  mau 
denselben  nach  Abh.  Bd.  91,  N.  3  III  p.  110—114  für  die  Werthe  .t  in 
einem  Kreise  um  x  =  a,  der  hier  als  Kreis  mit  dem  Radius  R^,  in  Xu.  1  II 
angenommen  wird.  Man  zieht  zu  dem  Zwecke  die  Ausdrücke  der  Grössen 
(x  —  ay-yXx—a)  in  den  ii  durch  die  Integrale  von  Differentialgleichungen  in 
Betracht,  in  denen  bei  x  =  a  reguläre  Differentialausdrücke  gleich  Null  ge- 
setzt sind  (s.  Xo.  5).  Die  Factoren  der  Potenzen  von  log  (x  —  a)  in  den 
Ausdrücken  dieser  Integrale  genügen  Differentialgleichungen  mit  rationalen 
Coefficienten  und  dem  charakteristischen  Index  gleich  Null  bei  x  =  a,  die 
aus  den  vorigen  Differentialgleichungen  hergeleitet  werden  (Abh.  Bd.  87, 
Xo.  7  I)  und  mit  Hülfe  deren  diese  Untersuchung  durchgeführt  wird.  Bei 
den  Reihen  der  dritten  Art  erhält  man  aus  den  Summenausdrücken  einen 
Werth  von  M,  der  gleich  oder  grösser  ist  als  der  Modul  der  Reihe  bei 
der  ersten  Reihe  für  Mod.(a;  — o)  ^  ß"  <  ß",  wenn  man  R"  statt  (x—a)/."' 
einsetzt,  und  bei  der  zweiten  Reihe  für  Mod.(a;— a)  ^/l' >  ß|,.  wenn  man 
Ä'~'  statt  (x—a)~^l  einsetzt. 

Eine  Grösse  gleich  oder  grösser  als  ^lod.  [^]  kann  man  ohne  Weiteres 
aufstellen  (vgl.  Abh.  Bd.  91,  Xo.  3  IV  d)  p.  127). 

II.  a)  In  einem  Kreisringe  um  x  =  a  als  Mittelpunkt  erhält  man 
also  nach  I  f  =  f'-\-f"  so,  dass  durch  passende  Wahl  der  Stellenzeiger  bei 
den  Reihen  S"  Mod./""  kleiner  als  eine  vorgeschriebene  beliebig  kleine 
Grösse  gemacht  werden  kann.  Durch  Addition  von  Functionen  f  ergiebt 
sich  die  Function  y  =  ^f.  Die  Summe  der  in  diesen  f  vorkommenden  f' 
sei   durch   </-'  ==  Sf,   die  Summe   der  f"   durch  if"  =  ^f"    bezeichnet,   also 

Jüunial  für  Mathematik  Bd.  XCV.  Iloft  1.  8 
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(f,  —  (p' -\- cf}" .  (p  ist  eine  ganze  rationale  Function  von  x  —  a  und  (a;  — a)~'  mit 
Coefficienten,  die  ganze  rationale  Functionen  der  in  No.  2  nach  (5.)  bezeich- 
neten Constanten  mit  rationalen  Zahlcoefßcienten  sind.  Es  ist  nach  den  Be- 
zeiclinungen  von  I  a) 

(4)      Mod.(A>^^j/'j,    Mod.(^"^^j/""|,     Mod.(/^'^^|/-l +-£■;/•"!. 
Was    ferner    die    Differentialqiiotienten    von    ip ,  (p\   (p"    angeht,    so 
erliält    man   Grössen    gleich    oder    grösser   als   bezüglich   die   Moduln   von 
d'ff      d',p'      d'cp"    .^  folgender  Weise  (vgl.  Abh.  Bd.  91,  No.  3  IV  p.  124). 


1.2.../       ^^" 


da.'    '      dx'    '      dx'      "'   ^"'^ 

suiier  vv  eis 

Bei  den  Potenzreihen  (1.) 

ist 

(5.)       Mod. 

■4 1  <'-" 

für  Mod.|<fl;'</l", 

(6.)       Mod. 

4  ^  '.«■■ 

für  Mod.  1^ /?;>/?'. 

1.2.../ 


itffi' 


In  die  Summe  dieser  Formeln  ist  also  für  if  einzusetzen  2\f\.,  ^f'li 
-2'|/"j-|-jr|/"'j,  um  Ausdrücke  zu  erhalten   gleich  oder  grösser  als  bezüglich 

die  Moduln  von  -r^-,      .     ,  —i'^j-  für   die  Werthe  x  in   einem  Kreisringe 

dx'   '      dx     '     dx'  ° 

um  X  =  a  innerhalb  desjenigen,  in  dem  (p,  (p',  (f"  angenommen  waren. 

Wenn  man  nun  eine  ganze  rationale  Function  der  Integrale  No.  1 
(4.)  und  ihrer  Differentialquotienten  mit  vorgeschriebener  Annäherung  zu 
berechnen  hat  (vgl.  No.  4  III  a)  Schluss),  so  setze  man  cp  —  (p'-\-(p"  und 
berechne  den  Theil  des  vorgelegten  Ausdruckes,  in  welchem  cp  an  Stelle 
von  (p  steht,  in  irgend  einem  Punkte  eines  Kreisringes  um  x  —  a  als 
Mittelpunkt,  in  welchem  Kreisringe  man  gemäss  dem  Vorhergehenden  den 
übrigen  Theil  des  Ausdruckes  durch  passende  Wahl  der  Stellenzeiger  in 
den  Reihen  S"  in  I  a)  dem  Modul  nach  kleiner  als  eine  vorgeschriebene 
beliebig  kleine  Grösse  machen  kann  (vgl.  Abh.  Bd.  93,  No.  IV  rf)). 

b)  Um  den  -Werth  des  Coefficienten  c,  No.  2  (1.)  mit  vorgeschriebener 
Annäherung  zu  erhalten,  liat  man  in  der  Function  f'(x—a)  den  gleiclistelligeu 
Coefficienten  zu  nehmen.  Dieser  liefert  den  Werth  von  c,,  bis  auf  eine 
Grösse,  deren  Modul  gleich  oder  kleiner  als  ^'7?(27t)'',  wo  A'  die  in  No.  2 
I  c)  genannte  Grösse  ist. 

Um  einen  Stellenzeiger  v  in  der  Reihe  T  No.  2  I  c),  der  die  dort 
angegebene  Beschaffenheit  hat,  zu  erhalten,  sei  der  grösste  Stellenzeiger  in 
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den  Reiben  S'  gleich  i\  angenommen.  Nimmt  man  dann  r^gy^,  so  bleibt, 
wenn  r  überschritten  wird,  der  Rest  der  Reihe  T  dem  Modul  nach  kleiner 
als  eine  Grösse  ^,  welche  man  nach  I  aus  B"  erhält,  wenn  man  31'  statt 
S'  einsetzt,   «  statt  S",  für  t  die  bezüglichen  Werthe  aus  (2.),  (3.)  nimmt, 

für  M'  die  Werthe  -ktt — t^tt  bezüglich 


III.  Wird  von  den  Grössen  fi  und  U  in  No.  1  (1.)  nur  voraus- 
gesetzt, dass  sie  in  einem  Kreisringe  um  a;  =  a  in  dem  Bezirke  von  x  =  a 
von  der  Form  (x  —  ayy  sind,  und  dass  if  in  diesem  Gebiete  einwerthig, 
stetig  und  von  Null  verschieden  ist,  so  sind  dieselben  Betrachtungen  zur 
Berechnung  der  Functionen  q:  und  der  Coefficienten  in  deren  Entwickelung 
anwendbar,  wofern  sich  ein  Werth  gleich  oder  grösser  als  der  ^lodul  von 
V  und  V'"'  iu  diesem  Kreisringe  ermitteln  lässt. 

4. 

Die  Fortsetzung  der  Integrale  der  zu  untersuchenden  Di/ferentialgleichung 
von  einem  Punkte  zu  irgend  einem  anderen  sei  auszudrücken. 

I.  Dazu  ist  zunächst  in  den  Integralen  ■  der  Umgang  um  einen 
singulären  Punkt  zu  vollziehen. 

Es  werde  das  Integral  No.  1  (1.) 

(1.)       fi,J'dxu^\,i,  /'■■■  ffi-'Udx  " 
betrachtet,  wo  der  Ausdruck  U  entstanden  sei  aus  e"  Ü,  und  wo   IJ  aus 
(2.)       Ü,  =  v,fdxv-U',f...fvTl,v,dx 

für  b  =  c   hervorgeht,  v^.  ([)  =  1,  ...c)  von  der  Form  (a;  — a)'^'""' '.J'c,(a-  — a)'', 

c,i  von  Null  verschieden  ist.  Bei  den  Integrationen  wird  das  constante 
Glied  annullirt.  Von  dem  Exponenten  r,  mögen  sich  q—l  unter  den  vor- 
hergehenden Exponenten  /•(,  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  dieselben 
seien  r^,^  bis  »"i,  j,  wo  bi  >  bj  >•••>  b,,_,.  Unter  den  //  mögen  p  sein, 
deren  Exponenten  x  in  den  Ausdrücken  No.  1  (2.)  sich  von  r,  nur  um 
ganze  Zahlen  unterscheiden.  Die  aus  (2.)  hervorgehenden  Grössen,  wenn 
an  Stelle  von  b  der  Reihe  nach  eintritt  c,  bj.  b..  bis  b,^_, ,  seien  durcli 
Uq,  Üg_i  bis  t/,  bezeichnet.  Werden  diese  Grössen  mit  e"  raultiplicirt  statt 
U  in  (1.)  eingesetzt,   so   mögen  die  entsprechenden  Werthe  von  (1.)  durch 

8  "'•■ 
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!/p-+75  Hf+'i-i  bi'*  Vi'^i  bezeieliuet  sein.  Wird  iu  (1.)  ,»j.^.,  stutt  U  gesetzt,  und 
treten  successive  in  abnehmender  Reilieufolge  an  Stelle  von  A-f  1  die 
Stellenzeiger  derjenigen  ,«,  in  denen  die  Exponenten  x  sich  von  r,  um 
ganze  Zahlen  unterscheiden,  so  mögen  die  erhaltenen  Werthe  (1.)  durch 
y,  bis  f/i  bezeichnet  werden. 

ö)  Wenn  nun  Y  ein  Ausdruck   der  Form    No.  1  (4.)   ist,   so  werde 
das  Resultat   des  Umganges  um  x  =  a   durch  [Y]  bezeichnet   und  bei  dem 

Integrale  lYdx,  in  welchem  das  constante  Glied  in  der  Entwickelnng 
(Integrationsconstante)  annuUirt  wird,  das  Resultat  des  Umganges  durch 
r  l'Ydx\     Dann  ist 

(3.)       [/l'^x-]  =   f[Y]dx  +  c, 

wo   die   Integrationsconstante   in    f  [Y]dx   annullirt   wird,    c  das   constante 

Glied  in  der  Entwickelnng  von   j    /  Ydx\  ist.     Wenn   der   Exponent   q  in 

der  Entwickelung  von  Y  No.  1  (4.)  nicht  ganzzahlig  ist,  so  wird  c  gleich 
Null.  Diese  Formel  wird  successive  zunächst  auf  das  Integral  (2.),  dann 
auf  (1.)   angewandt.     Die  Constante    c  wird  dadurch  bestimmt,  dass  in  der 

Entwickelung  des  jedesmaligen  Ausdruckes  /  Ydx  der  Umgang  vorgenommen 

und  das  constante  Glied  ermittelt  wird.     Es  werde  der  Umgang  in  positiver 
Richtung  betrachtet,  derjenige  in  entgegengesetzter  Richtung  ist  auf  dieselbe 
Weise  zu  behandeln. 
Man  hat 

(4.)       [vzl^v,]  =  e'"^''"''-'~'\'7^r,. 


Daher 

Ferner  ist 

(6.) 
I  )aher 

(7.) 


(5.)        [fyr^.r.dx]  =  e"'^''-'"'-'^  fv:2,v,dx^k,. 


I  [y'dxvr_\v,_,yrr2yr,dx']  =  e'""^'~'^'-="'y'rfa-r->c--i/  T-i»'.«/.^ 
1  +k,e'"^'''-'"''-'~'^/'vr-\K-xdx  +  L. 
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Indem  man  so  fortfährt,  erhält  man 

Die  Constanten  k,^^^  bis  ä-_i.  ergeben  sich  (vgl.  Alih.  Bd.  83  p.  156)  als 
ganze  rationale  Functionen  von  '2ni  (nnllter  oder  höherer  Urdnung).  deren 
Coefficienten  ganze  rationale  Functionen  von  Constanten  in  den  Grössen 
}\(x—ay^^^^~^  und  v^'^ {x  —  a)'-''^^^  und  von  Coiistanteu  (r,— /-f+ö)"',  wo 
r— Tf  nicht  ganzzahlig.  a  ganzzahlig  ist.  mit  rationalen  Zahlcoefficienten 
sind.  Dasselbe  Verfahren  wird  nun  weiter  auf  (1.)  angewandt,  wo  f/=  e"t/j 
ist.  indem  der  Ausdruck  (8.)  gebraucht  wird.     Man  erhält 

wo  nun  noch  die  Constanteu  /j  bis  (,  zu  bestimmen  sind.  Das  zur  Be- 
stimmung  von   /,   gemäss   (3.)   in   Betracht    kommende    Integral    /  Ydx  ist 

eine  Summe  von  Ausdrücken  von  der  Art  des  Ausdruckes  No.  1  (38.)  für 
die  positiven  ganzen  Zahlen  «  =  U  bis  n  =  s-\-a  —  l.  wo  s  der  höchste  Ex- 
ponent von  log(x— a)  in  der  Entwickelung  von  i\  ist.  In  einem  Ausdrucke 
Xo.  1    (33.)   in  dieser   Summe,   der   dem   Werthe   n   entspricht,    werde   der 

Coefficient   von    (log(a;— a))"^'   gleich  — r-r  /     »       ^n{Rf-)    gesetzt.      Bei 

einem  Umgange  um  x  =  a  in  diesem  Ausdrucke  ergiebt  sich  das  constante 
Glied  gleich  diesem  Coefticienten  multiplicirt  mit  (■2.^^)""*"^     Also  wird 

(10.)    /.  =  '^r^-^^/'4^^:.(fi0. 

1 
Es  wird  also  jeder  der  Coefficienten  /j  bis  l^  durch  eine  ganze  rationale 
Function  von  'Ini,  in  welcher  die  Coefficienten  bestimmte  Integrale  sind,  aus- 
gedrückt. Dieselben  werden  nach  No.  2  entwickelt  durch  eine  Keihe  ganzer 
rationaler  Functionen  gegebener  Coustanten,  und  der  Werth  dieser  Integrale 
wird  nach  Xo.  3  II  b)  mit  beliebig  vorgeschriebener  Annäherung  berechnet. 
h)  Ximmt  man  von  y^^^  bis  yi  die  Entwickelungen  der  Form  Xo.  1  (4), 
setzt  man  diese  in  (9.)  ein,  und  bildet  man  die  Entwickelung  von  [y^+.,l 
und  setzt  auf  beiden  Seiten  die  Factoren  gleich  hoher  Potenzen  von  log(x— «) 
einander  gleich,  so  erhält  man  die  Factoren  der  Potenzen  von  log(x  — o) 
in  y^.^.j,  deren  Exponenten  gleich  oder  grösser  als.  Eins  sind,  homogen  und 
linear  durch  die  Factoren  der  Potenzen  von  log(x  — a)  aus  y^,+^_i  bis  ^i  aus- 
gedrückt mit  constanten  Coefficienten.  die  bekannt  sind. 
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IL  Es  wird  feLuer  um  den  Uebergang-  der  Integrale  von  einem 
Punkte  zu  einem  anderen  zu  vermittelu  (s.  III)  in  die  Diiferentialgleichung 
;«''"''  Ordnung  F„,{y,  x)  =  0  eine  rationale  Substitution  ersten  Grades  x  =  R(i) 
eingesetzt  (vgl.  Abb.  Bd.  87,  No.  1),  bei  welcber  dem  Punkt  .t  =  «  im  End- 
licben  der  Punkt  S  —  a   im  Endlichen  entsprecbeu  soll. 

1 


(11.) 


h{i—a)  ..       ,  _        ft 


Es  ist 


l-A(i-a')'      '  .  ,    k  .         - 

l  +  T-(T-a) 


(12.)       F„,(y,a')  ^(-|-)""g„,(j/,|). 


Diese  Substitution  (11.)  wird  in  den  Ausdruck  Xo.  1  (4.)  des  Integrales 
Xo.  1  (1.)  eingeführt.     Dadurch  geht  der  Ausdruck  No.  1  (4.)  über  in 

(13.)  (l-a')^^^|*i(l-a')+*.(l-ö')log(|-a')  +  -  +  *,(l-o')(log(5-a'))'-'!. 
Aus  No.  1  (4.)  wird  zunächst  hergeleitet,  dass  die  Functionen  *  in  der 
Nähe  von  |  =  a',  abgesehen  von  diesem  Punkte  eiuwerthig  und  stetig  sind. 
Dieselben  bleiben  aber  abgesehen  von  ^"  =  a  eiuwerthig  und  stetig  jeden- 
falls in  dem  Bezirke  von  |  =  a  bei  der  Differentialgleichung  G,„  (y,  ^)  =  0 
und  haben  dort  Entwickelungen,  die  durch  die  Summe  zweier  Potenzreihen, 
von  denen  die  eine  nach  Potenzen  von  s  — a'  mit  positiven,  die  andere  mit 
negativen  ganzzahligen  Exponenten  fortschreitet,  gegeben  werden.  (Abh. 
Bd.  87.  No.  1 ;  siehe  auch  hier  6)).    Diese  Entwickelungen  sind  aufzustellen. 

a)  Aus  der  Differentialgleichung  G,„  {y,  I)  =  0  leitet  man  eine  homo- 
gene lineare  Ditferentialglcichung  mit  rationalen  Coefticienten  und  dem 
Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  her.  welcher  die  Func- 
tionen 0  genügen.  Dieselbe  liefert  für  die  Coefficienten  von  4>  eine 
Recursionsformel  mit  constanter  Anzahl  der  Glieder,  die  nicht  identisch 
verschwinden,  (vgl.  N.  2).  Es  ist  also  eine  endliche  Anzahl  dieser  Coeffi- 
cienten aufzustellen. 

Ein  Kreis   K  um   x  =  a   als  Mittelpunkt  in  dem  Bezirke  von  x  =  a 

bei  F„,{y,x)  =  0  sei  so  gewählt,  dass  in  demselben  Mod.  (j-(a;  — a))  <[  1 
bleibt.     Es  ist 

(14.)    '1-K^-a)  =  (1+1(0-«))", 
daher  ist  das  ents))rechende  Gebiet  von  ^'  ein  endliches,  Avelches  von  einem 
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Kreise,  in  dem  $  —  a'  liegt,  begrenzt  wird  (Abli.  Bd.  87,  No.  1).  Es  sind 
mm  die  Functionen  (1— ä(^— o'))"^-+''  und  [log(l— A(l-a'))]",  wo  n  ganz- 
ziihlig  und  positiv,  in  diesem  Gebiete  von  |  einwerthig  und  stetig:  und 
wenn  in  einer  Function  (f{x  —  a)  in  No.  1  (4.)  für  x—a  sein  Ausdrucli 
durch  I  gesetzt  wird,  so  erhält  man  eine  Function  von  i?,  die  in  demselben 
Gebiete,  abgesehen  von  i  =  a  einwerthig  und  stetig  ist.  Demnach  ist  das 
Product  der  drei  letztgenannten  Functionen  ebenso  beschaffen.  Eine  Summe 
solcher  Producte.  dieselben  noch  multiplicirt  mit  Constanten  C,  die  gleich 
g(o+c)iog/,  tnnltiplicirt  mit  einer  ganzen  rationalen  Function  von  log/*  mit 
rationalen  Zahlcoefficieuten  sind,  bildet  eine  Function  *(|— «').     Multiplicirt 

man  'i>Q—a)  mit  -^^^ — ^. und    integrirt    über    irgend    einen   Kreis    um 

I  =  «'  in  dem  betrachteten  Gebiete  in  positiver  Kichtung.  so  erhält  man  den 
Coefficienten  von  ($  —  «')'  in  der  Reihenentwickelung  von  <P(ß  —  a).  Man 
kann  über  einen  solchen  Kreis  nach  |  integriren,  der  einem  Kreise  in  der 
a:-Ebene  um  x  =  a  als  Mittelpunkt  entspricht.     Führt  man  in  dieses  Integral 

statt  $  wieder  x  ein,  indem  man  noch  mit  -7^  =  ^(l+y^(a;  — a))  multi- 
plicirt, so  hat  man  nach  x  über  einen  Kreis  um  x  =  a  als  Mittelpunkt  in 
positiver  Richtung  zu  integriren.     Es  werde 

(15.)       (-l)"Ä'<l+|(a.-a)y^""'"(log<l+|(a.-a)))"  =  gi^-a) 

gesetzt.     g{x—a)  ist  in  dem  Kreise  K  durch  eine  Reihe  der  Form 

(-l)"Ä'^(l+lc,(a;-a>') 

entwickelbar.     Nun    hat    man    das   Integral    in   Bezug*    auf   eine   Function 

(f(x  —  a)g(x  —  a)- — ^. zu    nehmen.     Die    Function    (f(x—a)    ist    nach 

Xo.  1  dargestellt  als  eine  Summe  von  bestimmten  Integralen  /"(.t— er);  die- 
^clben  werden  in  einem  Kreisringe  in  dem  Kreise  K  genommen.  Die 
Grösse  unter  den  Integralzeichen  in  einem  solchen  Integrale  wird,  hulem 
x  —  a  =  R'C,  gesetzt  ist,  entwickelt  durch  die  in  No.  2  angegebene  Reihe  T 

multiplicirt  mit  der  dort  genannten  Grösse  A,  worin    — y-^ —  weggelassen 

ist.      Wird   diese  Reihe    nun    in  den    einzelnen  Gliedern  mit  7(/?u)      '    . 
multiplicirt,  so  bleibt  dieselbe  in  gleichem  Grade  convergent  und  kann,  wie 
in  No.  2   angegeben   ist,   in   den   einzelnen  Gliedern   integrirt  werden.     Bei 
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der  IntegTation  des  einzelnen  (Gliedes  fallen  dann  alle  Integ-rale  bis  auf 
diejenigen,  die  t~^  enthalten,  aus.  l\Ian  erhält  also  eine  einfach  unendliche 
Reihe  ganzer  rationaler  Functionen  der  in  No.  2  nach  (ö.)  genannten  Con- 
stanten und  der  Constanten  (>,  li ,  h~\  k  mit  rationalen  Zahlcoefficienten. 
Eine  Summe  solcher  Reihen  in  endlicher  Anzahl  stellt  das  oben  genannte 
Integral  dar.  Diese  letztere  Reihe  ist  noch  mit  einer  Constanten  C  zu 
multipliciren,  dann  stellt  eine  Summe  dieser  Grössen  in  endlicher  Anzahl 
den  gesuchten  Coefficienten  von  (i'— «')'  i"  *(^— «')  dar. 

Um  den  Werth  des  vorhin  genannten  Integrales  mit  vorgeschriebener 
Annäherung  zu  berechnen,  hat  man  die  in  No.  3  II  b)  bezeichnete  ganze 
rationale  Function  von  x—a  und  (.?•  —  «)"'  f\x  —  a)  noch  mit  g(x  —  a)  zu 
multipliciren  und  den  Coefficienten  von  (x  —  a)''  zu  nehmen,  wodurch  man 
den  Werth  erhält  bis  auf  eine  Grösse,  die  dem  Modul  nach  gleich  oder 
kleiner  als  die  dort  genannte  Grösse  A'ri(2ny  multiplicirt  mit  /  ist,  wenn 
Y  ein  Werth  ist  gleich  oder  grösser  als  Mod.g'(fiu).  In  derselben  Weise, 
wie  dort  angegeben  ist,  bestimmt  man  dann  auch  einen  Stellenzeiger  v .  von 
der  dort  angegebenen  Beschaffenheit  in  der  Reihe  T. 

b)  Man  kann  auch  x  —  R{i)  in  das  Integral  No.  1  (1.)  einführen, 
wodurch  man 

( 1 6.)       /( ,y  di ,« , '  ,"2  -^^  f-  ■  J  dipzl,  u,  -^  / ,»,  U-^  d§ 

erhält.     Wenn  die  einzelnen  Integrale 

(17.)       H„     i.t^  I  a~Ut,(lx^     etc. 

der  Differentialgleichung  F,„(«/,.t)  =  0  genügen,  so  müssen  die  aus  diesen 
hervorgehenden  Integrale,  in  denen  x  —  R(i)  gesetzt  ist, 


(18.)       /<„     .ii,J  u,\u^-^dx, 


etc. 


die  Differentialgleichung  G,„(y,  i)  —  0  erfüllen.  Diese  Integrale  seien  in 
einem  Kreise   um   §  =  a'  als  Mittelpunkt  genommen,   in   Avelchem    die   mit 

(§  —  a)'  multiplicirten  Grössen  in  den  //,  so  wie  ~7^  einwerthig,  stetig  und 

von  Null  verschieden  sind,  die  mit  (s  — «')'■'  und  einer  Potenz  von  log(^'— a') 
multiplicirten  Grössen  in  U  einwerthig  und  stetig  sind.  Werden  die  Integrale 
(18.)  in  dem  Kreise  entwickelt,  so  sind  bei  den  Integrationen  Constanten 
zuzufügen.  Da  aber  aus  den  erhaltenen  Ausdrücken  auch  bei  beliebigen 
Integrationsconstanten    sich   wieder   Integrale   der   Difterentiakleichung   zu- 
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sammeusetzeu,  so  geniigeu  die  Entwickeluiigen  (18.),  auch  wenn  die  In- 
tegratiouscoustanteu  jedesmal  annullirt  weiden,  der  Differentialgleichung 
G,„(«/,  6)  =  0.  Ximmt  man  in  letzteren  Eutwickelungeu  den  Umgang  um 
i  =  d  vor,  so  erhält  nach  den  Betrachtungen  von  Xo.  4  I  o)  das  Resultat 
die  Form  (9.).  Aus  derselben  folgen ,  wenn  die  Integrale  in  dem  Kreise 
auf  die  Form  (13.)  gebracht  sind,  die  in  Xo.  4  16)  angegebenen  Relationen, 
und  aus  letzteren  ergiebt  sich  successive  in  derselben  Weise  wie  bei  einem 
beliebigen  singulären  Punkte  (Abh.  Bd.  75,  Xo.  8),  dass  in  den  Ausdrücken 
dieser  Integrale  von  der  Form  (13.)  die  Grössen  <i»  in  dem  Bezirke  von 
^  =  a'  abgesehen  von  diesem  Punkte  einwerthig  und  stetig  sind.  Durch 
die  Summe  solcher  Integrale  (18.)  multiplicirt  mit  constanten  Factoreu 
wird  das  Integral  (16.)  dargestellt. 

Die  letzteren  constanten  Factoreu  kann  man  dadurch  bestimmen, 
dass  man  successive  die  Integrale 

(19.)        fiq^Udx,     fdxa^l^u^  I  i.i^^Udx,     etc. 

entwickelt,  in  die  Entwickelung  x  =  /J(|)  einfuhrt  und  das  constante  CTÜed 
nach  ö)  bestimmt.  Dieses  sind  die  gesuchten  constanten  Factoren ;  dieselben 
können  nur  dann  von  Xull  verschieden  sein,  wenn  die  Exponenten  in  der 
Entwickelung  eines  Integrales  (19.)  gauzzahlig  sind  (vgl.  Abh.  Bd.  87.  Xo.  2  II). 

c)  Sind  die  Integrale  von  F„(y,  x)  =  0  bei  x  —  a  regulär,  so  kann 
man  in  die  Eutwickelungeu  derselben  x  —  RQ)  einsetzen  und  dieselben 
auch  durch  andere  Integrale  von  G„(y, !?)  =  0  ausdrücken,  indem  man  die 
.Gleichung  (m— l)-mal  difterentiirt,  nach  den  Constanten  auflöst  und  den  Grenz- 
übergang zu  i'  =  a   bildet,  s.  Abh.  Bd.  87,  Xo.  2  I. 

III.  a)  Die  rationale  Substitution  ersten  Grades  x  =  /?(i")  wird  auge- 
wandt, um  den  Uebergang  der  Integrale  der  Differentialgleichung  F„/^y,  x)  —  0 
von  einem  singulären  Punkte  zu  einem  anderen  singulären  Punkte  im  End- 
lichen zu  vermitteln,  wenn  diese  beiden  Punkte  a  und  b  in  einem  Kreise 
liegen,  ausserhalb  welches  die  übrigen  singulären  Punkte  sich  finden,  jedoch 
dürfen  ausserwesentlich  singulare  Punkte  der  Differentialgleichung  auf  oder 
in  diesem  Kreise  liegen.  Dieser  Kreis  wird  durch  x  =  R(_$)  conform  auf 
den  Kreis  in  der  i?  — Ebene  um  §  =  0  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  1 
abgebildet,  so  dass  dem  Punkte  x  =  a  der  Punkt  1  =  0,  dem  Punkte  x  =  b 
der  Punkt  1=1  entspricht.  Soll  der  Uebergang  von  x  —  x  zu  einem 
Paukte   x„  im  Endlichen  vollzogen  werden,   der  ausserhalb  eines  Kreises 

Journ.il  für  Mathematik  Bd.  XCV.  Heft  1.  9 
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liegt,  in  dem  die  übrigen  singulären  Punkte  (abgesehen  von  ausserwesent- 
lich  singulären  Punkten)  liegen,  so  seien  die  Integrale  bei  x  =  csl.  als  Func- 
tionen von  t  =  —  aufgestellt.   Es  ist  (Abb.  Bd.  87,  No.  1,  Schluss)  x  =  u+x^ 

X 

zu  setzen,  wo  x^  ein  Punkt  innerhalb  dieses  Kreises  ist  und  «'  =  Tr-     Den 

,  1 

Punkten   x  = -x,   und   0^  =  0^,1   entsprechen   /' =:^  0    und   /  = — — — ,   die  sich 

rücksichtlich  der  übrigen  singulären  Punkte  in  der  Lage  der  Punkte  a  und 
b  befinden.  Wendet  man  nun  die  Substitution  t'  =  /?(|)  der  oben  angege- 
benen BeschafFenheit  au,  so  ist  t  und  x  durch  rationale  Substitutionen  erster 
Ordnung  in  1?  ausgedrückt,  bei  welchen  den  Punkten  t  =  0  und  x  =  x„  Punkte 
im  Endlichen  entsprechen,  so  dass  man  auf  das  Vorige  zurückkommt. 

In  der  von  ^  abhängenden  Differentialgleichung  G,„{y,  i)  —  0  enthält 
der  Kreis  um  1  =  0  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  1  abgesehen  von 
5  =  0  und  b'  =  1  keine  oder  höchstens  ausserwesentlich  singulare  Punkte, 
da  einem  nichtsingulären  Punkte  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 
ein  nichtsingulärer  der  durch  eine  rationale  Substitution  ersten  Grades 
transformirten  entspricht,  daher  einem  ausserwesentlich  singulären  Punkte 
der  einen  ein  solcher  der  anderen.  Aus  den  linearen  Relationen  zwischen 
den  Functionen,  die  mit  Potenzen  des  Logarithmus  in  der  Entwickelung 
des  Integrals  bei  i  —  0  multiplicirt  sind  (Abb.  Bd.  87,  No.  1)  und  aus  der 
Beschaffenheit  der  Integrale  bei  einem  ausserwesentlich  singulären  Punkte 
der  Differentialgleichung  folgt,  dass  die  Entwickelung  eines  Integrales  bei 
5  =  0  unter  der  Form  (13.)  in  dem  Ki-eise  mit  dem  Radius  1  gilt.  Dieses 
Integral  wird  durch  die  Integrale  bei  1=1  linear  mit  constanten  Coefficienten 
ausgedrückt.  Wird  diese  Gleichung  (m  — l)-mal  differentiirt ,  alsdann  das 
Gleichungssystem  nach  den  Constanten  aufgelöst,  so  erhält  man  durch  die 
gegebenen  Entwickelungen  der  Integrale  die  Ausdrücke  der  Constanten  in 
einem  nichtsingulären  Punkte  (Abh.  Bd.  87,  No.  3  (3.)).  Die  Differential- 
determinante J  der  von  |  abhängenden  Integrale  ergiebt  sich  aus  der 
Differentialdeterminante  D  der  von  x  abhängenden  Integrale  in  dem  ent- 
sprechenden Punkte  (Abh.  Bd.  87,  No.  5  (10.)): 

(20.)       ^  =  (^)     ^     D. 

In  Betreff  des  Ausdruckes  von  D  s.  No.  5  II  b.  Sind  bei  x  =  a  und  x  =  b 
und   daher   auch  bei  1  =  0   und  1=1    die  Integrale   regulär,  so  kann  man 
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nach  Abb.  Bil.  87  die  Ausdrücke  für  die  Coustanten  dadurch  vereinfachen, 
dass  mau  den  Grenzübergaug-  auf  1=1  vollzieht  und  Reihen  herstellt,  die 
in  diesem  Punkte  selbst  couvergiren. 

Der  Uebergang  von  einem  nichtsiugulären  Punkt  zu  einem  singulären 
geschieht  in  derselben  Weise. 

Die  beliebig  angenäherte  Berechnung  der  Constanteu  geschieht  ^s.  Abb. 
Bd.  91.  No.  4;.  indem  die  Werthe  der  von  x  abhängenden  Integrale  und 
ihrer  m—1  ersten  Ableitungen  in  einem  nichtsiugulären  Punkte  in  dem 
Bezirke  von  x  —  a  und  in  einem  nichtsingulären  Punkte  in  dem  Bezirke 
von  X  =  b  gemäss  Xo.  3  berechnet  vrerden.  Alsdann  sind  noch  bei  dem 
Uebergange  eines  bei  einem  nichtsingulären  Punkte  entwickelten  Integral- 
systems zu  einem  anderen  nichtsingulären  Punkte  die  Constanten  in  den 
linearen  Verbindungen  der  bei  letzterem  Punkte  entwickelten  Integrale  zu 
berechnen,  was  wieder  unter  Anwendung  einer  rationalen  Substitution  ersten 
Grades  geschieht.  Bei  einer  Differentialgleichung,  deren  Integrale  die  ur- 
sprüngliche Differentialgleichung  F,Xy,  x)  =  0  erfüllen  (s.  Xo.  5  V).  braucht 
man,  um  letztere  Berechnung  durchzuführen,  die  neu  hinzutretenden  singu- 
lären Punkte,  die  für  jene  Differentialgleichung  ausserwesentliche  sind,  nicht 
zu  kenneu,  indem  man  zu  dem  angegebenen  Zwecke  die  ursprüngliche 
Differentialgleichung  zu  Hülfe  zieht  nach  Abb.  Bd.  91,  No.  4  III  6). 

b)  Die  Darstellung  des  Resultates  der  Fortsetzung  der  Integrale  von 
einem  Punkte  zu  irgend  einem  anderen  reducirt  sich  auf  eine  Zusammen- 
setzung der  Substitutionen  von  Constantensystemen,  die  sich  nach  I  und 
III  aj  ergeben,  wie  dies  in  den  Abb.  Bd.  87,  Xo.  6,  Bd.  91.  Xo.  4  und 
p.  345  weiter  ausgefühit  ist- 

IV.  ^Yenn  von  den  Grössen  «  und  U  in  Xo.  1  (1.)  vorausgesetzt 
wird,  dass  mau  in  einem  Kreise  um  x  =  a  in  dem  Bezirke  dieses  Punktes 
einen  Kreisring  um  a;  =  a  als  Mittelpunkt  annehmen  kann,  in  welchem 
diese  Grössen  von  der  Form  {x  —  af^>,  die  v  einwerthig,  stetig  und  von 
XuU  verschieden  sind  und  die  Entwickelung  derselben  gegeben  ist.  so 
bleiben  die  Betrachtungen  aus  I.  II  a)  und  die  Folgerungen  aus  III  un- 
geändert. 

5. 

Es  sei  nun  die  Diftereutialgleichung  F„,(y,  x)  —  0  vorgelegt,  worin 
der  Differentialausdruck 

9* 
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rationale  Functionen  als  Coefficienten  besitzt. 

I.  Der  Differentialausdruck  F„Xy,  x)  wird  nach  Abh.  Bd.  91,  No.  8 
in  canonischer  Form  dargestellt.  Es  wird  also  für  F,„(y,x)  die  I)arstelliiiig' 
durch  das  System  homogener  linearer  Ditt'erentialausdrücke  mit  rationalen 
Coefficienten  gegeben 

(2.)        F^i^(y,x)  =  y,,      F^,^(y^,  x)  =  y,,     .  .  .     F(,)(y,,_„  x)  =  s,     F,„_.v(s,  aj), 
welches  folgende  Eigenschaften  besitzt. 

Werden  Differentialgleichungen  genommen,  in  denen  normale  Ditt'e- 
rentialausdrücke mit  übereinstimmenden  determinirenden  Factoren  gleich 
Null  gesetzt  sind ,  deren  Integrale  F„,  =  0  erfüllen ,  so  kann  es  von  allen 
solchen  Difi"erentialgleichungeu  nur  eine  geben,  welche  die  höchste  Ordnung 
hat.  Alle  derartigen  Difi'erentialgleichungen  von  letzterer  Eigenschaft  mit 
unter  einander  verschiedenen  determinirenden  Factoren  seien  aufgestellt.  Die 
Integrale  derselben  sind  unter  einander  linear-unabhängig.  Diese  Integrale 
werden  in  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung  F(,)(y,  o;)  =  0  ver- 
einigt, wo  F(])  durch  ein  System  normaler  Diflerentialausdrücke  darstellbar 
ist.     Alsdann  wird  F,„  (y,  x)  auf  die  Form 

(3.)  F„(^,  x)  =  ?/„  F,„.(y,,x) 
gebracht.  F,^i)  ist  nun  der  erste  canonische  Bestandtheil  von  F,„.  Dann 
Avird  in  derselben  Weise  der  erste  canonische  Bestandtheil  von  F„.(y^,  x) 
aufgestellt.  Derselbe  wird  der  zweite  canonische  Bestandtheil  von  F„„  F(2j(y„a;). 
Dieses  Verfahren  ist  fortzusetzen,  bis,  man  zu  einem  Differentialausdruck 
F,„_y(s,x)  von  der  Ordnung  m—N  (iV^O)  gelangt,  bei  welchem  entweder 
m  —  N=0  ist,  so  dass  er  sich  auf  s  reducirt,  oder  der  die  Eigenschaft  hat, 
dass  in  F,„_x(s,  x)  —  0  nicht  mehr  die  Integrale  einer  Differentialgleichung 
in  der  ein  normaler  Difterentialausdruck  gleich  Null  gesetzt  ist,  enthalten 
sind,  und  der  dann  der  letzte  canonische  Bestandtheil  von  F„,  ist.  F^,  bis 
F(,,)  sind  (Abh.  Bd.  91,  No.  8)  die  normalen  canonischen  Bestandtheile, 
F,„_,v,  OT-iV>>0,  ist  der  nichtnormale  canonische  Bestandtheil  von  F„,  ge- 
nannt worden. 

Die  canonische  Form  (2.)  von  F„Xy,  x)  besteht,  wie  sich  aus  dem 
Vorigen  ergiebt,  nur  auf  eine  Weise. 

Zugleich  ist  die  Darstellung  von  F„,(y,x)  unter  der  Form 
(4.)       *_^.(y,  x)  =  s,     F„,_.v(s,  x), 


Thome,  zur  Theorie  der  linearen  Dijferentialgleichumjen.  69 

in  welcher  der  Ditferentialausdriick  f/>.v  ilureh  ein  System  normaler  Diffe- 
rentialausdrücke darstellbar  ist,  und  die  Ordnung  von  F^^y  entweder  gleich 
Null  ist,  oder  F,„_y  =  0  nicht  mehr  die  Integrale  einer  Differentialgleichung 
mit  normalem  Differentialausdrucke  enthält,  nur  so  möglich,  dass  es  nur 
einen  Differentialausdiuck  0.v  dieser  Art  giebt  (iV ^  0),  und  daher  auch 
nur  einen  Differentialausdruck  F„,_y(s,  x). 

Das  System 

(ö.)       F(i)(</,  a-)  =  «/i,      F(,,)(y„  J-)  =  y->,     ...      F(„3(«/.._i,  x) 
ist  also  eine  Darstellung  des  Differentialausdruckes  «/'vC^,  ^). 

Wenn  ein  System  linear -unabhängiger  Integrale  einer  Differential- 
gleichung durch  die  Integrale  mehrerer  Differentialgleichungen  gebildet 
wird,  in  denen  normale  Diflerentialausdrücke  mit  von  einander  verschiedenen 
determinirenden  Factoren  gleich  Null  gesetzt  sind,  so  giebt  es  zu  der  ur- 
sprünglichen Differentialgleichung  nur  ein  System  solcher  Differentialglei- 
chungen. Dieselben  sind  in  Abb.  Bd.  91,  No.  9  die  Hanpfimterdi/ferential- 
gleichungen  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  genannt  worden.  Indem 
also  die  canonische  Form  (2.)  von  F,„(y,  x)  hergestellt  wird,  werden  die 
Hauptunterdifterentialgleichungen  von  F(,)  =  0  bis  Fj^^  =  0  aufgestellt. 

Hier  soll  nun  vorausgesetzt  werden,  dass  der  Ausdruck  F,„_y(s,  x) 
sich  auf  s  reducirt.  Es  ist  dann  also  F,„(y.  x)  durch  ein  System  normaler 
Differentialausdrücke  darstellbar. 

Nun  sind  die  Litegrale  der  Differentialgleichung  F,„(y,  x)  —  0  zu 
untersuchen.  Besteht  F,„  nur  aus  einem  normalen  canonischen  Bestandtheile 
F(,),  so  kommt  diese  Untersuchung  auf  die  Betrachtung  der  Integrale  der 
Hauptunterdifferentialgleichungen  von  F^^)  =  0  hinaus.  Hierüber  s.  Abh. 
Bd.  91,  No.  9  I. 

Es  wird  also  vorausgesetzt,  dass  F,„  mehr  als  einen  normalen  cano- 
nischen  Bestandtheil  enthalte. 

IL  Die  Integrale  von  F„,  =  0  werden  hei  einem  singulären  Punkte 
dieser  Differentialgleichung  x  =  a  im  Endlichen  aufgestellt. 

a)  Bei  jedem  canonischen  Bestandtheile  werden  die  Integrale  der- 
jenigen Hauptunterdifferentialgleichuugen  in  einer  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung vereinigt,  die  denselben  zu  dem  Punkte  x  =  a  gehörenden 
determinirenden  Factor  enthalten  (Abh.  Inl.  91,  No.  5  I),  bei  denen  also  in 
den  determinirenden  Factoren  e'*  der  normalen  Ausdrücke,  die  Glieder  in 
den   rationalen   Functionen    W,   die   für   x  =  a  unendlich   werden,   überein- 
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stimmen.  Die  hierdurch  erhalteueu  I  liffereiitialgleichmigeu  (vgl.  Abh.  Bd.  83, 
No.  7  IV  o),  Bd.  91,  No.  6  «))  seien  bei  dem  /•'«'"  canonischen  Bestaudtheile 

(6.)       F,,  =  0,     F,,  =.0,     ...     F,,^  =  0. 
Die  k,  Ausdrücke  F,.i  bis  F,,    sind  bei  x  =  a  normale  Differentialausdrücke 
mit  von  einander  verschiedenen  zu  x  =  a  gehörenden  determinirenden  Fac- 
toren.     Die  Integrale  der  Differentialgleichung  F,,  =  0.  deren  Ordnung  durch 
«r,,  bezeichnet  ist,  werden  unter  der  Form  aufgestellt 

(7.)       uY'^  fdxCu{'^y\uY'^  f-  ■  ■  fifii'lD-'f'r^dx,  Cf  =  i, ...  «,.„) 

<4"' =  e'""}/J'''',  wo  ?/;,.,  gleiclr  Null  oder  von  der  Form  .Zc_,,(.r  — a)"'  ist, 
r^,"^  von   der  Form   (a;— a)'''~ '^'^c,(j;  — «)%   Mod.c„^0.     Die   Exponenten 

fi,  (b  =  1, ...  ft,.,,)  sind  hierbei  so  angeordnet,  dass  diejenigen,  welche  sich  nur 
um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  auf  einander  folgen,  und  unter  letzteren  die 
vorhergehende  einen  reellen  Theil  hat,  der  nicht  kleiner  als  der  der  fol- 
genden ist.  In  den  Reihen  J:c,(x—a/  in  den  r,  ist  alsdann  c^  =  Coh\,  und 
Ä,  eindeutig  bestimmt,  c„  kann  gleich  1  gesetzt  werden.  Diese  Reihen 
convergiren  in  einem  gewissen  Kreise  um  x  =  a  (vgl.  Abh.  Bd.  83,  Ko.  9  (14.)). 
In  (7.)  wird  die  jedesmalige  Integratiousconstante  annullirt.  Nun  seien  die 
Integrale  der  Differentialgleichungen  F,.^  —  0,  F,..  =  0  bis  F,.(,,_i)  =  0  in  einer 
Differentialgleichung  (r,.(,,_,^  =  0  vereinigt,  in  welcher  der  Coefficient  der 
höchsten  Ableitung  gleich  1  ist.  Werden  die  Integrale  von  F,,,  =  0  und 
G,(,,_i)  =  0  in  einer  Differentialgleichung  vereinigt,  so  sei  dieselbe 

(8.)       G,(,,_i)(?/,  x)=:y„     </>„(?/„  x)  =  0, 
in  (p,.,,  ist  der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  gesetzt.     Es  sollen 
nun  die  «,,,  Integrale  (7.)  in  Gr(,,-i)(«/,  x)  eingesetzt  werden.    G,(,,_i)(e""y,  x) 
sei  gleich  e"'''f(y,  x)  gesetzt.     Dann  hat  man  in  f(y,  x)  die  k,,,  Integrale 

(9.)       vr^fdx(v[^^->)-'  ^r^  f. .  ■Jlvl'-S)-'v{r'^dx,  (t-= .. ...  «.„) 

einzusetzen.  Mau  erhält  dadurch  «,,,  linear  -  unabhängige  Functionen,  so 
dass  man  dem  Resultate  die  Form  geben  kann 

(1^-)  f{y>^)    =    °\ I  dxQ^''o^f  ■■■  I a-\o^Ax,  (1=1,  ...  a,.,,) 

wo  nun  die  Ausdrücke  der  o  zu  bestimmen  sind.     Es  ergiebt  sich 

(11.)    rKvr\x)  =  ö. 
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Wird  01  -T—  Oi^ffu,  x)  oder 

(12.)       f{u,x)  =  o,     -^ ^o=g(t,,x) 

gesetzt,  so  folgt,  weil  g{v\"^.x)  =  Q  ist, 

Setzt  man  daher  in  (j{u,  x)  die  Integrale  (9.)  für  b  =  2,  ...  «,,  ein,  so  ergiebt 
sich,  dass  wenn  man  in  fi(ui,  x) 

(U.)       rr\fdx(vt^)-^ii'-^>j'--.faf^,yhi"^dx,  (b=2. ...  a,„) 

einsetzt,  man  erhält 

(15.)       A(?/i,  ir)  =  Oj  /  rfx ar' o^ I ... I q-^^ g^. dx. 

Es  ergiebt  sich  nun 

(16.)       n(vr\x)  =  a„ 
und  man  hat  weiter  mit  /"i  (ji,  x)  zu  verfahren  wie  mit  f(ii,  x)  u.  s.  w.     Vgl. 
bei  diesen  Untersuchungen  Abh.  Bd.  83,  No.  7  Y  p.  136,  No.  2  II  p.  94. 

Der  charakteristische  Index  in  f[y,  er)  ==  0  bei  x—a  ist  gleich  der 
(Jrdnuug  dieser  Differentialgleichung,  weil  die  determinii-eudeu  Factoren 
bei  X  =  a  in  F,^  bis  F,.^^  von  einander  verschieden  sind,  und  F,,  durch  ein 
System  normaler  xA.usdrücke  darstellbar  ist.  welches  einem  System,  durch 
das  <^„  dargestellt  wird,  ähnlich  ist.  (Abh.  Bd.  83,  Xo.  7  IV  a)).  Daraus 
folgt  weiter,  dass  der  charakteristische  Index  in  f  =  0,  /"i  =  0,  /",  =  0  etc.  ein 
und  derselbe  ist  gleich  der  Ordnung  dieser  Differentialgleichungen  und  zwar 
ist  das  Anfangsglied  in  der  Entwickeluug  des  Coefficienten  des  letzten  Gliedes 
dieser  Differentialgleichungen  übereinstimmend,  dasselbe  sei  K(x—a)'\  Es 
ergiebt  sich  daraus,  dass  die  Exponenten  r^^,  in  den  Entwickelungen  der  o^ 

der  Form  (x— fl)'"'~''"*^'^c,(j;— a)\  Mod.  c„^0,  der  Reihenfolge   nach   f,— s, 

«2— s  bis  fo  — s  sind.  Zugleich  ergiebt  sich,  dass  wenn  man  die  k  ersten 
Glieder  in  jeder  Grösse  v  aufgestellt  bat,  ferner  bei  den  rationalen  Coefficien- 
ten in  f{ij,  x)  die  k  ersten  Glieder  in   der   Entwickeluug   des   Coefficienten 

von  y,  die  k  ersten  Glieder  in  der  Entwickeluug  des  Coefficienten  von     .^ 

von  (a;— fl)~'+^  an  gerechnet,  so  fiiulet  mau  aus  denselben  die  k  ersten  Glieder 
in  jeder  Grösse  o.  Es  genügt  A-  =  1  zu  setzen,  so  dass  aus  f,  /', ,  etc.  nur 
das  Anfan"S":lied  in  der  Entwickeluug  des  roefficienten  des  letzten  Gliedes 
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in  Betracht  kommt.  Denn  dadurclj  wird  das  Anfangsglied  in  jeder  Grösse  n 
bestimmt,  und  mm  liefert  die  Difterentialgleichung-,  welcher  die  o  genügen, 
e""'"^^j(e"'"ff,  x)  =  0  die  Entwickelungeu  der  Grössen  a  eindeutig.  Um  nun 
diese  Grössen  vollständig  darzustellen,  werden  (vgl.  Abh.  Bd.  91,  No.  1  c)) 
die  Difterentialdetermiuanten  der  Integrale 

(17.)       n.fdxor'a.f...  fa-liOtdx,  (t  =  i,  ...o,,,) 

angewandt,  wobei  in  den  Entwickelungen  der  Integrale  (17.)  die  Integrations- 
constanten  annullirt  werden,  indem  alsdann  die  Integrale  (17.)  auch  die 
Diö'erentialgleichung  e~"^"yr,(e"''Vj  x)  =  0  erfüllen,  da  sie  aus  den  Integralen 
auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (10.)  multiplicirt  mit  Constanten  hervor- 
gehen.    Wird  die  Differentialdetermiuante  der  b  ersten  Integrale  (17.)  durch 

D(,  bezeichnet,  so  ist  Ot  =  -=r^-  Um  nun  in  den  Differentialdeterminanten 
die  Entwickelungen  der  Integrale  (17.)  darzustellen,  wird  aus  der  Diffe- 
rentialgleichung e~""95^,,(e""ö,  x)  =  0  die  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  her- 
geleitet (Abh.  Bd.  87,  No.  7  1),  welcher  die  Factoren  der  Potenzen  von 
log(x  — a)  in  einer  solchen  Entwickelung  genügen.  Dieselbe  liefert  für  die 
Coefficienten  in  der  Entwickelung  eines  solchen  Factors  eine  Recureions- 
formel  mit  constanter  Anzahl  der  Glieder,  die  nicht  identisch  verschwinden 
(vgl.  No.  2).  Die  ersten  Coefficienten  bestimmt  mau  durch  directe  Ent- 
wickelung von  (17.)  (vgl.  Abh.  Bd.  83,  No.  9  (23.)).     Es  ist  nun  D^  von 

der  Form  (o-  — a)'-^c,(a;— a)\   >.  =:f,  +  f,,H l-ff—  ^  ~  ^ bs,  c„  von  Null 

verschieden,  und  man  erhält  ^cX^—a)'  durch  eine  Summe  von  Potenzreihen 

mit  positiven  Exponenten  dargestellt,  von  denen  das  Bildungsgesetz  der  Coef- 
ficienten gegeben  ist.     Alsdann  wird 

(18.)     (D,r  =  (^-«)-^f  i(-if  (x-«)0- 

Diese  Reihe  kann  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  Mod.  (a;  —  o)  nach  Po- 
tenzen von  x—a  geordnet  werden  und  convergirt  in  einem  Kreise,  in  dem 
Dt(x  —  a)~'  einwerthig,  stetig  und  von  Null  verschieden  ist.  Ein  solcher 
Kreis  wird  nach  Abh.  Bd.  91.  No.  3  III  bestimmt  (vgl.  No.  3  I  b)).  Es  ist 
also  nun  die  Entwickelung  von  a^,  und  rr~'  gegeben. 
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Die  Grösse  a^,  aus  (17.)  sei  mit  e'"  njultiplicirt  und 
(19.)       e^'-'a,  =  t("' 
gesetzt.     Dadurch  erhält  man  als  Integrale  von  (f,^  =  0 

(20.)       T^{'''^fdx(T<('^Y'T[^'^f...f{Tl^lX)~'4'"^)dx.  (f='-  •-  ■»«) 

Bei  n  =  1  ist  (fr,  =  F„  und  t,^^»  =  /4^'\ 

Es  sei   die  Ordnung   des   rt^i  canonischen   Bestandtheiles  F^^,   durch 
,jV  bezeichnet.     Dann  wird  der  Integralausdruck  aufgestellt 

(21.)      Jr,ldxiTx'Tnf...Ji7ii^r)r,4x,  0=]....^.) 

in  welchem 

(22.)         r,.,  =  ir\       1=    £    «,,+  b.  W  =  l,...a„, 

Nun  wird  ferner  der  Integralausdruck  gebildet 

(23.)       '(,  I  dx  u~^  n.  f ...  I  n'^\,u„dx,  (»  =  '       :^—  ■-/',) 

in  welchem 

(24)    //„  =  r,,  «  =  ^^V.+A         {^:l:::;;;,  ^'^"' 

Der  Integralausdrack  (7.)  sei  durch  S{/"^  bezeichnet,  dann  wird  die  Integral- 
formel aufgestellt 


(25.) 


i  H,Jdxir,\i,f...  fdxa;l,LtJ'dxu7'S[''\  gl]; ;;;  ';^^^ 


in  welcher  die  Integrationsconstanten  annullirt  werden.  Die  Integrale  (25.) 
sind  die  Integrale  von  F„  =  0  bei  x  =  a.  Dieselben  sind  linear -unab- 
hängig, wie  sowohl  aus  der  canonischen  Form  hervorgeht  (vgl.  Abh. 
Bd.  91,  No.  5  II  Schluss),  als  aus  dem  Ausdruck  dieser  Integrale  durch  die 
Formel  (23.),  in  welcher  alsdann  bei  den  Integrationen  in  der  Formel  (21.), 
die  S'J,'"^  ergiebt.  noch  Constanten  zuzufügen  sind. 

h)    Die  Ditt'erentialdeterminante  D  der  Integrale  (25.)  ist  (vgl.  Al)h. 
Bd.  91.  Xo.  1  (14.)  und  p.  341) 

(26."       D  =^  ti,u,...ii„,     m^ß,+ii,-\ f-/^,. 

wie  sich  aus  dem  Ausdrucke  der  Integrale  durch  Formel  (23.)  ergiebt:  die 
Gleichung  (26.)  besteht  unabhängig  davon,  welche  Constanten  bei  den  Inte- 
grationen in  (23.)  zugefügt  werden.     Andererseits  ist 
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(27.)       D  -  e'-'''''^ 
Hieraus  ergiebt  sich  für  D 

(28.)      D  =  c(.-„)V.(l-£^y,..(l-£^)"-e«-<". 

WO  w  gleich  Null  oder  von  der  Form  ^  c _,^  (x  ~  a)~'''  ist,  die  Factoren 
(l— ^^— j''   (b  =  1,  ...  ^.  —  1),  in  denen  «;,(!... A—1)  die  übrigen  singulären 

Punkte  von  F„  —  0  im  Endlichen  sind,  für  x—  a  den  AVerth  1  erhalten,  U(x) 
eine  rationale  Function  ist,  die  für  x  =  a  nicht  unendlich  wird,  c  ein  con- 
stanter  Factor.  Dieser  constante  Factor  ergiebt  sich  aus  (26.)  durch  das 
Product  der  Anfangscoefficienten  h\,  in  den  Ausdrücken  der  Grössen  ,«  der 

Form  p"'(a;  — a)''.^Ä-,,(a;— a)'\  w  =  0  oder  von  der  Form  .Zc_,,(a;— o)"'",  Arovon 

Null  verschieden.  Es  ist  also  c  eine  ganze  rationale  Function  dieser  ge- 
gebenen Constanten. 

Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  für  die  Diiferentialgleichungen 

(29)       i''^^^^^'^^-'^ 

^  Fw  (jy,  x)  =  ^1 )     Fn  (ü/i  5  ^)  =  <^,     etc., 
deren  Integrale  in  den  Formeln  (25.)  enthalten  sind,  als  Ausdruck  der  DiflFe- 
rentialdeterminante  der  Integrale  bezüglich 

<  U,  11^...  11^  , 

(30.)        •"■     "'■' 

yf'if'i---fiß,+fl,,    etc. 

Der  constante  Factor  in  diesen  Ditferentialdeterminanten  ergiebt  sich  also 
auch  als  eine  ganze  rationale  Function  gegebener  Constanten. 

III.     a)  Die  Entwickebnuj  der  Integrale  (2ö.)  ist  zu  bilden. 

Bei  den  Integralen  (20.)  ist  für  jedes  Integral  die  Grösse  U  in  No.  1 
(1.)  durch  successive  Ausführung  von  Integrationen  aufzustellen.  Aus  II 
wird  die  Ditfcrentialgleichung  für  U  entnommen,  in  dieser  ist  ein  bei  x  =  a 
normaler  Dift'erentialausdruck  gleich  Null  gesetzt.  Ist  dieselbe  ^{y,x)  —  Q 
und  ist  der  determinirende  Factor  bei  a;  =  a  in  i/'  gleich  e",  so  ist  e~"yj(e''y,  x')  =  0 
die  Difterentialgleichung  mit  dem  charakteristischen  Index  bei  x  =  a  gleich 
Null,  welcher,  wenn  f/ =  e"  {/ gesetzt  wird,  L'^  genügt.  Aus  dieser  Diüe- 
rentialgleichung  wird  nach  Abb.  Bd.  87,  No.  7  I  eine  Differentialgleichung 
mit  rationalen  Coefticienten  und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung 
gleich  1  hergeleitet,  die  bei  x  =  a  den  charakteristischen  Index  gleich  Null 
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hat.  der  die  Functionen  x^(x  —  d)  in  Xo.  1  (3.)  genügen.  Dieselbe  dient 
zur  Darstellung  dieser  Functionen,  die  in  dem  Bezirke  von  x  —  a  bei 
e~'xp(e''y,x)  =  0  einwerthig  und  stetig  bleiben. 

Es  werde  nun  folgende  Benennung  eingeführt. 

Für  einen  Ausdruck  der  Form 

(31.)       {x-ay^. 

wo  (f  und  L"  Functioneu  von  x  sind,  die  in  einem  Gebiete  um  x  =  a  abge- 
sehen von  diesem  Punkte  einwerthig  und  stetig  sind  {u>  auch  gleich  1  sein 
kann)  werde  die  Bezeichnung  E/emenfarintegral  angewandt.     Der  Ausdruck 

(32.)       TT;  fdxT^^  ^2  /.  •  •  f'r'^lx T„  dx,  (..  >  1) 

worin  r,  (a  =  1.  . .  =  «)  Elementarintegral  ist.  heisse  ein  System  von  Ele- 
menlarintegralen  t,  ,  t^  bis  t„,  die  Grössen  r,.  t,  bis  t„  heissen  die  Bestand- 
theile  des  Systems.  Unter  der  Form  (32.)  bestehen  die  Integrale  bei  einem 
beliebigen  singulären  Punkte  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung, 
deren  Coefficienten  bei  x  =  a  abgesehen  von  diesem  Punkte  einwerthig  und 
stetig  sind  (vgl.  Xo.  1  III). 

Hat  ein  Elementarintegral  den  Ausdruck 

(33.)  (x  — «)' e"/(x  — a), 
wo  w  gleich  Xull  oder  von  der  Form  ^  c_,i (a*  —  o)"'  ist,  ^  "^on  der  Form 
2^c^(x  —  ay,  c.,  von  Xull  verschieden,  so  werde  dasselbe  ein  normales  Ele- 
mentarintegral genannt,  und  wenn  w  =  0  ist,  ein  reguläres  Elementarintegral. 
e"  heisse  der  determinirende  Factor,  r  der  Exponent  des  normalen  Elementar- 
integrales. 

Ein  Integral  (23.)  oder  (25.)  ist  also  ein  System  normaler  Elementar- 
integrale. In  einem  Systeme  normaler  Elementarintegrale  seien,  indem  die 
Integrationsconstanten  anuullirt  werden,  die  Integrationen  successive  ausge- 
führt, so  lange  je  zwei  auf  einander  folgende  Elementarintegrale  t,  und  t  _, 
die  determinirenden  Factoreii  übereinstimmend  haben,  bis  man  auf  einen 
Ausdruck  wie  Xo.  1  (1.)  gelangt,  oder,  wenn  in  dieser  Weise  alle  Inte- 
grationen ausgeführt  sind,  auf  einen  Ausdruck  wie  Xo.  1  (3.).  Wenn  nun 
in  dem  hierdurch  erhaltenen  Ausdruck  Xo.  1  (1.)  der  Exponent  (j  in  U 
sich  von  einem  der  Exponenten  in  den  vorhergehenden  normalen  Ele- 
mentarintegralen niclit  um  eine  ganze  Zalil  untersclieidet.   oder  wenn    man 

10* 
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auf  den  Ausdruck  No.  1  (3.)  gelangt  ist,  so  werde  von  dem  ursprünglichen 
Systeme  normaler  Elementarintegrale  gesagt,  dasselbe  enthalte  den  Grujjpen- 
exponenten  des  letzten  Bestandtheiles  einstellig.  Wenn  aber  in  dem  Aus- 
drucke No.  1  (1.)  der  Exponent  p  sich  von  dem  Exponenten  in  einem  oder 
mehreren  der  vorhergehenden  Elementarintegrale  nur  um  eine  ganze  Zahl 
unterscheidet,  so  werde  gesagt,  das  ursprüngliche  System  normaler  Ele- 
mentarintegrale enthalte  den  Gruppenexponenten  des  letzten  Bestandtheiles 
mehrstellig.  Unter  Gruppenexponenten  ist  hier  jede  beliebige  Grösse  ver- 
standen, die  sich  von  dem  Exponenten  p  nur  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet. 
Diese  Bezeichnung  entspricht  der  in  Abh.  Bd.  91,  No.  5  angenommenen,  wo 
von  einem  Systeme  bei  x  =  a  normaler  Ditferentialausdrücke,  welches  auf 
die  Form  gebracht  ist,  in  der  zwei  auf  einander  folgende  determinirende  Fac- 
toren  bei  x  =  a  nicht  übereinstimmen,  gesagt  ist,  dasselbe  enthalte  den 
Gruiipenexponenten  ^  einstellig,  wenn  von  den  Exponentengleichungen,  welche 
den  bei  x  —  a  regulären  Ausdrücken  in  den  einzelnen  bei  x  =^  a  normalen 
Bestandtheilen  des  Systems  entsprechen,  nur  die  zu  dem  letzten  Bestand- 
theile  gehörende  Gleichung  Wurzeln  enthält,  die  sich  von  q  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden.  Im  anderen  Falle  ist  zu  sagen,  das  System  bei  x  —  a  nor- 
maler Differentialausdrücke  enthalte  den  Gruppenexponenten  mehrstellig. 

Wenn  nun  ein  System  normaler  Elementarintegrale  (25.)  den  Gruppen- 
exponenten des  letzten  Bestandtheiles  einstellig  enthält,  so  kommt  zur  Dar- 
stellung des  entsprechenden  Ausdruckes  No.  1  (1.)  nur  die  Formel  No.  1 
(14.)  zur  Anwendung.  Die  höchste  Potenz  des  Logarithmus  von  x  —  a,  die 
mit  nicht  verschwindendem  Coefficienten  in  U  No.  1  (3.)  vorkommt,  bleibt 
dann  auch  die  höchste  Potenz  des  Logarithmus  mit  nicht  verschwindendem 
Coefficienten  in  der  EntAvickelung  von  No.  1  (1.).  Dieser  Cocfficient  wird 
nämlich 

(34.)      ,"i  /dxt(f\((;  I .  •  • //T'  c"  (.c  —  «)'-'/, (j;  —  o) dx. 

Wenn  ein  System  normaler  Eleracntarintegrale  (25.)  den  Gruppen- 
exponenten des  letzten  Bestandtheiles  mehrstellig  enthält,  so  wird  der  ent- 
sprechende Ausdruck  No.  1  (1.)  unter  Anwendung  der  Formeln  No.  1  (14.) 
und  (33.)  dargestellt.  Die  höchste  Potenz  des  Logarithmus  von  x  —  a  mit 
nicht  verschwindendem  Coefficienten  in  der  Entwickelung  von  No.  1  (1.) 
kann  ni{;ht  niedriger  sein  als  die  in  IJ,  wie  sich  durch  Division  mit  den 
,u  und  Differentiation  ergiebt.     Weiteres  hierüber  in  d). 
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Nachdem  die  Integrale  (25.)  durtili  die  Formeln  aus  No.  1  dargestellt 
sind,  erfolgt  aus  dieser  Darstellung  die  Entwickelung  unter  der  Form  Xo.  1 
(4.)  so,  wie  in  No.  2  angegeben  ist. 

h)  Der  Umgang  um  x—a  sei  in  einem  System  normaler  Elementar- 
integrale (25.)  vorznnehmen.  Man  erhält  nach  No.  4  I  das  Resultat  ausge- 
drückt als  lineare  Function  mit  constanten  Coefficienten  von  den  aus  dem 
ursprünglichen  System  hervorgehenden  Systemen  normaler  Elementarinte- 
grale, die  mit  einem  der  vorhergehenden  Bestandtheile  endigen,  in  welchem 
der  Gruppenexponeut  derselbe  ist  wie  in  dem  letzten  Bestandtheile  des  ur- 
sprünglichen Systems.  Diese  constanten  Coefficienten  haben  die  Form  e'""'' 
multiplicirt  mit  einer  ganzen  rationalen  Function  von  27ii.  Die  Coefficien- 
ten in  letzterer  Function  werden,  wenn  das  betrachtete  System  (25.)  den 
Gruppenexponenten  des  letzten  Bestandtheiles  einstellig  enthält,  ganze  ratio- 
nale Ausdrücke  gegebener  Constanten  No.  4  I  (8.),  sonst  werden  dieselben 
gemäss  No.  4  I  (12.)  ausgedrückt. 

Nun  können  in  den  gefundenen  linearen  Ausdruck  mit  constanten 
Coefficienten  als  Functionen  Integrale  aus  (23.),  in  denen  die  Integrations- 
constanten  anuullirt  sind,  eingehen.  Dann  sind  diese  Integrale  noch  durch 
Integrale  aus  (25.)  auszudrücken. 

Letzteres  kommt  darauf  hinaus,  die  Integrale  (21.),  wenn  hi  diesen 
die  Integrationsconstanten  annullirt  werden,  durch  die  Integrale  (7.)  SJ,'''^ 
auszudrücken.  Zu  dem  Zwecke  werden  zunächst  in  dem  Ausdrucke  eines 
Integrales  (7.)  Sil"'^  durch  Integrale  (21.)  die  constanten  Coefficienten  be- 
stimmt. Ein  Integral  Sil""  ist  gleich  e"'"  Y,  wo  Y  das  Integral  (9.)  ist.  Die 
Entwickelung  von  Y  wird  in  (10.)  eingesetzt,  und  man  hat,  um  die  Inte- 
grationsconstanten auf  der  rechten  Seite  zu  bestimmen,  durch  die  Grössen 
(Ti  bis  Ol,  successive  zu  dividiren,  alsdann  zu  differentiiren  und  vor  joder 
Differentiation  das  constante  Glied  in  dem  erhaltenen  Ausdrucke  links  zu 
bestimmen.  Dasselbe  kann  nur  dann  von  Null  verschieden  werden,  wenn 
der  Grui)i)enexponent  in  der  jedesmal  vorliegenden  Entwickelung  ganzzahlig 
ist.  Diese  Integrationsconstanten  in  (10.)  sind  ganze  rationale  Ausdrücke 
gegebener  Constanten.     Dieselben  werden  die  Integrationsconstanten  in  den 

Integralen    (20.)    und    daher    in    den    Integralen    (21.)    bei    1=    ^    f(,.,-\-f{, 

(f/=  1,  ...  b).     Es  sind  dann  die  Integrationsconstanten  in  den  vorhergehen- 
den Integralen  (21.)  zu  bestimmen.    Die  Integrale  von  /v,  —  0  bis  /'^,(,_,)  =  0, 
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s<ia,  aus  II  o)  seien  in  der  Differentialgleichung  G,(,_i)  =  0  vereinigt.  Wird 
dann  das  Integral  e""'y  in  G,.(,_i)(f/,  rc)  eingesetzt,  so  ist  das  Resultat  gleich 
dem  Theile  von  (21.),  der  mit  den  Integralen  (20.),  nachdem  in  diesen  s 
an  Stelle  von  a  eingesetzt  ist,  beginnt.  Um  nun  in  letzteren  Integralen  die 
Integrationsconstanten  zu  bestimmen,  ist  wieder  successive  durch  die  t  zu 
dividiren  und  zu  diiferentiiren  und  das  jedesmalige  constante  Glied  in  der 
Entwickelung  zu  bestimmen. 

Diese  Constante  wird  nach  No.  2  (1.)  durch  ein  bestimmtes  Integral  aus- 
gedrückt, welches  nach  No.  3  berechnet  werden  kann.  Auf  diese  Weise  er- 
hält man  die  Constanten  in  dem  Ausdrucke  eines  Integrales  (7.)  Si'"^  durch 

die  Integrale  (21.)  von   1=2   «,.+6  an  bis   1=1.     In  diesen  Ausdruck 

können  nur  diejenigen  Integrale  (21.)  eingehen,  in  denen  der  Gruppen- 
exponent des  letzten  Bestandtheiles   derselbe   ist,   wie   in    dem   l)etrachteten 

c=a-l 

Integrale  (7.).    Der  Coefficient  des  letzten  Integrales  (21.)  bei  /=   2   «„  +  b 

ist  gleich  1.  Man  erhält  daher  auch  umgekehrt  dieses  Integral  ausgedrückt 
durch  die  vorhergehenden  in  (21.)  und  durch  das  Integral  (7.)  Si'''\  Die 
vorhergehenden  Integrale  in  (21.)  werden  nun  auf  dieselbe  Weise  behandelt, 
und  es  wird  auf  diese  Weise  schliesslich  jedes   der  Integrale  (21.)  ausge- 

!c  =  i  k 

._'■■■    ''  ,  deren  Entwickelungen  den- 
selben Gruppenexponenten  enthalten  wie  das  Integral  (21.). 

Es  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden,  wenn  ein  System  normaler 
Elenientarintegrale  (25.)  den  Gruppenexponenten  des  letzten  Bestandtheiles 
einstellig  enthält,  und  ein  Umgang  um  x  =  a  vollzogen  wird,  dass  die  Con- 
stanten in  den  ganzen  rationalen  Functionen  von  2^7«,  welche  Functionen 
mit  einer  Grösse  e'"'''  multiplicirt  die  Coefficienten  in  dem  linearen  Ausdruck 
von  Integralen  (25.),  dem  Kesultate  des  Umganges,  darstellen,  immer  ganze 
rationale  Ausdrücke  geriebener  Constanten  werden.  Enthält  ein  Sj'Stem  noi'- 
maler  P^lementarintegrale  (25.)  den  Gruppenexponenten  des  letzten  Bestand- 
theiles mehrstellig,  so  werden  die  genannten  Constanten  dadurch  ausgedrückt, 
dass  Functionen  unter  demselben  Integralzeichen  vereinigt  werden,  alsdann 
ein  solches  Integral  nach  No.  2  durch  eine  Reihe  ganzer  rationaler  Func- 
tionen gegebener  Constanlen  dargestellt  wird.  Dasselbe  kann  nach  No.  3  be- 
rechnet werden. 

Wenn  bei  einem  Integral  (25.)  der  Umgang  um  x  =  a  vollzogen  ist 
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uiul  (las  Resultat  linear  mit  coiistauten  Coefficienten  durcrli  die  vorhergehenden 
Integrale  (25.)  ausgedrückt  ist,  die  bei  der  Entwickelung  unter  der  Form 
No.  1  (4.)  denselben  Gruppenexponenten  enthalten,  so  erhält  man  nach 
No.  4  16)  die  P^inctionen  y.,(a;— a),  a>l  in  dem  Ausdrucke  No.  1  (4.)  jenes 
Integrales  linear  und  homogen  mit  bekannten  constanten  Coefficienten  durch 
die  Functionen  (p  in  den  Ausdrücken  der  Form  No.  1  (4.)  der  genannten 
vorhergehenden  Integrale  (25.)  dargestellt. 

c)  In  den  Hauptunterdifferentialgleichungen  eines  canonischen  Be- 
standtheiles  von  F,„  =  0  sind  normale  Differentialausdrücke  gleich  Null  ge- 
setzt; es  werde  der  in  jedem  solchen  normalen  Ausdruck  enthaltene  regu- 
läre Ausdruck  herausgenommen,  und  es  sei  die  Exponentengleichung  des- 
selben bei  X  —  a  aufgestellt.  Die  Wurzeln  dieser  Exponentengleichungen 
bei  X  =  a  aus  den  Hauptunterdifferentialgleichungen  eines  und  desselben 
canonischen  Bestandtheiles  seien  zusammengestellt.  Es  werde  nun  der  Fall 
betrachtet,  wo  das  System  der  canonischen  Bestandtlieile  (5.)  von  F„,  die 
Beschaffenheit  hat,  dass  bei  x  =  a  eine  der  genannten  Wurzeln  bei  einem 
canonischen  Bestandtheile  sich  von  einer  bei  einem  anderen  canonischen 
Bestandtheile  nicht  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet. 

Werden  gemäss  II  a)  bei  einem  canonischen  Bestandtheile  die  Integrale 
derjenigen  Hauptunterdifterentialgleichungen,  die  denselben  determinirenden 
Factor  bei  x  =  a  enthalten,  in  einer  Differentialgleichung  F,.,  =  0  vereinigt, 
so  unterscheiden  sich  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  des  bei  x  =  a 
regulären  Ausdruckes,  welcher  zu  F^,,  gehört,  nur  um  ganze  Zahlen  von  den 
Wurzeln  der  Exponentengleicliungen  bei  x  =  a  der  regulären  Ausdrücke, 
die  zu  den  genannten  Ilauptunterdifterentialgleichungen  gehören.  Und  ebenso 
unterscheiden  sich  die  Wurzeln  der  Exponcntengleichung  der  Differential- 
gleichung e~"^'^''F„(e"^''''y,  x)  =  0  bei  «  =  a  von  denen  der  Exponentengleichung 
der  Differentialgleichung  e~"^"99„(e"^"y,  x)  =  0  in  II  a)  nur  um  ganze  ZairuMi 
(Abb.  Bd.  83,  No.  7  IV  «)). 

Es  ergiebt  sich  demnach,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
jedes  System  normaler  l-liomentarintegrale  (25.)  den  Gruppenexponeuten 
des  letzten  Bestandtheiles  einstellig  enthält.  (Vgl.  Abb.  Bd.  91,  No.  9  II  b) 
Schluss.)  Bei  dem  Umgange  um  x  =  a  ergiebt  sich  das  Kcsult.at  unmittel- 
bar durch  Integrale  (25.)  ausgedrückt. 

Die   vorhin   genannte  Bedingung  sei  daliin  abgeändert,   dass  in    den 
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Differentialgleichungen  F,.j.^  =  0  und  F(,.n)i  =  0  in  II  die  deteiminirendeu 
Factoren  bei  x  =  a  übeieinstimmen,  oder  wenn  in  diesem  Falle  F(,.+,5i  gleich 
einem  canonischen  Bestandtheile  ist,  dass  auch  in  Ff^^,)!  =  0  derselbe  deter- 
minirende  Factor  enthalten  ist,  u.  s.  w.,  und  dass  Wurzeln  der  zu  den  ent- 
sprechenden bei  X  —  a  regulären  Ausdrücken  gehörenden  Exjionentengleichun- 
gen  sich  von  einer  Gleichung  zur  anderen  um  ganze  Zahlen  unterscheiden 
dürfen,  während  im  Uebrigen  die  vorige  Bedingung  bleibt.  Alsdann  enthält 
auch  noch  jedes  System  normaler  Elementarintegrale  (25.)  den  Grujipen- 
exponenten  des  letzten  Bestandtheiles  einstellig. 

d)  Wenn  ein  System  normaler  Elementarintegrale  (25.)  den  Gruppen- 
exponenten des  letzten  Bestandtheiles  mehrstellig  enthält  und  man  dem 
Integrale  die  Form  No.  1  (1.)  gegeben  hat,  so  geht  aus  derselben  in  Bezug 
auf  die  höchste  Potenz  des  Logarithmus  mit  von  Xull  verschiedenem  Coef- 
ficienten  in  der  Entwickelung  No.  1  (4.)  zunächst  hervor,  dass  dieselbe 
nicht  niedriger  sein  kann,  als  die  in  U  (vgl.  n)).  Letztere  sei  gleich  s, 
und  es  mögen  unter  den  normalen  Elementariutegralen,  die  in  dem  Ausdrucke 
No.  1  (1.)  vor  U  vorausgehen,  p  sein,  die  denselben  Gruppenexponenten 
enthalten  wie  U.  Stellt  man  nun  das  Integral  No.  1  (1.)  durch  die  Formeln 
von  No.  1  dar,  so  ist  die  höchste  Potenz  des  Logarithmus,  die  formell  ein- 
geht, p+s.  Die  Grösse,  die  mit  dieser  Potenz  des  Logarithmus  multiplicirt 
ist,  besteht  aus  einem  Product  von  Constanteu  der  Form  des  Coefficienten 
von  (log(a;— a))"+'  in  No.  1  (33.)  multiplicirt  mit  einer  von  Null  ver- 
schiedenen Function.  Will  man  untersuchen,  welches  die  höchste  Potenz 
des  Lof/arillimm  mit  von  Null  ■verschiedenem  Coefficienten  ist,  so  ergiebt  sich 
zunächst,  damit  dieses  die  (p  +  s)'<=  sei,  dass  keine  der  genannten  Constauten 
verschwinden  darf.  Um,  falls  keine  dieser  Constanten  verschwindet,  dieses 
nachzuweisen,  oder  um  von  einer  nicht  verschwindenden  Function,  die  mit 
einer  Potenz  des  Logarithmus  multiplicirt  ist,  zu  zeigen,  dass  sich  in  der 
Entwickelung  derselben  von  Null  verschiedene  Coefficienten  finden,  verfährt 
man  unter  Anwendung  der  ]\Iethoden  von  No.  3,  wie  in  No.  6  c)  angegeben 
ist.  Man  kann  aber  ferner,  wenn  es  in  (25.)  Systeme  normaler  Elementar- 
integrale,  die  den  Grupi)enexponenten  des  letzten  Bestandtheiles  mehrstellig 
enthalten,  giebt,  um  zu  erfahren,  welches  in  einer  Gruppe  von  Integralen 
von  F„(y,  x)  =  0  mit  demselben  Gruppenexponenten  (>  in  den  Entwickelungen 
No.  1  (4.)  die  höchste  Potenz  des  Logarithmus  mit  nicht  verschwindendem 
Coefficienten  ist,   speciell  ob  eine  solche  Gruppe  von  Logarithmen  frei  ist, 
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zusehen,  ob  sich  aus  F,„(y,  x)  solche  Systeme  bei  x  =  a  normaler  Differential- 
ausdriicke  herleiten  lassen,  welche  den  Gruppenexponenten  p.  einstelli<j 
(vgl.  fl))  enthalten  und  gleich  Null  gesetzt  Differentialgleichungen  liefern, 
deren  Integrale  F,„  =  0  erfüllen  und  welche  die  Integrale  mit  den  Gruppen- 
exponenteii  (>  in  erforderlicher  Anzahl  geben.  Hierzu  dienen  die  Unter- 
suchungen in  Abh.  Bd.  91.  No.  5,  6  I.  und  9  IL  c).  Dieselben  stützen  sich 
auf  folgende  Sätze.  In  einem  Systeme  bei  x  —  a  normaler  Differentialaus- 
drücke, welches  den  Gruppenexponenten  (j  einstellig  enthält  (vgl.  a)),  ist 
der  zu  x  =  a  gehörende  determinirende  Factor  des  letzten  Bestandtheiles 
der  zu  dem  Gruppenexpouenten  (»  gehörende  determinirende  Factor  genannt 
worden.  Dann  sind  in  Abh.  Bd  91,  No.  5  II  diese  Sätze  nachgewiesen: 
Es  seien  mehrere  Systeme  bei  x=  a  normaler  Ausdrücke  vorhanden,  Fj  bis 
Fj.,  die  den  Gruppenexponenten  q  einstellig  enthalten,  bei  denen  die  Inte- 
grale von  F,  =  0  bis  F^.  =  0  die  Differentialgleichung  F„,(y,  a;)  =  0  erfüllen. 
Sind  die  zu  ()  gehörenden  determinirenden  Factoren  übereinstimmend,  so 
giebt  es  auch  ein  System  bei  x  =  a  normaler  Ausdrücke  cp,  welches  q  ein- 
stellig mit  demselben  zugehörigen  determinirenden  Factor  enthält,  so  dass 
die  Integrale  von  (f  =  0  F„,(y,  x)  =  0  erfüllen,  wo  die  Differentialgleichung 
(f-  —  0  die  linear-unabhängigen  Integrale  mit  dem  Gruppenexponenten  (>  von 
F,  =  0  bis  F^  =  0  liefert.  Sind  in  Fj  =  0  bis  F^  =  0  die  zu  ^  gehörenden 
determinirenden  Factoren  unter  einander  verschieden-,  so  sind  auch  die  aus 
diesen  Differentialgleichungen  hervorgehenden  Integrale  mit  dem  Grupi)en- 
exponenten  (j  linear-unabhängig.  Der  Differeutialausdruck  cp  ist  dann  nach 
den  Angaben  von  Abh.  Bd.  91,  No.  9  II  c)  zu  suchen. 

lY.  Die  Integrale  von  F„,  =  0  sind  bei  x  =  x  zu  entwickeln.  Zu 
dem  Zwecke  wird  in  der  Differentialgleichung  a;  =  -—  gesetzt,  und  es  werden 
die  Integrale  bei  /  =  0  entwickelt. 

Es  wird 

.(35.)      F,„(y,r-)  =  (-O'"K(y,0, 
(36.)       F,,(j,,r')  =  (-O''^F,V)(j,,0, 
(37.)       r'O..-.-..-,)^,  ^(,n......,v..^^ ,)  ^  ^-- (y^ ,) 

gesetzt.  Alsdann  ergiebt  sich  aus  der  canonischen  Form  (5.)  von  F„,(tj,  x) 
die  Darstellung  für  F!„(y,t): 

(ßx^     Fi,(y,0  =  yl   f;;,(,/;. /)  = .'/.,    •••    F[:,(y:_„t). 

Wenn  die  llauptunterdifferentialgleichungen   von  F^,,  =  0  /",.,  =  0  bis  /",,,  =  0 

Journal  ffir  Matlicmatik  B<1.  XCV.  Heft  1.  11 


g2  Tliome,  :■((;•  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

sind,  die  ürduung  von  /",,  diircli  /„  bezeichnet  wird  und 

(39.)    u>j,n  =  (-tT'ay,o 

gesetzt  wird,  so  sind  die  Integrale  von  /"A  =  t>  (c  =  l,  ...Sr)  in  ^m  =  0  ent- 
halten, woraus  folgt,  da  die  determinirenden  Factoren  in  /"/,  =  0  bis  fl,^  —  0 
von  einander  verschieden  sind,  dass  f'.,  =  0  (c  =  1, ...  s,)  die  Hauptunterdiffe- 
rentialgieichungen  von  F[,y  =  0  sind.     Setzt  man  ferner 

(40.)         ,-</'.— ^<-.)^;,(,'C.,.-..._0^^  ,)    ^   ^;;^y^  ,)^ 

so  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise,  dass  f^^  =  0  (c  =  1, ...  s^)  die  Hauptunter- 
differentialgleichungen von  F(")  =  0  sind. 

Wenn  nun  in  F,',(y, /)  =  0  Integrale  einer  Differentialgleichung,  in 
der  ein  normaler  Ausdruck  gleich  Null  gesetzt  ist,  enthalten  sind,  so  müssen 
sie  auch  in  einer  der  Differentialgleichungen  /"ü  =  0  bis  /"^  =  0  enthalten  sein, 
wie  aus  den  Beziehungen  zwischen  den  Differentialgleichungen  F,„(y,  a;)  =  0 
und  fud^fX)  =  0  bis  fu,{il,x)  =  0  folgt.  Also  ist  F[^){y,  t)  der  erste  canonische 
Bestandtheil  von  Fl{y,t).     Setzt  man  Fi(tj,t)  gleich 

(41.)        F;,,(y,0   =  y[,      W,„.(y[,  0, 

SO  ergiebt  sich  in  gleicher  Weise,  indem  man  <'''''¥'",„. (^ ""'*'«/,  0  betrachtet, 
dass  F('!)  der  erste  canonische  Bestandtheil  von  ^',„.  ist,  also  der  zweite  von 
F,|.  u.  s.  w. 

Die  Darstellung  (38.)  ist  also  die  canouische,  Form  von  Fi(y,  t). 
Um  nun  die  Integrale  von  Fi  =  0  bei  /  =  0  auszudrücken ,  hat  man  das 
im  Vorigen  entwickelte  Verfahren  anzuwenden. 

V.  Es  seien  zu  dem  Zwecke,  die  Fortsetzung  eines  Integrales  von 
F,„{y,x)  =  0  nach  den  Angaben  von  No.  4  III  auszudrücken,  die  linearen 
Beziehungen  zicisclien  den  Integralen  hei  zwei  singi/lüren  Punkten  von.  F,„(t),  x)  —  0 
darzustellen. 

Die  Integrale  der  Differentialgleichung 
(42.)      F(,)(^,a;)  =  2/i,     F,,^(y,,  x)  =  y,,     .  .  .     F,,, («/,_„  ic)  =  0     (c=i,....-) 
bei   dem   singulären  Punkte   x  =  a  von   F,„  (y,  a;)  =  0   gehen   aus   den   Aus- 
drücken (25.)  hervor,  wenn  in  diesen  /•  =  1,  ...  c  gesetzt  wird.     Setzt  man 
in  (42.)  X  ■-=  t.\  so  erhält  man  gemäss  IV  die  Differentialgleichung 

(43.)        F[,,{y,t)  =  y\,     Fi:,(:y[,t)  =  y:,     ...     F;',,(y[_,,  l)  =  0. 
Es  gehen  also  auch  die  Integrale  dieser  Differeutialo-leichuna-  bei  /  =  0  aus 
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(loa  für  F',„(y,  /)  =  0,  wenn  /  =  0  singulärer  Punkt  dieser  Differentialgleichung 
ist,  gemäss  dem  Schema  (25.)  aufgestellten  Integralen  hervor  für  r  =  1.  ...  c. 
Nun  sollen  unter  Anwendung  der  Methoden  von  No.  4  II  und  111 
die  linearen  Beziehungen  zwischen  den  nach  dem  Schema  (25.)  ausge- 
drückten Integralen  von  F,„(y,x)  =  0  bei  zwei  singulären  Punkten  dieser 
Differentialgleichung  x  =  a  und  x  =  ß,  von  denen  einer  x  —  oo  sein  kann, 
dargestellt  werden,  und  zwar  mögen  die  Integrale  bei  x  =  a  durch  die  bei 
X  =  ß  ausgedrückt  werden.  Dann  ist  diese  Darstellung  zunächst  bei  den 
Integralen  von  F(,)  =  0  vorzunehmen.  Hierauf  bei  denjenigen  Integralen 
von  F^i^(t/,  x)  =  t/i,  F(3)(yi,  .r)  =  0,  in  denen  y^  von  Null  verschieden  ist, 
u.  s.  w.  Man  hat  daher,  um  die  linearen  Beziehungen  zwischen  den  Inte- 
gralen, die  bei  den  singulären  Punkten  von  F„,(i/,x)  =  0  entwickelt  sind,  zu 
erhalten,  diejenigen  für  die  aus  diesen  Integralen  hervorgehenden  Integrale 
der  Differentialgleichungen  (42.)  bei  c  =  1,  ...  r  zu  bestimmen.  Singulare 
Punkte  einer  Differentialgleichung  (42.),  die  nicht  in  F,„  —  0  vorkommen, 
Averden  durch  die  Zerlegung  von  F„  bekannt  (vgl.  Abb.  Bd.  91  p.  178).  Die 
I)ifferentia]determinaute  der  Integrale  von  (42.)  ergiebt  sich  aus  deren  Aus- 
drücken bei  den  singulären  Punkten.  (Ist  nur  F(i)  vorhanden,  so  kommt 
nur  der  constaute  Factor  c  (28.)  in  den  Ilauptunterdift'ereutialgleichungen 
bei  den  singulären  Punkten  von  F„,  =  0  in  Betracht.)  Zur  Berechnung  der 
Constanten  wird  nach  No.  4  III  F,„  =  0  zu  Hülfe  gezogen ;  die  Berechnung 

von  e",  S  =  +  /  ypi-f-J^i — ^~)^^^!  "'  '^^"^  Bezirke  von  x  =  a  in   (28.), 
(30.)  geschieht  (vgl.  p.  57)  nach  Abh.  Bd.  91.  No.  3  p.  107. 

6. 
1.     Um  einen  Differentialausdruck  zu  bilden,  dessen  canonische  Form 
(s.  No.  5  I)  eine  belie1>ig  vorgeschriebene  Anzahl  canonischer  Bestandrhoile 
enthält,  kann  man  in  folgender  Weise  verfahren. 

«)  Wenn  man  bereits  eine  canonische  Form  von  s  —  1  normalen  ca- 
nonischen Bestandtheilen  hat 

(1.)       F(„(;y,  a;)-f/,,     F^,)(y,,  x)  =  y,.     .  .  .     F(,_ ,)(.'/---, -r). 
und  wenn  ferner 

(2.)       F(,_,)(y,_„  x)  =  y,_,.     F„, («/,_, .  x) 

ein    System    von   zwei    canonischen  Bestandtlioilcn  F,,_,^  und  F,.,  bihlet.    so 

11* 
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hat  auch  ilor  Differentialausdiuck 

die  canonische  Form  mit  den  canonischeii  Bestandtheileu  F^i,  bis  F^,,.  Der 
Ausdruck  F;,,  kann  dabei  normaler  oder  niehtnormaler  eanonischer  Bestand- 
theil  sein. 

Denn  es  sei  der  durch  das  System  (1.)  dargestellte  Differentialaus- 
druck durch  f,(y,x),  der  durch  das  System  (3.)  gegebene  durch  F„,(ij,x) 
bezeichnet.  Wenn  nun  die  Integrale  einer  Differentialgleichung  (p(tj,  x)  =  0 
mit  normalem  Ausdrucke  (p  F„  =  0  erfüllen,  so  müssen  sie  auch  /)  =  0  er- 
füllen. Erfüllen  nämlich  nicht  alle  Integrale  von  <p(i/,x)  =  0  die  Diffe- 
rentialgleichung f,  =  0,  so  kann  man  ip  zerlegen  (vgl.  Abh.  Bd.  83,  No.  2  II) 
in  das  System  der  Ausdrücke  (fiCy,  x)  =  ij^,  (f 2(1/1  ix),  wo  ^i  =  0  die  ge- 
meinschaftlichen Integrale  von  (/;  =  0  und  ^  =  0  enthält,  (d  auch  nullter 
Ordnung  sein  konnte,  und  (/^i,  wenn  es  höherer  als  nullter  Ordnung  ist,  und 
(p,  normale  Ausdrücke  mit  dem  determinirenden  Factor  von  (p  sind.  Die 
Integrale  von  </ii  =  0  müssen  dann  auch  eine  der  HauptunterdiÖ'erential- 
gleichungen  von  F^,)  =  0  erfüllen.  Werden  nun  die  Integrale  von  (p  =  0 
und  der  Difterentialgleicli  11  ng 

(4.)       F(,) (y,  x)  =  */, ,     F(,)  (y,  ,x)  =  y,,     ...     F«,,, (y,_, ,  x)  =  0 
in  einer  Differentialgleichung  vereinigt,   so  erhält  dieselbe  die  Form  (Abh. 
Bd.  83,  No.  7  IV  «)) 
(ö.)  F(,^(«/,  x)  =  yi,  F^.)(y,,x)  =  y,,  ...  F^,_,^(y,_,,x)  =  y,_„  y^O^,-.,  J^)  =  0, 

wo  (f\  ein  normaler  Difterentialausdruck  ist  von  der  Ordnung  und  dem  deter- 
minirenden Factor  von  y,.  Die  Integrale  von  (f{  =  0  können  dann  nicht 
die  Differentialgleichung  F^,^^^  —  0  erfüllen,  während  sie  die  Differential- 
gleichung F(,_i)  =  y^.i,  F(,)  :=  0  erfüllen,  entgegengesetzt  der  Voraussetzung, 
dass  F(,_,)  erster  eanonischer  Bestaudtheil  des  Diff'erentialausdruckes  (2.)  ist. 
Also  müssen  die  Hauptunterditt'erentialgleichungen  des  ersten  cano- 
nischen Bestandtheiles  von  F,„  (y,  x)  Integrale  haben ,  welche  die  Haupt- 
unterdifferentialgleichungen von  F(,)  =  0  erfüllen.  Und  da  die  Integrale  der 
letzteren  Differentialgleichungen  F,„  =  0  erfüllen,  so  ist  also  F(i)  erster  ea- 
nonischer Bestandilieil  von  F,„.  Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich,  dass 
F(i)(yi,^)  erster  canonischer  Bestandtheil  des  Difterentialausdruckes 
(6-)  ^{.>)(^M^)  =  2'.')  ^(3)(»/j,x)==!'3.  ■••  F(,,_,)(y,_,,x) -?/,_,.  F(„(*/,_„a;) 
ist.  also  zweiter  canonischer  Bestandtheil  von  F„. ,  u.  s.  w. 
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6)  Um  also  uach  «)  snccessive  eine  canonische  P'oi'm  mir  noi-malen 
canonischen  Bestancltbeilen  in  vorgeschriebener  Anzahl  zu  bilden,  ist  zu 
zeigen,  wenn  die  Hauptunterdiffereutialgleichnngen  von  F^,_^^  —  0  gegeben 
sind,  wie  man  die  von  F^,^  =  0  bilden  kann ,  so  dass  das  System  (2.)  eine 
canonische  Form  mit  den  zwei  normalen  canonischen  Bestandtheilen  F(,_i) 
und  F(,)  wird. 

Die  «  Hauptunterdifferentialgleichnngen  von  F(,_j,  =  0  seien  durch 
0(r)  =  0  (;•=!,  ...  rt)  bezeichnet.     Dann  kann  man  Systeme 

( '  •)     *(o  (y-  ^)  =  t'n    /(r)  (y:^x)  =  '^(r)  (y,  x), 

wo  /(,5  ein  normaler  Ausdruck  ist,  mit  zwei  canonischen  Bestandtheileu  (f>^,y 
und  X(^r)  bilden.  Wenn  nämlich  4*^^-,  der  reguläre  Ausdruck  in  <P^,^  ist.  so 
bilde  man  die  Differentialgleichung 

(8.)       <P^,^(y,x)  =  y,,     /;,.)(j/,.a;)  =  0, 

worin  /■,,  ein  unzerlegbarer  normaler  Differentialausdruck  ist  mit  von  1  ver- 
schiedenem determinirenden  Factor,  nach  den  Angaben  in  Abb.  Bd.  83, 
Xo.  8  I,  pp.  144.  145  so,  dass  diese  Differentialgleichung  nicht  in  die  beiden 
0^^,  =  0  und  A  =  0  zerfällt ,  wo  X  ein  Differentialausdrnck  von  der  Ord- 
nung von  /[,)  ist.  Wenn  dann  12  der  determinirende  Factor  in  0(r)  ist,  so 
wild  /^,/^^J.x];  =  S2x[,^(£2~^ y.  x)  gesetzt.  Alsdann  hat  das  System  ''P\,.^  die 
verlaugte  Eigenschaft  (vgl.  Abb.  Bd.  83,  Xo.  7  III  c),  IV  c)  (14.)).  Die  deter- 
minirenden Factoren  in  /(r)  (r  =  1, ...  »)  mögen  unter  einander  und  von  denen 
in  0,r)  (r  —  1, ...  »)  verschieden  sein.  Die  Integrale  von  ^\^^  —  0  (/■  =  1, ...  «) 
sind  dann  unter  einander  linear-unabhängig  "(Abh.  Bd.  83,  No.  7  IV  c)). 
Die  Integrale  von  F(,_i)  =  0  und  ''P\,-f  —  0  seien  vereinigt  in  der  Differential- 
gleichung 

(9-)         ^(.-1)  (y,  •^)  =  yn       U\r)  («/i ,  x)  =  0, 

wo  i/'(r)  ei»  normaler  Differentialausdruck  von  der  Ordnung  und  dem  deter- 
minirenden Factor  von  /(,.,  ist.  (Abh.  Bd.  83,  Xo.  7  (14.).)  Die  Integrale 
von  i/'(^,  =  0  (r=  1.  ...  ii)  werden  in  einer  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung F^,)  —  0  vereinigt.     Dann  hat  das  System 

(10.)       F(,_ ,)  (y,  x)--=y,.     F(„  (y, ,  x) 
die  verlangte  Eigenschaft. 

Denn  es  sei  (f(y,  x)=  0  eine  Ditt'erentialgleichnng  mit  normalem  Aus- 
drucke (f,  deren  Integrale  die  Differentialgleichung  Fj,,)(y,.j-)  =  y„  F,,)(y„  j')=0 
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erfüllen.  Der  detciminiieiule  Factor  in  f/  kann  nicht  von  allen  in  *(,.)  und 
Pf^_.j  (/•  =  1, ...  n)  Tcrschieden  sein,  weil  sonst  die  Integrale  von  (p  =  0  linear- 
unabhängig von  denen  in  ¥^,^  —  0  (r  =  l, ...».)  wären  (Abh.  Bd.  83,  No.  7 
IV  c)).  Wenn  der  determinirende  Factor  in  (f  mit  dem  in  Xo)  ^^'i"  '' —  * 
übereinstimmte,  so  würde  ein  Integral  von  <p  =  0  nicht  die  Difterentialglei- 
chung  V^,.)  =  0  erfüllen;  da  es  sonst  (vgl.  Abh.  Bd.  83,  No.  2  II)  eine  Dift'e- 
reutialgleichuug  mit  normalem  Ausdrucke  und  dem  determinirenden  Factor 
von  /(..)  gäbe,  deren  Integrale  ?F(,)  =  0  erfüllen ,  entgegengesetzt  dem  Um- 
stände, dass  0(,)  erster  canonischer  Bestandtheil  in  V^(,)  —  0  ist.  Vereinigte 
man  nun  die  Integrale  von  cp—  0  und  W^^-^  =  0  in  einer  homogenen  linearen 
Ditt'erentialgleichung  (Abh.  Bd.  83,  No.  7  (14.)),  so  würden  die  Integrale 
derselben  und  die  der  übrigen  Differentialgleichungen  W^,.^  —  0  (r^s)  von 
einjindcr  linear-unabhängig  sein,  und  es  würden  sich  also  mehr  linear-unab- 
hängige Integrale  der  Ditferentialgleichung  F(s-i)  =  «/i,  Fj^,  =  0  finden,  als 
die  Ordnung  beträgt.  Wenn  der  determinirende  Factor  in  r/  mit  dem  in 
4>(,)  übereinstimmt,  und  wenn  die  Integrale  von  cp  —  0  nicht  säramtlich 
0^^j  =  0  erfüllten,  so  könnte  man  die  Integrale  von  cp  =  0  und  ^\,)  =  0  in 
einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  vereinigen,  und  es  würden 
deren  Integrale  und  die  von  V\r)  =  0  (r  ^  s)  wieder  mehr  linear-unabhängige 
Integrale  von  F(,_,)  =  ?/,.  F^,,  =  0  liefern,  als  die  Ordnung  dieser  Differential- 
gleichung beträgt.  Also  müssen  die  Integrale  von  (/■■  =  0  in  einer  liaupt- 
untcrdifferentialgleichuug  von  F(,_,)  =  0  enthalten  sein.  Es  ist  demnach  F,, ,,, 
erster   canonischer  Bestandtheil  des  Differentialausdruckes  F^,_,)(^,  a;)  —  «/i, 

II.  ö)  Wenn  das  Integral  No.  1  (1.)  gemäss  Formel  No.  1  (4.)  ent- 
wickelt ist,  und  man  der  Entwickelnng  die  Form  (.-c  — a)''e"'j/'  geben  kann, 
wo  w  gleich  Null  oder  von  der  Form  .^c_,,(j;  — «)"'  ist,  und  in  t/'  "Wi" 
eine  endliche  Anzahl  von  Potenzen  von  x  —  a  mit  negativen  Ex])onenten 
sicli  findet,  so  muss  w  gleich  der  Grösse  n  in  U  sein.  Dieses  ergiebt  sich 
durch  successive  Division  mit  den  Grössen  u  und  Difierentiation.  Wenn 
aber  irgend  ein  Ausdruck 

(11.)       II „/'dx it-'  H,,^J\ . . I'u- '  Udx, 

der  aus  No.  1  (1.)  dadurch  entsteht,  dass  die  ,//  mit  den  Zeigern  1  bis  g—\ 
weggenommen  sind,  eine  Entwickelnng  besitzt,  so  dass,  nachdem  dieselbe 
auf  die  Form  {x  —  (ife"if  gebracht  ist,  ip  unendlich  viele  Potenzen  von  x  —  a 
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mit  negativen  Exponenten  enthält,  so  kann  aucli  in  der  EntwickeUing  von 
Xo.  1  (1.)  von  der  Form  {x  — «)"  e"  xf  der  Ausdruck  n>  nicht  eine  endliche 
Anzahl  Potenzen  von  x  —  a  mit  negativen  Exponenten  enthalten,  wie  sich 
durch  Division  mit  den  u  und  Differentiation  ergiebt. 

Um  einen  Ausdruck  (11.)  zu  bilden,  in  dessen  Entwickelung  der 
vorhin  genannten  Form  die  Grösse  (p  unendlich  viele  Potenzen  von  x  —  n 
mit  negativen  Exponenten  hat,  kann  man  in  dem  Ausdrucke 

(12.)      .»„  fdxu-'  V,      V  =  n„^^f. . .  fuZ'  Udx 
die  Grösse 

(13  )       lt.,  =  e"(^ - a)-^"  1  cJx - aY 

u 

so  nehmen,  dass  tc  von  der  Form  J! c_^(x  —  (i)~-\   v  ganzzahlig.   w  —  u  von 

XuU  verschieden  ist.  Ueber  die  ganze  Zahl  v  kann  man  dann  so  verfügen, 
dass  die  Entwickelung  des  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  von  log(.r  — «) 
in  ."7'^  (las  Glied  (x  —  a)"'  enthält.  Dann  wird,  wenn  die  Entwickelung 
von  (12.)  auf  die  Form  (x  —  a)~e''(p  gebracht  ist,  der  Coefficient  der  höchsten 
Potenz  von  log(a?  — a)  in  y  gleich  c//,(jt  — o)~"e"%  wo  c  eine  von  XuU  ver- 
schiedene Constante  ist.  Derselbe  enthält  also  unendlich  viele  Potenzen  von 
x  —  a  mit  negativen  Exponenten.     (Vgl.  auch  Abh.  Bd.  83  p.  158.) 

b)  Wenn  man  untersuchen  will,  ob,  nachdem  die  Entwickelung  Xo.  1 
(4.)  des  Integrales  Xo.  1  (1.)  die  Form  (x  —  aye"ip>  erhalten  hat.  sich  in  U' 
unendlich  viele  Potenzen  von  x  —  a  mit  negativen  Exponenten  finden,  so  hat 
man  in  folgender  Weise  zu  verfahren. 

Für  die  Factoren  der  Potenzen  von  log(.r  — a)  in  (j  — fl)°i/'  kann 
man  aus  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  eine  homogene  lineare 
Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der 
höchsten  Ableitung  gleich  1  herleiten  (vgl.  Xo.  2).  Dieselbe  hat  bei  x  =  a 
eine  Exponentengleichung,  unter  deren  Wurzeln  sich  solche  finden,  die  sich 
von  Q  in  (x  —  a)-ifi  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden  (Abh.  Hd.  87,  Xo.  7 
III  d),  Abh.  Bd.  91,  Xo.  1  e)).  Diejenige,  deren  reeller  Theil  am  kleinsten 
ist,  sei  q'.  Es  sei  (j— o)"/  der  Factor  einer  Potenz  von  log(.r  — o)  in 
(x—ay-'y.'.  Wird  aus  der  vorigen  Ditt'erentialgloichung  dicjenigo  für  (.r— a)-'"-''/ 
hergeleitet,  so  enthält  deren  Exponentengleicliung  von  ganzzaliligen  Wurzeln 
nur  solche,  die  gleich  oder  grösser  als  XuU  sind.  Wenn  dann  die  Ent- 
wickelung  von   (x—a)"'"'/  nur  eine   endliche  Anzahl   Potenzen   von  x  —  a 


38  Thnmv,  zur  Theorie  der  linearen  Dilfereiitialgleichiiiigeti. 

mit  negativen  Exponenten  enthalten  soll,  so  kann  dieselbe  überhaupt  keine 
solche  Potenz  enthalten.  Nun  ergiebt  sich  aus  der  Differentialgleichung 
eine  nicht  identisch  verschwindende  Recursionsformel  (vgl.  No.  2)  für  die 
Coefficienten  c,  der  Potenzen  c,(a;  — a)'  in  dieser  Entwickelung  mit  con- 
stanter  Anzahl  0  +  I  der  Glieder  Cj.^.,  bis  C;.^.i_o.  Die  niedrigste  ganze  Zahl 
k,  für  welche  der  Coefficient  von  C;.+i_„  in  der  Recursionsformel  verschwindet, 
sei  X.  Damit  die  Entwickelung  nun  unendlich  viele  Potenzen  mit  negativen 
Exponenten  enthält,  ist  nothw^endig  und  hinreichend,  wenn  x  +  l—o<Z—a 
ist,  dass  einer  der  Coefficienten  c,  bis  c^^.l_„  von  Null  verschieden  ist;  wenn 
x-^-l—a^  —  a  ist,  so  Avie  wenn  der  Coefficient  von  Cj^i.o  nicht  für  eine 
ganze  Zahl  verschwindet,  dass  einer  der  Coefficienten  c_i  bis  c_„  von  Null 
verschieden  ist. 

c)  Um  von  einer  Entwickelung  durch  eine  Potenzreihe,  für  weh'he 
eine  Hecursionsforrael  der  Coefficienten  mit  constanter  Anzahl  der  Glieder 
besteht,  falls  diese  Entwickelung  nicht  verschwindet,  letztere  Eigenschaft 
nachzuweisen,  hat  man  von  einer  endlichen  Anzahl  Coefficienten  zu  zeigen, 
dass  wenigstens  einer  nicht  verschwindet.  Der  Nachweis,  dass  ein  Coef- 
ficient c  von  Null  verschieden  ist,  geschieht  dadurch,  dass  man  c  =  c'+c" 
setzt  und  unter  Anwendung  der  Methoden  von  No.  3  einen  derartig  an  c  an- 
genäherten Werth  c'  zu  berechnen  sucht,  bei  welchem  sich  Mod.  c"  <  Mod.  c' 
ergiebt.     Hat   man  einen  Werth  «  gefunden,   so   dass  Mod. c>o:   ist,   und 

nimmt  man  0-<.l^<Za,  so  kann  man  zugleich  einen  Werth  f<C — ^  angeben 

so  beschafl'en,  dass,  w^enn  man  Mod.  c"  <C  f  setzt  und  demgemäss  c'  berechnet, 
sich  .Mod.  c>/:?  ergiebt,  da  Mod.c' >  ß  — f  > /:?  +  5  ist. 


(. 

Bei  der  Behandlung  der  liier  integrirten  homogenen  linearen  Diife- 
rentialgleicliungen  mit  rationalen  Coefficienten  treten  algebraische  Aufgaben 
auf,  die  im  Folgenden  näher  untersucht  sind. 

I.  Bei  einer  Ex])onentengleichung  sind  die  Wurzeln  in  Grui)pen 
sol<;her,  die  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  zu  trennen.  Demnach 
soll  bei  einer  algebraischen  Gleichung  die  Zerlegung  des  Gleichungspolj'noms 
in  ganze  rationale  Factoren  vorgenommen  werden,  aus  denen  diese  Gruppen 
hervorgehen,  und  die  zu  Coefficienten  rationale  Ausdrücke  der  ursjirüng- 
lichen  Coefficienten  mit  rationalen  Zahlcoefficienten  haben. 


J 


Thomc,  z-iir  Theorie  der  linearen  Dijferenüalgleichungen.  89 

Aus  dem  ursprüiig'licheu  Gleiclmiig-öi)olyiiom  sei  dasjenige  hergeleitet, 
welches  gleich  Null  gesetzt  eine  Gleichung  giebt,  deren  Wurzeln  die  ver- 
schiedenen der  ursjnünglichen  Gleichung  sind,  jede  einfach  genommen.  Das- 
selbe sei  (.pix).  Wenn  der  Gleichung  y(x)  =:  0,  in  welcher  das  höchste 
Glied  x^  sei,  die  Wurzeln  x^  und  Xi-\-n  genügen,  wo  n  ganzzahlig  und  von 
Null  verschieden  ist,  und  man 

(1.)       ip(x  +  n)  =  (f{x)^ncp\x)  +  ^^(f/'(x)-\ \-h' 

setzt,  so  genügen  diese  Werthe  x^  und  n  auch  der  Gleichung 

(2.)       ,p'(x)J,J^cp"{x)+-  +  n^-'  -  0. 

Das  Polynom  in  (2.)  sei  durch  -/(x, «)  bezeichnet.  Die  Wurzeln  von 
if-(x)  —  0  seien  «i  bis  ß,,.     Wird  alsdann  das  Product 

(3.)  ;/(«!,  «)/(«2,«)...;j(«a,«)  =  *(«) 
aufgestellt,  so  ergiebt  dasselbe  ein  Polynom  von  n  des  Grades  tt(a  — 1), 
dessen  Coefficienten  als  symmetrische  Verbindungen  der  Wurzeln  von  (f(x)  —  Q 
sich  als  ganze  rationale  Ausdrücke  der  Coefficienten  von  y(.r)  ergeben. 
Es  sind  nun  die  von  Null  verschiedenen  ganzen  Zahlen  n  zu  ermitteln,  die 
ct>{n)  —  0  erfüllen.  Dieses  sind  diejenigen  ganzen  Zahlen,  um  welche  zwei 
Wurzeln  von  ^(a;)  =  0  sich  unterscheiden.  Es  genügt  die  positiven  Weithe 
von  n  zu  nehmen. 

Bei  einem  der  gefundenen  positiven  Werthe  von  n  ist  nun  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  zwischen  y_{x,  n)  und  ifi{pi)  aufzustellen, 
der  dann  auch  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  zwischen  ip{x-\-ii)  und 
(-fix)  ist.  Derselbe  sei  n<{x)^  so  muss  auch  w{x—n)  Theiler  von  i[.{x)  sein. 
Haben  ^■'{x)  und  -ipix  —  n)  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler,  so  ist  if{x) 
durch  ^p(x)'ip(x  —  n)  —  w(x)  theilbar.  Haben  ip{x)  und  if'(x  —  n)  einen  ge- 
meinschaftli(;hen  Theiler,  so  sei  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  durch 
(>  (x)    bezeichnet.      Dann    ist    eine    ganze    rationale    Darstellung    w  (x)  von 

,\ zu   ermitteln   von   der  Beschaifenheit,   dass  xi'(x)  in  derselben 

q{x)  .  1  y  \   / 

durch  ein  Product  /.i(x)X2(ir)...  A,(a;)  gegeben  ist,  wo  die  /.  ganze  rationale 
Functionen  sind,  und  dass  alsdann  in  u)(x)  sich  auch  die  Factoren  ).,(x—ii), 
LXx  —  n)  bis  l,(x—n)  von  if'(x—ti)  finden.  Factoren  aus  V (•'"))  deren  Pro- 
duct (}(x)  ist,  stimmen  dabei  mit  Factoren  aus  i/'(x—n)  überein  und  kommen 
in   u)(x)  nur   einmal   vor.     Setzt    man   dann   <f(x)  =  u)(x)u(.v)^   so   machen 
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zwei  Wurzelu  von  (/»(.r)  =  0,  die  sioli  um  w  unterscheiden,  zwei  Factoren 
von  (/-(.r)  gleich  Null,  von  denen  der  eine  aus  dem  anderen  dadurch  her- 
vorgeht, dass  x  —  n  an  die  Stelle  von  ;r  tritt,  und  nur  diese  beiden  Factoren, 
da  (p(x)  =  0  einfache  Wurzeln  besitzt. 

Es   ist  nun  die  bezeichnete  Darstellung  w(x)  von    ^^^^\ — ^  auf- 

zusuchen.     ()(x)  ist   der   grösste   gemeinschaftliche   Theiler   zwischen   vW 
und    ip(x-n)j   daher   muss   auch  (j(_x  +  ii)   Theiler   von   ip^x)   sein.     Haben 
q(x)  und  p(.r  +  «)  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler,  so  wird 
(4.)       V' (x)  ^  9 (x) q(x  +  n) V (x), 
(5.)       ip(x  —  n)  —  Q(x  —  n)()(x')v(x  —  n). 
Daher  crgiebt  sich 

(6.)       u}(x)  —  ()(x  —  n)(^)(x')()(x  +  n')y(x  —  n)v(x). 

Haben  (;(.r)  und  ()(x  +  n)  einen  gemeinschaftlichen  Theiler,  so  sei  der  grösste 
gemeinschaftliche  Theiler  §(■'")•     Es  bleibt  dann  übrig  von  -^^-^^.^'^    ^^   eine 

Darstellung   zu   geben,    wie   die  von  —   "^  ,^. — ^  =  a((.r)   sein   sollte.     Es 

muss  auch  |(a-  — «)  Theiler  von  q(x)  sein,  und  man  hat  nun  in  derselben 
Weise  wie  vorhin  bei  i//(.t)  weiter  fortzufahren. 

Es  sei  also  nun  (p(x)  durch  co(x')/u.(x)  bei  einem  bestimmten  Werthe 
von  7^  so  dargestellt,  dass  u)(x)  die  oben  angegebene  Beschatfcnheit  hat. 
Diese  Zerlegung  von  q>(x)  wird  bei  jedem  der  gefundeneu  positiven  ganz- 
zahligen Werthe  n  vorgenommen.  Zugleich  wird  (p(x)  durcli  das  Product 
der  Polynome  dargestellt,  von  denen  das  einzelne  die  gleich  vielfach  vor- 
kommenden linearen  Factoren  des  ursi)riinglichen  Gleichungspolynomes  ein- 
fach enthält.  Wenn  man  nun  diese  verschiedenen  Zerlegungen  von  (f'(x) 
vorgenommen  hat,  so  sind  dieselben  in  einer  Darstellung  zusammenzufassen. 
Nimmt  man  zwei  Zerlegungen  heraus,  so  ist  bei  jedem  Factor  der  einen 
Zerlegung  und  jedem  der  anderen  zuzusehen,  ob  sich  für  beide  Factoren 
ein  gemeinschaftlicher  Theiler  findet.  Die  Zerlegung  eines  Polynomes  von 
.»•  zieht  dabei  die  Zerlegung  derjenigen  Polynome  nach  sich,  die  aus  jenem 
durch  Vertauschung  von  .r  mit  .r-i-s,  wo  s  eine  ganze  Zahl  ist,  ent- 
stehen. Man  bildet  auf  diese  W^eise  zunächst  eine  Zerlegung  von  (p,  die 
zwei  der  vorhergeheiulen  Zerlegungen  enthält;  mit  dieser  Zerlegung  und 
einer  dritten   vorhergehenden   eine   solche,   welche   diese  umfasst,  bis  man 
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schliesslich  eine  Zerlegung  von  (f  hergestellt  hat.  welche  alle  vorhergehen- 
den enthält. 

Aus  dieser  Darstellung  von  (p(x)  sind  diejenigen  Factoren  heraus- 
zunehmen, von  denen  nicht  je  zwei  sich  dadurch  unterscheiden,  dass  an 
Stelle  von  x  in  dem  einen  x  vermehrt  um  eine  ganze  Zahl  in  dem  anderen 
steht.  Diese  Polynome,  gleich  Null  gesetzt,  liefern  Gleichungen,  deren 
"Wurzeln  sich  gemäss  dem  oben  Gesagten  zu  je  zweien  nicht  um  eine 
ganze  Zahl  unterscheiden.  Diese  Wurzeln  sind  die  Rejiräsentanten  der 
verschiedenen  Gruppen  von  Wurzeln  der  ursprünglichen  Gleichung.  Die 
übrigen  Wurzeln  dieser  Gruppen  ergeben  sich  dann  unmittelbar  aus  den 
anderen  Factoren  von  ^^(.r)  und  dadurch,  dass  sich  zugleich  findet,  welche 
Wurzeln  der  ursprünglichen  Gleichung  mehrfach  und  wie  oft  sie  vorkommen. 

II.  Bei  den  hier  gegebenen  Untersuchungen  über  lineare  Differential- 
gleichungen mit  rationalen  Functionen  als  Coefficienten  tritt  die  Aufgabe 
auf,  zu  beurtheileu,  ob  Ausdrücke,  die  ganze  rationale  Functionen  bereits 
ermittelter  Constauten  mit  rationalen  Zahlcoefficienten  sind,  verschwinden. 
Und  es  sind  algebraische  Gleichungen  aufzulösen,  deren  Coefficienten 
algebraisch  mit  den  Coefficienten  in  den  rationalen  Functionen  in  der  Diöe- 
rentialgleiclmug  zusammenhängen. 

Für  den  Fall,  dass  jene  Constanten  und  die  Coefficienten  dieser 
Gleichungen  algebraische  Zahlen  sind,  kann  man  folgendes  Verfahren  an- 
wenden. 

a)  Eine  algebraische  Zahl  wird  eine  solche  genannt,  die  eine  Wurzel 
einer  algebraischen  Gleichung  mit  rationalen  Zahlcoefficienten  ist;  der 
Coefficient  der  höchsten  Potenz  in  dieser  Gleichung  wird  gleich  Eins  ge- 
setzt. (S.  die  Abhandlung  des  Herrn  Dedek'md  in  Dirichlels  Vorlesungen 
über  Zahlentheorie  3.  Aufl.  p.  452). 

Man   hat  dann   folgende  Sätze   (s.  Dedckind  1.  c.  p.  454,  459,  460): 

.4)  Wenn  «  und  /^  algebraische  Zahlen  sind  mit  den  Gleichungen 

(7.)        ß""  =  o„-i-o, «-( hOf  _!«''"', 

(8.)       /t  =  b,+  b,ß+-+k_,ß'-\ 
so  sind  auch   f  +  ji,  «-/^,  "ß  algebraische  Zahlen.     Man  bildet  für  joden 
dieser  Ausdriicke  co  eine  algebraische  Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten, 
indem  man  die  rs  =  »  Producte 

0'-)  «Vi- r.:;;; :::;:; 
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aufstellt,  und  wenn  dieselben  durch  coi  bis  w„  bezeichnet  werden,  wo  Wj  —  1 
ist,  die  Grössen  ww,  (Z=l,  ...w)  linear  und  homogen  durch  w^  bis  cu„ 
vermittelst  (7.)  und  (8.)  ausdrückt.  Alsdann  liefert  die  gleich  Null  ge- 
setzte Determinante  dieses  Systems  von  n  linearen  homogenen  Gleichungen 

mit  den  n  Grössen  coi   bis   cw„   die  gesuchte  Gleichung.     Da,  wenn  ß  von 

1 
Null  verschieden  ist,  auch  ^  algebraische  Zahl  ist.  deren  Gleichung  sich 

aus  (8.)  ergiebt,   so  ist  also  auch  -j  eine  algebraische  Zahl,  für  die  man 

eine  Gleichung  nach  dem  Vorhergehenden  erhält. 
B)  "Wenn  in  einer  Gleichung- 
CIO.)       w"'+a,co'"-'+---  +  a„,  =  0 
die  Coefficieuteu   algebraische  Zahlen   sind,    so   sind  auch  die  Wurzeln  der 
Gleichung  algebraische  Zahlen.     Sind  für  die  Coefficienten  a,  (s=  1,  ...  m) 
die  algebraischen  Gleichungen  mit  rationalen  Coefficienten 

(11.)        a'f^a^^a/'^-l |-ß,r,  =  0  (.=i, ......) 

gegeben,  so  erhält  man  eine  algebraische  Gleichung  mit  rationalen  Coef- 
ficienten, welcher  die  Wurzeln  von  (10.)  genügen,  auf  folgende  Weise. 
Man  stellt  die  m/'ir,.../-,,,  =  m  Producte 

(12.)       tu"  fl '' . . .  a,„"'   {         rJ  t 

^       ^  i  "'      Ip,  =  0,   ...   r,—^  (s=i.  ...  m) 

auf.  Dieselben  seien  durch  coj  bis  w,,  bezeichnet,  a>,  =  1.  Nun  werden  die 
Grössen  a»cw,  (/=1,  ...  «)  linear  und  homogen  durch  coi  bis  tu„  vermittelst 
(10.)  und  (11.)  ausgedrückt.  Dann  ergiebt  wieder  die  gleich  Null  gesetzte 
Determinante  dieses  Systems  von  n  linearen  homogenen  Gleichungen  mit 
den  Grössen  Wj  bis  cw„  die  gesuchte  Gleichung.  Wenn  in  (10.)  der  Coef- 
ficient  von  to"'  statt  1  eine  von  Null  verschiedene  algebraische  Zahl  «„  ist, 
für  welche  eine  algebraische  Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten  gegeben 

ist,   so  sind  nach  A)  die  Coefficienten  — ^  (s  =  1, ...;«)  algebraische  Zahlen, 

für  welche  man  algebraische  Gleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  her- 
leiten kann.     Alsdann  kommt  man  auf  das  Vorige  zurück. 

6)  Es  sei  nun  ein  Ausdruck  vorgelegt,  der  eine  ganze  rationale 
Function  algebraischer  Zahlen  ist,  und  für  diese  algebraischen  Zahlen  seien 
algebraische  Gleichungen  mit  rationalen  Zahlcoefficienten  gegeben.  Es  soll 
untersucht  werden,  ob  jener  Ausdruck  verschwindet. 
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Nun  Avenle  vorausgesetzt,  dass  man  von  deu  hier  vorkomraeiidoii 
algebraischen  Zahlen  bereits  ermittelt  habe,  wie  für  dieselben  mit  beliebig- 
vorgeschriebener  Annäherung  complexe  Ausdrücke  mit  rationalem  reellen 
Theile  und  Coefficienteu  von  i  aufzustellen  sind,  eine  Voraussetzung,  die 
nach  c)  als  erfüllt  betrachtet  werden  kann.  Man  leitet  nach  Satz  A)  eine 
algebraische  Gleichung  mit  rationalen  C'oeflicienten  her,  welcher  der  Aus- 
druck genügt.  In  derselben  muss,  wenn  der  Ausdruck  gleich  Null  sein 
soll,  zunächst  das  absolute  Glied  verschwinden.  Ferner  werde,  wenn  nicht 
alle  Wurzeln  Null  sind,  ein  positiver  Werth  a>0  ermittelt,  der  kleiner 
ist  als  der  kleinste  der  Moduln  der  von  Null  verschiedenen  Wurzeln  der 
Gleichung.  Derselbe  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung,  in  welcher  die  den 
Gliedern  gemeinschaftlichen  Factoren  x  weggestrichen  sind.  Setzt  man 
dann  a  —  a'+a"  und  a' >  «"  und  den  betrachteten  Ausdruck  C  —  C'+C", 
nimmt  mod.  C"  ^  a"  an  und  berechnet  demgemäss  C,  so  ist,  damit  C  =  0 
sei,  nothwendig  und  hinreichend,  dass  sich  mod.  C'<<a'  ergiel)t. 

c)  Wenn  die  Gleichungen  (10.)  und  (11.)  gegeben  sind,  so  seien 
diejenigen  Wurzeln  der  Gleichung  (10.),  die  von  einander  verschieden  sind, 
aufzusuchen.  Von  den  algebraischen  Zahlen,  welche  die  Coefficienteu  bilden, 
wird  vorausgesetzt,  dass  man  sie  mit  beliebiger  Annäherung  berechnen 
kann.  Nach  Satz  ß)  wird  eine  algebraische  Gleichung  mit  rationalen 
Coefficienten  aufgestellt,  welcher  die  Wurzeln  der  Gleichung  (10,)  genügen. 
Aus  dieser  Gleichung  werden  diejenigen  hergeleitet,  welche  die  gleichviel- 
fachen Wurzeln  derselben  einfach  enthalten.  Alsdann  sind  letztere  Glei- 
chungen aufzulösen.  Die  rationalen  Wurzeln  derselben  sind  aufzustellen, 
und  die  irrationalen  und  complexen  Wurzeln  können  mit  beliebiger  An- 
näherung berechnet  werden.  Setzt  man  nun  eine  solche  Wurzel  in  die 
Gleichung  (10,)  ein,  so  kaini  man  nach  b)  erkennen,  ob  die  Gleichung  er- 
füllt ist. 

Was  die  beliebig  angenäherte  Berechnung  der  comple.xen  Wurzeln 
einer  Gleichung  F(x)  =  0  mit  rationalen  Coefticienten  angeht,  so  ist  Fol- 
gendes zu  bemerken.  Wenn  x--=y  +  iz  gesetzt  wird,  sei  l-'\x)  =  G(y,z')  +  iH(ii.z). 
Aus  der  Betrachtung  der  höchsten  Potenz  von  iE  in  F(j-)  ergiebt  sich,  dass 
immer  in  wenigstens  einer  der  Functionen  G  und  //  die  höchste  Potenz 
von  //  bezüglich  3  mit  constantem  Coefticienten  vorkommt;  beide  Variabein 
sind  in  G  und  //  enthalten.  Eliminirt  man  nun  mittelst  symmetrischer  Func- 
tionen aus  G  =  0  und  //=  0  das  eine  M;il  z-,  das  andere  ^lal  //.  so  ergeben 


94  Thome,  zur  Theorie  der  lineareu  Di/feretilialgleichiiiigen. 

sich  die  Polynome  cf,(y)  iiiul  ip(z)  mit  ratioiiiileu  Coefficienten.  Die  Coef- 
ficienten  können  in  keinem  dieser  Polynome  alle  verschwinden,  weil  sich 
sonst  unendlich  viele  Wurzeln  von  F(x)  =  0  ergeben  würden.  Denn  wenn 
etwa  die  Coefficienten  von  (p(y)  alle  gleich  Null  wären,  so  müsste  es  zu 
jedem  Werthe  ij  einen  Werth  z  geben,  so  dass  G{y,  z)  —  0  und  H(y,  s)  =  0 
erfüllt  wären.  Nimmt  man  dann  y  reell  und  ist  der  zugehörige  Werth  z 
complex  gleich  a+ib,  so  müssen  die  beiden  Gleichungen  auch  durch  den 
conjugirten  Werth  a—ib  erfüllt  werden.  Oder  der  zugehörige  Werth  von  z 
sei  reell  gleich  a.  Es  ergeben  sich  daini  als  Wurzeln  x  von  F(x)  =  0 
die  Werthe  y-{-i(a±ib)  oder  y-\-ia;  daher  wird  Mod. .t-  gleich  (y  +  hf+a' 
oder  y^+a-^',  woraus  folgen  würde,  dass  dieser  Modul  beliebig  gross  werden 
könnte.  Ebenso  ist  es,  wenn  die  Coefficienten  von  ip(z)  alle  gleich  Null 
wären ;  es  würden  sich  bei  einem  beliebigen  reellen  Werthe  von  z  als  zuge- 
hörige Werthe  von  y,  so  dass  G(y,  s)  =  0  und  H(y,  z)  =  0  erfüllt  sind,  ent- 
weder ergeben  a  +  ib  oder  ein  reeller  Werth  a.  Demnach  wird  alsdaini 
Mod.a;''  gleich  a'+(z±^)'  oder  or'^+z".  Also  ergiebt  sich  aus  (f(y)  =  0  und 
j//(z)  =  0,  ob  Werthe  von  y  und  z  möglich  sind  und  welche  diese  sind., 
Werden  nun  aus  den  Gleichungen,  welche  die  Wurzeln  jeder  dieser  Glei- 
chungen einfach  enthalten,  die  reellen  Wurzeln  mit  beliebiger  Annäherung 
berechnet,  so  kann  man  dann,  um  zu  ersehen,  ob  G(;/,  z)  =  0  und  H(y,  z)  =  0 
erfüllt  sind,  das  Verfahren  von  b)  anwenden. 

Auf  die  im  Vorhergehenden  angegebene  Weise  lässt  sich  also,  indem 
jede  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten  mit 
beliebiger  Annäherung  berechnet  werden  kann,  auch  jede  Wurzel  einer 
algebraischen  Gleichung  wie  (10.),  also  jede  algebraische  Zahl,  sobald  für 
dieselbe  eine  dieser  Gleichungen  gegeben  ist,  mit  beliebiger  Annäherung 
berechnen,  und  man  findet,  weini  der  reelle  Theil  oder  der  Coefficient  von 
i  in  dem  allgemeinen  complexen  Ausdrucke  dieser  algebraischen  Zahl  eine 
rationale  Zahl  ist,  diese  rationale  Zahl.  Werden  aus  einer  Gleichung  (10.) 
unter  Anwendung  des  \'erfahrens  von  b)  diejenigen  hergeleitet,  welche  die 
gleichvielfachen  Wurzeln  von  (10.)  einfach  enthalten,  so  kann  man  durch 
Auflösung  dieser  zugleich  entnehmen,  wie  oft  eine  Wurzel  in  (10.)  vorkommt. 

111.  Die  Constanten  in  den  rationalen  Fun(;tionen,  welche  die  Coef- 
ficienten einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  bilden,  seien  alge- 
braische Zahlen,  von  denen  die  algebraischen  Gleicthungen  mit  rationalen 
Zahlcoefficienten  gegeben  sind. 
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Bei  der  Zerlegung  des  Diiferentialausdruckes  F„,(tj,x)  in  die  cano- 
nische Form  (s.  No.  5  und  in  No.  5  (6.),  (7.)  d))  sind  folgende  algebraische 
Gleichungen  aufzulösen:  solche,  welche  sich  auf  die  Ermittelung  von  siugu- 
lären  Punkten  beziehen,  sei  es  bei  dem  ursprünglichen  Diflferentialausdruck, 
sei  es  bei  den  Bestandtheilen  des  Systems,  in  welches  der  Differentialausdruck 
zerlegt  wird;  ferner  algebraische  Gleichungen,  deren  Wurzeln  die  Coef- 
ficienten  in  den  rationalen  Functionen,  die  in  den  determinirenden  Factoren 
vorkommen,  bestimmen  (Coefficientengleichungen),  alsdaini  algebraische  Glei- 
chungen, deren  Wurzeln  Exponenten  in  den  etwa  vorhandenen  Systemen 
normaler  Elemeutarintegrale  (s.  No.  5  III  a))  bei  den  singulären  Punkten 
bestimmen  (Exponentengleichungen).  Die  Coefficienten  in  diesen  algebraischen 
Gleichungen  sind  rationale  Ausdrücke  von  den  ursprünglichen  Constanten 
in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  und  von  Constanten,  die  selbst 
Wurzeln  von  anderen  dieser  Gleichungen  sind  mit  rationalen  Zahlcoefficienten.- 
Unter  der  über  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  gemachten  Vor- 
aussetzung ergeben  sich  nach  II  b)  und  c)  successive  die  Wurzeln  der 
vorhin  genannten  Gleichungen  ebenfalls  als  algebraische  Zahlen,  für  die 
man  algebraische  Gleichungen  mit  rationalen  Zahlcoefficienten  aufstellen  und 
die  man  mit  beliebiger  Annäherung  berechnen  kann.  Bei  den  fundamen- 
talen Exponentengleichungen  (Abh.  Bd.  91,  No.  8  p.  173),  die  bei  den  sin- 
gulären Punkten  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  auftreten,  kommt 
es  darauf  an,  die  Wurzeln  in  Gruppen  solcher,  die  sich  nur  um  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  zu  trennen.  Zu  dem  Zwecke  kann  man  nach  I 
unter  Anwendung  von  II  b)  die  algebraischen  Gleichungen  aufstellen, 
deren  Wurzeln  die  Repräsentanten  der  verschiedenen  Gruppen  liefern,  als- 
dann sind  diese  Gleichungen  nach  II  c)  aufzulösen,  worauf  sich  nach  I 
unmittelbar  alle  zu  einer  Gruppe  gehörenden  Wurzeln  ergeben.  Oder 
man  kann  auch  zunächst  aus  der  Gleichung  unter  Anwendung  von  II  b) 
diejenigen  Gleichungen  herleiten,  welche  die  gleichvielfachen  Wurzeln  der 
ursprünglichen  einfach  enthalten,  alsdann  letztere  nach  II  c)  autlösen,  wo- 
durch sich  die  Wurzeln  mit  beliebiger  Annäherung  ergeben.  Nimmt  man 
nun  aus  der  Gesammtheit  S  dieser  Wurzeln  eine  derselben  cw  lieraus  und  setzt 
u)-\-H  in  die  ursprüngliche  Gleichung  ein,  so  ist  nach  II  b)  zuzusehen,  für 
welche  ganzen  Zahlen  n  etwa  das  Gleiclmngspolynoni  verschwindet.  Die 
sich  auf  diese  Weise  ergebenden  Wurzeln  aus  S  sind  wegzustreichen,  uiul  es 
ist  mit  einer  der  übri"-  bleibenden  in  derselben  Weise  zu  verfahren  u.  s.  w. 


9ß  Tliome,  zur  Theorie  der  linearen  Dilfereutialtßeichuiigen. 

Es  ist  ferner  Itei  der  successiveii  Zerleg'ung  des  ursprünglichen  Diffe- 
rentialausdruckes in  ein  System,  indem  normale  Differentialausdriicke  als 
Bestaiultlieile  des  Systems  abgesondert  werden,  zu  uutersuclien ,  ob  ganze 
rationale  Ausdrücke  der  bisher  ermittelten  Constanten  mit  rationalen  Zahl- 
coefficienten  verschwinden.     Dieses  geschieht  nach  II  b). 

Bei  der  Aufstellung  und  Untersuchung  der  Integrale  sind  andere 
homogene  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  nach  Abh. 
Bd.  87,  No.  7  I  hinzugezogen  (No.  2,  No.  3,  No.  5),  bei  welchen  nur  die 
Coefficienten  in  Betracht  kamen.  Die  Herleitung  dieser  Differentialglei- 
chungen aus  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  erfordert  nur,  dass  zu 
beurtheilen  ist,  ob  ganze  rationale  Ausdrücke  der  bisher  betrachteten  Con- 
stanten mit  rationalen  Zahlcoefficienten  verschwinden,  was  nach  II  b)  ge- 
schieht. Die  Constanten  in  den  rationalen  Coefficienten  dieser  Ditt'erential- 
gleichungen  ergeben  sich  als  rationale  Ausdrücke  der  bisher  gegebenen 
algebraischen  Constanten,  sie  werden  also  selbst  wieder  algebraische  Zahlen. 

In  der  Darstellung  der  Integrale  unter  der  Form  von  Systemen  nor- 
maler Elementarintegrale  (No.  5),  in  dem  Ausdruck  der  Ditt'erentialdeter- 
minante  derselben,  in  den  Gliedern  der  Reihen  für  die  Coefficienten  der 
Entwickelung  der  Integrale  (No.  2),  in  den  Ausdrücken  für  die  angenäherte 
Darstellung  der  Integrale  (No.  3)  treten  immer  wieder  rationale  Ausdrücke 
der  bisherigen  Constanteu  auf.  Die  Constanten  in  den  rationalen  Substitu- 
tionen ersten  Grades  No.  4  II  können  ebenfalls  als  algebraische  Zahlen 
angenommen  werden,  ebenso  diejenigen,  welche  bei  den  Berechnungen  von 
No.  3  auftreten. 

Es  ergiebt  sich  liieruiis,  dass,  wenn  die  Constanten  in  den  rationalen 
Functionen,  welche  die  Coefficienten  der  homogenen  litiearen  Differentialglei- 
chung bilden,  algebraische  Zahlen  sind,  sich  alle  im  Früheren  verlangten  Ope- 
rationen durchführen  lassen. 

IV.  Für  den  Fall,  dass  unter  den  Constanten  in  den  rationalen 
Coefficienten  der  L)ifferentialgleichung  auch  Grossen  vorkommen,  die  nicht 
als  algebraische  Zahlen  vorausgesetzt  sind,  die  man  aber  mit  beliebiger  An- 
näherung berechnen  kann,  ist  Folgendes  zu  bemerken. 

Die  Gleichungen,  welche  in  den  Sätzen  II  Ä)  uiul  B)  sich  ergaben, 
werden  durch  dasselbe  Verfahren  erhalten,  welches  auch  die  Grössen  a,  b, 
a  sein  mögen,  wobei  die  Coefficienten  der  Gleichungen  ganze  rationale 
Functionen  dieser  Grössen  werden.    Um  nun  die  Aufgabe  aus  II  b)  bei  einem 
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ganzen  rationalen  Ausdrnt-k  g-egebener  Constanten,  die  man  mit  beliebiger 
Annäherung  berechnen  kann,  zu  behandeln,  kann  man  versuchen,  wieder 
aus  algebraischen  Gleichungen  für  die  Constanten  eine  algebraische  Glei- 
chung, welcher  flieser  Ausdruck  genügt,  von  folgender  Beschaifenheit  zu 
ermitteln.  Ergiebt  sich  das  absolute  Glied  derselben  als  algebraische  Zahl, 
so  kann  man  nach  dem  Vorigen  erkennen,  ob  dasselbe  verschwindet.  Ebenso 
wenn  die  vorhergehenden  Coefficienten,  welche  verschwinden,  und  der  erste 
der  vorhergehenden,  welcher  nicht  verschwindet,  sich  als  algebraische  Zahlen 
ergeben,  so  kann  man  nachweisen,  dass  jene  verschwinden  und  dieser  nicht 
verschwindet.  Dann  ist  im  Uebrigen  das  Verfahren  von  II  b)  unverändert 
anwendbar. 

Von  den  algebraischen  Gleichungen,  die  bei  der  Untersuchung  der 
Differentialgleichung  aufzulösen  sind,  kommen  hauptsächlich  die  fundamen- 
talen pjxponentengleichungen,  die  bei  den  singulären  Punkten  auftreten,  in 
Betracht,  sobald  die  singulären  Punkte  dieser  Diiferentialgleiehung  von  vorn- 
herein gegeben  sind.  Denn  die  übrigen  algebraischen  Gleichungen  ergeben 
sich  entweder  meist  von  so  niedrigem  Grade  (Abh.  Bd.  91,  No.  7  III,  No.  8 
p.  178),  dass  sie  dadurch  keine  algebraischen  Schwierigkeiten  darbieten,  oder 
es  sind  Exponentengleichungen,  deren  Wurzeln  bereits  bis  auf  eine  ganz- 
zahlige Differenz  bekannt  sind;  auf  dieselben  ist  das  Verfahren  von  II  6) 
anzuwenden. 


Es  w^erde  hier  noch  die  Verallgemeinerung  eines  Convergeuzsatzes 
angeführt,  der  in  Abh.  Bd.  87,  No.  9  II  gegeben  ist. 

Eine  Function,  die  durch  eine  Potenzreihe  von  a;  mit  positiven  ganz- 
zahligcn  Exjjonenten  ausgedrückt  ist,  möge  in  einer  endlichen  Anzahl  von 
Punkten  auf  dem  Convcrgenzkreise  der  Reihe  die  Beschaifenheit  haben,  dass 
sie  bei  einem  solchen  Punkte  nicht  mehr  einwerthig  und  stetig  bleibt.  Und 
zwar  soll  sie,  wenn  ein  solcher  singulärer  Punkt  a  ist,  bei  x  =  a  eine 
Entwickelung  haben,  welche  die  Form  eines  von  x  —  a  abhängenden  regu- 
lären Integrales  hat  (in  der  Entwickelung  können  Exponenten  vorkommen, 
die  sich  nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden).  Wenn  nun  die  Exponenten 
in  diesen  Entwickclungen  in  dem  reellen  Tlieile  grösser  als  —1  sind,  so 
convergirt  die  Reihe  in  allen  iiiclitsingulären  Punkten  des  Convergenzkreises 
und  in  denjenigen  singulären.  in  W(»lclien  die  Exi)onenten  der  Entwickelung. 
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iiaclidcm  dius  coiistaiitc  Glied  abgezogen  ist,  in  dem  reellen  Tlieile  grösser 
als  Null  sind. 

Die  Coefficienten  der  Reihe  werden  dnrch  bestimmte  Integrale  dar- 
gestellt, und  es  Avird  der  Uebergang  auf  den  Convergenzkreis  in  dem  Aus- 
drucke des  allgemeinen  Gliedes  unter  Zugrundelegung  der  bei  den  singu- 
lären  Punkten  vorausgesetzten  Entwiekelungen  gerade  wie  in  Abb.  Bd.  87, 
p.  336  uiul  337  vollzogen.  Ea  werde  x  —  e'"  gesetzt  und  der  reelle  Theil 
der  Function  durch  u(_(),  6),  der  Coefficient  von  /  durch  v(i>,  0)  bezeichnet, 
und  es  sei  R  der  Radius  des  Convergenzkreises.  Gehört  nun  0^  einem  der 
singulären  Punkte  an,  so  ist  zu  zeigen,  dass  bei  hinreichender  Annäherung 
von  0  an  ö,  Mod.  ?/(/?,  ö)  <  Ä[Mod.(<9-ö,)]''-',  wo  die  Constante  «>0  ist, 
bleil)t,  und  ebenso  dass  Mod.«(fi,  Ö)  ■<  A'iPIod.  (ö  — Ö,)]'"'"',  avo  die  Constante 
p' >  0  ist,  k  und  ki  positive  Coiistanten  sind.  Es  ergiebt  sich  dieses  aus 
den  Entwi(;kelungen  Abb.  Bd.  87,  No.  10  p.  346,  349.  Dann  bleibt  im 
Uebrigen  das  Verfahren  von  Abb.  Bd.  87 ,  No.  9  p.  337  etc.  unverändert. 
In  Betreff  der  Convergenz  in  den  singulären  Punkten  gelten  die  Betrach- 
tungen Abb.  Bd.  87,  No.  10  p.  349. 

Greifswald,  5.  Januar  1883. 
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ist    diis    \'oibil(l    für    die    Integi;itioii    der   iHnnogL'nen    linearen   Differential- 
gleichungen mit  rationalen  Coefticicnten  gewesen,  Avelche  von  der  Darstel- 
lung der  Integrale  bei  den  singuUiren  Punkten  ausgeht. 

Nach  der  von  llerrn  Fuchs  (Bd.  66  dieses  Journals)  gegebenen 
Methode  verfährt  man,  um  zu  zeigen,  dass  bei  einem  singulären  Punkte 
X  —  a  ein  Integral  t/  existirt,  welches  bei  einem  Umgange  um  diesen  Punkt 
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Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

(l'oljensiclit   i'ilier  die  Alihaudluuoeu  des   Verfassers   iu  den   Hdu.  T-t   l.is   ',15  dieses  .Iniinuds.) 

(Von  Herrn  L.   IT.  Tliuwi-  in  Greifswakl.) 


Uiese  Abhandlung  enthält  die  systematische  Uebersicht  über  den 
Inhalt  der  von  dem  Verfasser  in  den  Bdn.  74  bis  95  dieses  Journals 
verötfentlichten  Abhandlungen:  ,.Zur  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen'". 

]•)  i  II  1  e  i  t  u  u  <:. 

In  der  Theorie  der  homogenen  linearen  Ditfereiitialglcichungeu  mit 
rationalen  Functionen  als  Coefficienten  erhebt  sich  die  Aufgabe,  die  Inte- 
grale der  Ditferentialgleichuug  bei  den  singulären  Punkten  zu  einer  Dar- 
stellung zu  bringen,  durch  welche  der  Verlauf  eines  Integrales  in  der  Nähe 
eines  solchen  Punktes  charakterisirt  wird.  Au  diese  Aufgabe  schliesst  sich 
diejenige,  die  Fortsetzung  der  Integrale  auszudrücken. 

Singulare  Punkte  der  linearen  Ditferentialgleichungen  sind  diejenigen, 
in  welchen  die  Coefficienten  unendlich  werden  (bei  a- =  oo  wird  x  =  t~^  ge- 
setzt). Für  das  Gebiet  der  unabhängigen  Variabein  in  einem  Kreise,  der 
keinen  singulären  Punkt  enthält,  besteht  eine  und  nur  eine  einwerthige  und 
stetige  analytische  Function,  die  der  Ditferentialgleichung  //«'''''  Ordnung 
genügt  und  mit  ihren  «<— 1  ersten  Ableitungen  im  Mittelpunkte  des  Kreises 
vorgeschriebene  Werthe  ;innininit,  gemäss  einem  Satze  des  Herrn  Weierstrass. 

Die  Integration  der  Ditferentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe 
ist  das  \'urbil(l  für  die  Integration  der  homogenen  linearen  Ditferential- 
gleichungen mit  rationalen  Coefficienten  gewesen,  welche  von  der  Darstel- 
lung der  Integrale  bei  den  singulären  Punkten  ausgeht. 

Nach  der  von  Herrn  Fuchs  (Bd.  66  dieses  Journals)  gegebeneu 
]\Iethode  verfährt  man.  um  zu  zeigen,  dass  l)ei  einem  singulären  Punkte 
X  =  a  ein  Integral  y  existirt,  welches  bei  einem  Umgänge  um  diesen  Punkt 
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in  u)y  Ubei<^-elit,  wo  ui  eine  Coiistaute  ist,  in  folg'ender  Weise.  Man  nimmt 
ein  beliebiges  System  lineamnabhängiger  Integrale  «/i  bis  y„,.  Wenn  ij,  bei 
einem  Umgänge  um  x  —  a  in  ^c„y^  nbergelit  niul  ij,  welches  in  onj  über- 
gehen soll,  gleich  ^k,y,  gesetzt  ist,  so  ergiebt  sich  bei  diesem  Umgange 
das  Gleichungssystem 

CijA-i+CjjÄ-jH h(c,,— "j)A-,H l-c„„/i-„,  =  0  (»=i.  .■• '"). 

Die  Determinante  dieses  Systems  homogener  linearer  Gleichungen  in  Bezug 
auf  die  Grössen  k  muss  verschwinden,  wodurch  eine  Gleichung  m'*'"  Grades 
hervorgeht,  die  Fundamentalgleichung  des  Herrn  Fuchs.  Die  Coefficienten 
dieser  Gleichung  sind  unal)hängig  von  der  Wahl  des  speciellen  Systemes 
iji  bis  y,„.  das  absolute  Glied  der  Gleichung  ist  von  Null  verschieden.  Es 
ergiebt  sich  alsdann,  dass  einer  einfachen  Wurzel  co  =  e'""'  der  Fundamental- 
gleichung ein  Integral  der  Form 

(1.)        (.r-fl)'<K^) 
entspricht,    einer   /.-lachen   Wurzel   a>  =  e'^"    eine   Gruppe   vuu  Ä  Integralen 

(2.)     {x-aJ((f,,(x)  +  (r,>(x)]og(x-a:)  +  -+(f,X^){\og(x-a)y-')    (a  =  ..... ;.), 

Avo  die  Grössen  (f  bei  a;  =  a  und  wenigstens  in  dem  Kreise  um  x  =  a  als 
Mittelpunkt,  der  durch  den  nächsten  singulären  Punkt  hindurchgeht,  abge- 
sehen  von  ,7-  =  a,  einwerthige  und  stetige  analytische  Functionen  sind,  und 

zwar  ist 

(3".)       (.r-aX(^,u,(x)  d'-^, ....» 

eine  homogene  lineare  Function  mit  constanten  Coefficienten  von  den  Grössen 

(3\)         (x-ay(p,i,(x)  (c  =  a-l....  l.l.  =  l,  ...0. 

In  den  Ausdrücken  (1.)  bis  (3.)  ist  die  von  Herrn  Fttchs  (1.  c.)  nach- 
gewiesene allgemeine  Form  der  Integrale  bei  einem  singulären  Punkte 
enthalten. 

Wenn  man  nach  dem  Verfahren,  durch  welches  die  Form  der  Inte- 
grale bei  einem  singulären  Punkte  erwiesen  wird,  die  Darstellung  der 
Fundamentalgleichung  und  hierauf  die  der  Integrale  selbst  bewerkstelligen 
wollte  (diese  Methode,  die  Integrale  bei  den  singulären  Punkten  darzustellen, 
ist  in  der  Abhandlung  des  Herrn  Hamburger  im  83.  Bande  dieses  Journals 
versucht  worden),  so  hätte  man  zunächst  die  Coefficienten  c„  auszudrücken. 
Man  würde,  indem  man  das  Resultat  der  Fortsetzung  der  Integrale  </,  bis  y,„ 
bei   einem  Umgänge  um  x  =  a  darstellt,   die   Grössen  c„   unter   der  Form 
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von  uiK-iuUichen  Keilien  erhalten,  demnaeli  auch  die  Coefficieuteu  der  Fun- 
darueulalgleiehung  im  Allgemeinen  nnter  dieser  Form.  Wenn  aber  nun 
nachzuweisen  ist,  dass  in  der  Fundamentalgleichung  gleiche  Wurzeln  vor- 
kommen, also  sobald  eine  Gruppe  von  Integralen  (2.)  vorhanden  ist.  so 
stösst  man  auf  das  Hinderniss.  von  einer  ganzen  rationalen  Function,  deren 
Glieder  durch  unendliche  Keihen  ausgedrückt  sind,  zu  zeigen,  dass  dieselbe 
verschwindet.  Allgemein  würde  die  Schwierigkeit  bestehen,  aus  der 
Fundamentalgleichung,  deren  Coefficieuteu  die  angegebene  Form  haben, 
die  Wurzeln  w  zu  bestimmen  und  zugleich  die  Frage  zu  entscheiden,  ob 
in  o)  =  e'"'"'  der  Exponent  r  rational,  irrational  oder  complex  ist,  welche 
Frage  bei  Beurtheilung  der  Verzweigung  der  Integrale  auftritt. 

Auf  Grund  der  Fundamentalgleichung  des  Herrn  Fuchs  ergiel)t  sich, 
dass  die  Integrale  bei  dem  singulären  Punkte  .r  =  a  auch  die  Form  an- 
nehmen 

(4.)       Vi  /dxv; . . .  /  r ,  dx,  (.1  =  I. ...  ■») 

wo  die  Grössen  i-  von  der  Form 

sind.  /  und  w  bei  x  =  a,  abgesehen  von  diesem  Punkte,  einwerthige  und 
stetige  analytische  Functionen  (ip  gleich  1  sein  kann).  Man  kann  bei  einer 
/.-fachen  Wurzel  der  Fundamentalgleichung  eine  Gruppe  von  Integralen 
unter  der  Form  (4)  für  a=l.  ...  /.  aufstellen,  bei  denen  der  Exponent  /• 
(5.)  in  c.  bis  v^  gleich  —  1  ist.  Integrirt  man  nun  in  einem  Kreisringe 
um  X  =  a.  in  welchem  die  Grössen  i/'  nicht  verschwinden .  so  erhalten  die 
Integrale  in  diesem  Gebiete  die  Form  (2.).  Nimmt  man  in  dem  Integrale 
(2.)  und  in  dessen  Ausdruck  (4.)  einen  Umgang  um  x  =  a  vor  und  setzt  die 
Coefficieuteu  der  gleich  hohen  Potenzen  von  log(.r  — «r)  auf  beiden  Seiten 
einander  gleich,  so  erhält  man  die  Relationen  (3.).  Nun  ergiebt  sich  aus 
diesen  und  aus  der  Beschatfenheit  der  Integrale  bei  einem  uichtsingulären 
Punkte,  dass  die  Functionen  </  in  (2.)  in  dem  Kreise  um  x  —  a  als  Mittel- 
punkt, der  durch  den  nächsten  singulären  Punkt  hindurchgeht,  abgesehen 
von  x  =  a  einwerthig  uiul  stetig  bleiben.  (Vergl.  Abb.  des  Verfassers 
Bd.  75,  No.  8.) 

Eine  Function,  die  durch  eine  Summe  von  Ausdrücken  der  Form  i^l.). 
(2.)  in  endlicher  Anzahl  mit  beliebigen  Exi)onenten  gegeben  ist,  in  welchen 
die  (i rossen  ((    durch   die    Summe    von    zwei    Potenzreihen    entwickelt    sind, 
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von  denen  die  eine  nach  Potenzen  von  x  —  a  mit  positiven,  die  andere  mit 
negativen  ganzzaliligen  Exponenten  fortschreitet,  nimmt  eine  Darstellung 
dieser  Form  nur  auf  eine  Weise  an  (Abli.  des  Verf.  Bd.  74,  No.  1  (5.)). 

Sind  in  (4.)  die  Grössen  «  von  der  Form  (x—ajx,  und  die  Functionen 
X  im  Innern  eines  Kreises  um  x  =  a  allenthalben  einwerthig  und  stetig,  so 
ergeben  sich  durch  Integration  Ausdrücke  der  Form  (1.)  oder  (2.),  in  welchen 
die  Grössen  (f  in  ihren  Entwickelungen  nach  Potenzen  von  x—a  Potenzen  mit 
negativen  Exponenten  nur  in  endlicher  Anzahl  enthalten.  Ein  Ausdruck  (1.) 
oder  (2.)  dieser  Art  oder  eine  Summe  von  solchen  Ausdrücken,  dieselben  mit 
Constanten  nniltii)iicirt,  als  Integral  der  Differentialgleichung  ist  von  dem 
Verfasser  ein  recjulares  Integral  (Abh.  Bd.  75,  No.  1)  genannt  worden.  Für 
den  Fall,  dass  alle  Integrale  bei  einem  singulären  Punkte  x  —  a  regulär 
sein  sollen,  hat  Herr  Fvchs  (Bd.  66  und  68  dieses  Journals)  als  nothweudige 
und  hinreichende  Bedingung  nachgewiesen,  dass  in  der  Differentialglei- 
chung, in  welcher  der  Coefücient  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  gesetzt 
ist,  der  Coefficient  der  (w— a)""'  Ableitung  höchstens  in  a"''  Ordnung  für  x  =  a 
unendlich  wird.  Hieraus  ergiebt  sich  die  von  Herrn  Fuchs  aufgestellte 
Form  der  Coefficienten  der  Differentialgleichung,  wenn  bei  allen  singulären 
Punkten  die  Integrale  regulär  sind.  ]\Ian  erhält  wenn  bei  x  =  a  die  Integrale 
regulär  sind,  dieselben  unter  der  Form  (4.),  worin  die  Grössen  v  die  vorhin 
angegebene  Beschaffenheit  haben.  Dabei  zeigt  sich,  dass  die  Exponenten 
in  den  Grössen  i-  und  die  Coefficienten  in  den  Reihenentwickelungen  der  v 
algebraisch  mit  den  Constanten  in  den  rationalen  Coefficienten  der  Diffe- 
rentialgleichung zusammenhängen. 

Diese  von  Herrn  Fuchs  untersuchte  Differentialgleichung  stellt  si(;h 
als  besonderer  Fall  von  folgender  allgemeiner  Gattung  homogener  linearer 
Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  dar.  Bei  denselben  wer- 
den nicht  alle  bei  einem  singulären  Punkte  vorkommenden  Integrale  gleic-h- 
zeitig,  sondern  zunächst  einzelne  betrachtet. 

Es  werde  der  Integralausdruck 

(6.)       II , / (l.v iiT' II , ^ fl.r iiT' (1 3  / . . .  / II ;^2.i  II ,(lx  (.1  =  1.  ..*) 

aufgestellt,  welcher  die  Integrale  der  Differentialgleichung  enthält,  die  aus 
dem  gleich  Null  gesetzten  Systeme 

/-  V  du  dl),  difk-\ 
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1  1  <.  rfloffw.,      ■  ^        Ti-  •      ^"ogM.i      1     •  •  .1  • 

heivorgeut.  wo  </,  =  — ,  ist.  Hier  sei  — y~^  "^^i  a:;  =  «  einwertuig- 
iiiul  in  endlicher  Oidmiiig  unendlich.     Es  seien  also  die  ii  von  der  Form 

(8.)       e'Xx-ayx, 

wo  ir  gleich  Null  oder  von   der   Form  ^c_,(j;— ö)~'  ist,   /  von  der  Form 

.Zc/x  — ffl)\  Ein  Integralausdrnck  (6.)  von  dieser  Beschaifenheit  ist  von 
dem  Verfasser  ein  Siisfem  normaler  Elemeiitarinleyrale  n  genannt  worden. 
Für  den  Fall,  dass  Systeme  normaler  Elementarintegrale  (6.)  für  a=l,  ...ä- 
einer  vorgelegten  Differentialgleichung  genügen  sollen,  hat  sich  in  den  Unter- 
suchungen des  Verfassers  ergeben,  dass  die  Coefßcienfen  in  den  Grössen  w, 
die  Exponenten  r  und  die  Coefßcienlen  in  den  Enlwickelungeii  der  x  '"  den 
Grössen  ti  (8.)  algebraisch  mit  den  Constanten  in  den  rationalen  Coefßcienten 
der  Diß'erentialgleichmig  zusammenhängen;  nur  kann  in  dem  allgemeinen 
Falle  in  den  Grössen  x  eine  endliche  xiuzahl  zunächst  unbestimmter  Cou- 
stanten  vorkommen.  Es  gehen  nun  diese  Untersuchungen  darauf  hinaus, 
zunächst  die  normalen  Elementarintegrale  zu  ermitteln,  alsdann  die  Integra- 
lionen in  dem  Integralansdrucke  (6.)  zur  Darstellung  zu  bringen  und  aus  dieser 
Darstellung  die  Enlwickelung  der  Integrale  unter  der  Form(\.)  bis  (3.)  herzuleiten. 
Der  Satz  des  Herrn  Fuchs  über  die  Existenz  der  Form  (1.)  bis  (3.)  der 
Integrale  brauchte  hierbei  nicht  vorausgesetzt  zu  werden  und  ist  auch  im 
Folgenden  nicht  vorausgesetzt. 

In  der  ersten  Abtheilung  der  vorliegenden  Abhandlung  werden  die 
Sätze,  welche  zur  Bestimmung  der  formellen  Ausdrücke  der  normalen 
Elementarintegrale  dienen,  aufgestellt,  wobei  der  Ausgangspunkt  der  Unter- 
suchung die  Betrachtung  der  bei  einem  singulären  Punkte  möglichen  regu- 
lären Integrale  ist.  Zugleich  wird  der  Zusammenhang  der  integrirenden 
Factoren  einer  homogenen  linearen  Ditterentialgleicliung  mit  der  Zerlegung 
des  Differentialausdruckes  in  ein  System  solcher  L)itterentialausdrücke  dar- 
gelegt; die  Beziehung  des  Intcgralausdrnckes  (6.)  zu  dem  Systeme  (7.)  er- 
giebt  sich  hieraus. 

Die  zweite  Abtheilung  enthält  alsdann  folgende  Betrachtungen.  Bei 
einer  Differentialgleichung  mit  nur  regulären  Integralen  ergeben  sich  bei 
jedem  singulären  Punkte  die  Lriössen  //  in  einem  Integrale  (6.)  ohne 
specielle  Convergenzbetrachtungen.  Der  1  )iffercntialausdrHck  in  dieser 
Differentialgleichung  ist  ein  regulärer  genannt  wonlcn.     Wird  mittels  eines 
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regulilren  DitfcreiitialauÄdnu-kcs  F(y,  x)  der  Diffei-eiitiaUiusdruck  e"'F(e~  "y,  .r) 
"■ebildet,  wo  W  eine  rationale  Function  von  x.  die  auch  gleich  Null  sein 
kann,  so  erhält  man  einen  Differentialausdruck  mit  rationalen  Coefticienten. 
der  ein  normaler  genannt  worden  ist.  Bei  einer  Differentialgleichung  mit 
normalem  Difterentialausdruck  ergeben  sich  daher  auch  die  Grössen  u  in  (6.) 
ohne  s/jecielle  Conrergez/zhetraclthii/r/eii.  Dasselbe  fnidet  statt,  wenn  man  ein 
Sijstem  von  normalen   Differentialansdrüclien  f\,  /|,  ,   l)is  /,,^   (l-\- 1  >•  1) 

(9.)     nX'J,  ^)  -  //m  nXyu  ^)  =  y.  •■•  f:,(y.- -r) 

gleich  Null  setzt.  Um  nun  bei  einer  homogenen  linearen  Differentialglei- 
chung mit  rationalen  Coefficienten  hiervon  Anwendung  zu  machen,  wird 
zuuächst  gezeigt,  wie  sich  ermitteln  lässt,  ob  der  Ditt'erentialausdruek  in 
das  System 

(10.)       f(y,x)  =  «/„  g(ij,,x) 

zerlegt  Averden  kann,  wo  f  ein  normaler  Differentialausdruck  ist.  Es  wer- 
den alsdann  allgemeine  Untersuchungen  über  Systeme  normaler  Difterential- 
ausdrücke  angestellt.  Sodann  wird  gezeigt,  dass  ein  homogener  linearer 
Ditt'erentialausdruek  mit  rationalen  Coefficienten  sich  in  einer  bestimmten 
Weise  durch  ein  besonderes  System  homogener  linearer  Differentialausdrücke 
mit  rationalen  Coefficienten  darstellen  lässt,  welches  die  canonische  Form 
genannt  worden  ist.  Aus  dieser  Darstellung  geht  das  System  normaler 
Diffcrentialausdrücke,  welches  in  dem  ursprünglichen  Differentialausdruckc 
enthalten  ist,  hervor.  Für  den  Fall,  dass  letzterer  Differentialausdruck  selbst 
durch  ein  System  nornmler  Differentialausdrücke  darstellbar  ist,  oder  wenn 
die  Betrachtung  eines  Integrales  auf  eine  Differentialgleichung  mit  einem 
solchen  Dift'erentialausdrucke  zurückführt,  werden  die  Integrale  dieser  Ditt'e- 
rentialgleichung  in  der  folgenden  Abtlieilung  untersucht. 

In  der  dritten  Abtheilung  werden  nun  bei  einer  Differentialgleichung. 
fleren  Di[fcrcntiahiiis(lrncls  sich  durch  ein  System  normaler  Di//'erentialans- 
(Iritcke  darstellen  Idsst ,  die  Integrale  unter  der  Form  von  Systemen  nor- 
maler Elenientarintegrale  aufgestellt.  Alsdann  ist  das  Resultat  der  Inte- 
grationen auszudrücken.  Dieses  geschieht  dadurch ,  dass  die  Integralfunc- 
tion  (6.)  vermittelst  bestimmter  Integrale  dargestellt  wird,  in  welchen  nach 
aiuleren  Variabein,  die  mit  x—a  multiplicirt  sind,  integrirt  wird,  wobei  unter 
den  Integralzeichen  wieder  dieselben  Functionen  n  auftreten.  Dieselbe 
Methode  ist   zur  Darstellung  der  Integralfunction  (4.)  bei  beliebigen  Func- 
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tiouen  p  von  der  Form  (5.)  an^'('ii(ll)ar.  Aus  dieser  Darstellniig-  der  Inte- 
grale erg-cben  sich  die  Ausdrücke  der  Coefticieiiteu  in  der  Kntwickcliing 
von  der  Form  (1.),  (2.),  und  ergiebt  sich  die  Werthberechnung  der  Integrale 
mit  vorgeschriebener  Annäherung.  Ferner  erfolgen  aus  dieser  üarstellung 
die  Ausdrücke  für  die  Constanten  bei  der  Fortsetzung  eines  Integrales  durch 
Umgang  um  einen  singulären  Punkt  und  bei  der  Fortsetzung  von  einem 
singulären  Tunkte  zu  einem  anderen,  welche  mittels  einer  rationalen  Sub- 
stitution ersten  Grades  bewerkstelligt  wird.  An  die  Ausdrücke  der  Integrale 
durch  Systeme  normaler  Elementarintcgrale  knüpft  sich  die  Discussion  über 
das  Verhalten  der  Integrale  bei  dem  singulären  Punkte. 

In  der  vierten  Abtheilung  werden  die  algebraischen  Aufgaben,  die 
in  dem  Vorhergehenden  auftreten,  untersucht,  wobei  sich  gleichzeitig  ergiebt, 
dass  die  Constanten  in  den  aufgestellten  Systemen  normaler  Elementarinte- 
grale algebraisch  mit  den  Constanten  in  den  rationalen  Coefficienten  der 
Difterentialgleichung  zusammenhängen.  Es  wird  speciell  gezeigt,  dass  wenn 
letztere  Constanten  algebraische  Zahlen  sind,  sich  alle  in  dem  Vorhergehen- 
den verlangten  Operationen  durchführen  lassen. 

In  der  fünften  Abtheilung  wird  darauf  hingewiesen,  dass  der  weiteren 
Untersuchung  ein  solcher  Differentialausdruck  verbleibt,  der  sich  nicht  mehr 
durch  ein  System  von  Diiferentialausdrücken  darstellen  lässt,  von  denen 
der  erste  oder  letzte  ein  normaler  ist.  Es  wird  nun  allgemein  aus  den 
Sätzen  der  ersten  Abtheilung  nachgewiesen,  dass  wenn  einer  beliebigen 
homogenen  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  die 
Integrale  aus  einem  System  normaler  Elementarintegrale  genügen,  die  Coii- 
stanten  in  letzterer  algebraisch  mit  den  Constanten  in  der  Dilferentialglei- 
chung  zusammenhängen,  abgesehen  davon,  dass  möglicherweise  in  den  oben- 
genannten Grössen  /  eine  endliche  Anzahl  zunächst  unbestimmter  Constanten 
auftritt.  Dabei  wird  aber  zugleich  gezeigt,  dass  es  auch  Ditferentialglei- 
(;hungen  giebt,  denen  normale  Elementarintegrale  formell  geniigen,  während 
in  den  für  diese  Differentialgleichungen  wirklich  bestehenden  Integralaus- 
drücken (6.),  in  denen  die  /<  die  Form  (ö.)  haben,  kein  normales  Elemenlar- 
/«/p///-«/ vorkommen  kann.  Hieraus  ergieltt  sich  alsdann  für  die  Ditferential- 
gleicliungen,  welche  die  hier  übrig  bleilienden  Ditferentialausdriicke  ent- 
halten, dass,  solange  dieselben  allgemein  aufgefasst  werden,  zur  Aufstellung 
von  Systemen  normaler  Elemenlarintegraie  s/iecielle  Conrenji nz-hcIrachlniKjen 
erforderlich  sind. 


\i)2  Thomc,  zur  Theorie  der  linearen   Dilfereiilialyleicliiuiyen. 

Erste  Abtlieilun«-. 
1. 

Keguläie  lutci^ralc. 

In  (1er  Differentialg-leichung' 

(1.)  s-+p:;i3-+-+M  =  » 

sollen  die  Coeffieienten  p  in  einem  Kreise  um  x  =  a  abgesehen  von  diesem 
Punkte  einwertliige  und  stetige  analytische  Functionen  sein,  die  für  x  =  a 
in  endlicher  Ordnung  unendlich  werden. 

I.  Hat  die  Differentialgleichung  (1.)  bei  x  =  a  ein  reguläres  Inte- 
gral ,  so  muss  der  Factor  der  liöchsten  Potenz  des  Logarithmus  in  jedem 
Ausdrucke,  der  die  Glieder  enthält,  in  denen  die  Exponenten  von  x—a  sich 
mir  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  für  sich  der  Differentialgleichung  ge- 
nügen, die  Differentialgleichung  hat  daher  auch  ein  reguläres  IntegTal  der 
Form  (a;— o)'-^c,(a;  — ö)"  (Abh.  Bd.  74,  No.  2).  Hieraus  ergiebt  sich:  Hat 
bei  x  —  a  die  Differentialgleichung  /  linearunabhängige  reguläre  Integrale, 
so  hat  sie  /  Integrale  der  Form 


(2.)       Vi  I  dx  V-, ...     ■?),,  iir 


vpo  v   von  der  Form  {x—a)''21c^.,{x—af  ist  (Abh.  Bd.  74,  No.  2). 

Der  Coefficient  jo,,(a  =  0, ...  m,-  />„  =  1)  werde  in  der  Ordnung  77,  für 
X  =  a  unendlich,  wo  77,  =  0  gesetzt  ist,  wenn  />„  für  x—a  nicht  unendlich 
Avird.     In  der  lleilie  der  ]>ositiven  ganzen  Zahlen 

(3.)       77,, -f/«-a  ("i-" — 0, 

welche  die  zu  den  Coefticienten  p,,  gehörenden  Zahlen  genannt  worden  sind, 
trete  die  grösste  zuerst  bei  dem  Zeiger  h  auf.  Derselbe  ist  der  charakte- 
rislisclie  Index  bei  .r  =  a  genannt  worden  (Abh.  Bd.  75,  No.  1).  1  )ie  Haui)t- 
bedeutung  des  charakteristischen  Index  tritt  bei  Aufsuchung  der  determini- 
i'enden  Factoren  in  No.  4  hervor. 

Wenn     die    Differentialgleichung     ein    Integral    v    von    der    Form 

(ii-  — a)''.^c,,(.T  — a)'  hat,  so  muss  der  charakteristische  Index  kleiner  als  die 
Ordnung  m  sein.  Durch  Anweiulung  der  Substitution  y  —  v  / zdx,  welche 
den  charakteristischen  Index  uimeändert  lässt,  erg-iebt  sich:  Ist  der  cliarakte- 
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ristitiche  Index  gleicli  //.  >^o  gicbt  es  liöclisteiis  m  —  /i  liueanuiabhäiigi^e 
reguläre  Integrale  (Abli.  Bd.  74,  No.  5;  Bd.  75,  No.  1).  Damit  es  deren  m 
giebt.  ist  also  nothwendig,  dass  /*  =  0  ist.  Dieses  ist  zugleich  hinreichend  (s.  IL). 

IL     Wenn  die  Entwickelung  (x  — ay^Ä\,(a;  — a)".  wo  ModÄ-,,^0  ist, 

der  Diiferentialgleichung  genügen  soll  und  der  Differentialausdruck  nach  Po- 
tenzen von  x—a  entwickelt  wird,  so  erhält  man,  indem  der  Coefficient  der 
Anfangspotenz  k„{x  -a)'~"''""''^'  gleich  Null  gesetzt  wird,  die  Gleichung 
(rH-A)*«"  Grades  (Abh.  Bd.  74,  No.  6): 

f  [p,(x-o)''"_U„r(r-l)...(r-mfA  +  l) 

Diese  Gleichung  ist  Exponentengleichung  genannt  worden  (Abh.  Bd.  83,  No.  6). 

Die  Wurzeln   derselben    seien  r,  bis  r,„_,,.      Wird   (x—ay 21  h\,{x~ay    mit    v 

bezeichnet,    y  =  v  j zdx  gesetzt  und  die  Differentialgleichung  für  z  gebildet. 

so  hat  deren  Exponeutengleichung  die  m—h-\  Wurzeln,  die  aus  der  Reihe 
der  Grössen  rj— r— 1  bis  r„,_,— r— 1  hervorgehen,  nachdem  eine  derselben 
gleich —1  weggenommen  ist.  Setzt  man  statt?/  in  die  Differentialgleichung 
(L)  (x—ay-'u  ein,  so  hat  diese  Differentialgleichung  eine  Exponeutengleichung, 
deren  Wurzeln  i\—()  bis  »•„._/,—('  sind.  In  dem  Coefticienten  der  (w— A)'en 
Ableitung  bleibt  das  Anfcingsglied  ungeändert,  daher  bleibt  auch  die  grösste 
der  zu  den  Coefticienten  gehörenden  Zahlen  dieselbe  wie  in  (3.).  diese  sei 
durch  g  bezeichnet.     (Vgl.  No.  2,  IL) 

Es  werde  nun  in  (1.)  (x—ci)"u  statt  //  gesetzt,  wo  (>  eine  Wurzel 
der  Exponentengleichung  (4.)  ist;  die  hieraus  hervorgeheiule  l)ifferential- 
gleichung  sei 

,.  .  d"'u       ^     d'"-'it  „  „ 

.(^^•)         -d^+^^^^=^  +  -  +  '^-"  =  ^- 

Dann  werde 

(6.)       P^x-ay-^"  =  Q,,(x)  -  QXfi)  +  (x-d)Q['\x)  (a  =  ......,.), 

P„=l  gesetzt.  (A„(ö)  ist  gleich  Null,  da  eine  Wurzel  der  Exponentenglei- 
chung von  (ö.)  gleich  Null  ist.  Die  Differentialgleichung  (5.)  werde  auf 
die  Form  gebracht 

^C',,  ( a)(.r--a)'"-'' -■  ^^  +  ^,,  H  («)(x-«)"-'' --^^:^ 

j=-(.r-o)'"c>r(x)-0-(x-«)'"-"()r'(.r)  ;£:,!." Q\:\x>. 

.louinal  für  M.itliemalik   15.1.  XCVI.  Heft  :i.  20 


j()4:  Thnmr,  zur  Theorie  der  linearen   Differeutiahileichungen. 

Eis  ergiebt  sich  nun,  wenn  die  Entwickelung  u  =  -Tc/j^— «)'  eingesetzt  wird, 
dureli  Gleiclistelliing  der  Coefficienten  von  (x— o)'  von  a  =  0  an, 

[      c,^,|^,,(«)(a+l)«  •••  (a+l-/«+A+l) 
(«•)         +  (>.+,(a)(tt+l)a...(a+l-m+Ä+2)  +  "-+C>.->(«)(a+l)! 

Avo  die  Grössen  A  sich  aus  Coefficienten  der  Reihenentwickelungen  auf  der 
rechten  Seite  in  (7.)  und  positiven  Zahlen  durch  Multiplication  und  Addition 
zusammensetzen. 

Der  Coefficient  von  c,_n  in  (8.),  gleich  Null  gesetzt,  ergiebt  eine 
Gleichung,  die  aus  der  Exponentengleichung  von  (5.)  gemäss  (4.)  hervor- 
geht, wenn  r  durch  a+1  ersetzt  wird,  und  die  demnach  zu  Wurzeln  a 

(9.)  r-()-\,  r-Q-l,  .  .  .  r„^,-(j-l 
hat.  Die  Wurzeln  der  Gleichung  (4.)  r^  bis  r„,_;,  seien  so  geordnet,  dass 
diejenigen,  die  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  auf  einander  folgen, 
und  in  diesen  der  reelle  Theil  der  vorhergehenden  nicht  kleiner  als  der 
der  folgenden  sei.  Wird  {>  =  i\  gesetzt,  so  verschwindet  der  Coefficient 
von    c,_f,,    in  (8.)    für    keine    ganze   Zahl  a^O,    und    es   ergeben    sich   die 

Coefficienten  c,  unter  der  Form  c,,-^,    wo  --    eindeutig   ist.      Wird    unter 

der  Annahme,  dass  (x—aY'u  =  v  convergirt,  tj  —  v  fzdx  gesetzt,  und  die  Diffe- 
rentialgleichung für  s  gebildet,  so  haben  die  Wurzeln  der  Exponenten- 
gleichung derselben  rj— r,— 1  bis  »",„_,,— r,—l  dieselbe  Anordnung  wie  die 
Wurzeln  der  Gleichung  (4.).  Wenn  dagegen  der  Exponent  q  so  beschaffen 
ist,  dass  sich  unter  den  Grössen  (9.)  ganze  Zahlen  gleich  oder  grösser  als 
Null  befinden,  und  eine  solche  a,  ist,  so  muss  für  a  ^  a^  auch  die  rechte 
Seite  in  (8.)  verschwinden,  wenn  die  formelle  Entwickelung  möglich  sein 
soll;  c,,,+,  bleibt  dann  zunächst  unbestimmt.     (Vgl.  Abh.  Bd.  74,  No.  8.) 

Der  charakteristische  Index  h  sei  gleich  Null.  Wenn  nun  der 
Coefficient  von   c,+,   in   (8.)   für  keine  ganze  Zahl  a^O  verschwindet,  so 

convergirt  die  Reihenentwickelung  Sic_,(x—ay   in    einem   Kreise  um   x  =  a 

nach  einem  von  Herrn  Ftichs  bewiesenen  Satze  (Bd.  66,  p.  148;  Bd.  68,  p.  362). 
Dieses  gilt  auch  noch  und  wird  in  derselben  Weise  bewiesen,  wenn  unter 
den  Wurzeln  (9.)  positive  ganze  Zahlen  vorkommen,  aber  die  formelle  Ent- 
wickelung besteht  (vgl.  Abh.  des  Verf.  Bd.  91,  p.  103).     Einer  Gruppe  von 
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>.  Wurzeln  der  Exponenteiigleicliung,  die  sieh  mir  um  ganze  Zahlen  unter- 
scheiden, entspricht  eine  Gruppe  von  /.  Integralen  unter  der  Form  (2.). 
Aus  derselben  ergeben  sich,  wenn  bei  den  Integrationen  das  constante  Glied 
annullirt  wird,  Entwickelungen  regulärer  Integrale  unter  der  Form  (2.) 
der  Einleitung,  die  nach  der  Bezeichnung  des  Herrn  Fuchs  l)ezUglich  zu 
jenen  Wurzeln  als  Exponenten  gehören,  d.  h.  man  kann  eine  solche  Ent- 
wickelung  mit  (x— a)  "^  multipliciren,  wo  r  eine  der  Wurzeln  ist;  dann  bleiben 
die  Functionen  (f{x)  für  x  =  a  endlich  und  verschwinden  nicht  alle  (vgl. 
Abb.  des  Verf.  Bd.  87,  p.  242).  Der  charakteristische  Index  h  sei  grösser 
als  Null.      Wenn   alsdann   auch   der   Coefficient  von  c,^i  in  (8.)   für   keine 

ganze  Zahl  a  ^0  verschwindet,  so  dass  in  der  Entwickelung  — ^  eindeutig 

Cii 

bestimmt  ist,  so  convergirt  die  Entwickelung  nicht  immer  (Abb.  Bd.  74. 
No.  8;  Bd.  75,  No.  7).     W^eiteres  hierüber  siehe  in  No.  23  und  26. 

III.  Die  Differentialgleichung  (1.)  werde  bei  .-r  =  3c  betrachtet,  die 
Coefficienten  p  sollen  ausserhalb  eines  Kreises  um  x  =  0,  abgesehen  von 
x  =  oo,  einwerthig  und  stetig  und  für  x  =  xi  in  endlicher  Ordnung  unend- 
lich sein.  Durch  die  Substitution  x  =  —  wird  die  Differentialgleichung  wie- 
der in  eine  lineare  übergeführt,    -r-^  =  (— 1)"/"+' — ^.    ^^  .    Wird  der  Diffe- 

'     dx"        ^      ■'  dl" 

rentialausdiuck  in  (1.)  durch  F„,(y,  x)  bezeichnet,  so  erhält  man 

F„.(y,n  -=  (-trF:(y,o. 

wo  der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  in  F',„  gleich  1  ist.  Die  Unter- 
suchung kommt  nun  auf  die  von  F',„(y,  t)  =  0  zurück.  Unter  dem  charak- 
teristischen Index  und  der  ExponeTitengleichung  von  F„(y,  x)  =  0  bei  ;r  =  a; 
werden  die  entsprechenden  Ausdrücke  von  Fi,(y,  t)  —  0  bei  /  -  0  verstanden. 

2. 

Intcffiirende  Faeloreii  und  Systeme  liomogeiier  linearer  Differeutialausdrüeke. 

vbhängigen  Int( 

(1.)       J.+P.-,,.:\^-^p^!J  =  0 

bei  irgend  einem  l'unkte  seien  auf  die   Form 

(2.)       y^  —  i\l dxc;...  I vjis 
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gebracht,  und  es  werde  der  lioniogeiie  lineare  Differeiitialausdriu-k  mit  dem 
C'oefficieiiten  der  liöchsten  Ableitung-  gleich  1  in  der  Diiferentialgleichung 
Qtci  Ordnung  für  ^,  bis  «/,  durch  F^^(y,  x)  bezeichnet.     Alsdann  ist 

Hieraus  folgt,  wenn 

(3.)  ViV, ...»,,  =  ,«,, 
gesetzt  wird,  indem  die  Diiferenz  zweier  homogener  linearer  Differential- 
Husdrücke,  in  denen  die  Coefficienten  der  höchsten  Ableitungen  überein- 
stimmen und  die,  gleich  Null  gesetzt,  Differentialgleichungen  mit  demselben 
Systeme  linearunabhängiger  Integrale  ergeben,  (gemäss  Form  (2.)  der  Inte- 
grale) identisch  verschwinden  muss. 

Also  ist  ,(«r'  integrirender  Factor  von  F,^{y,  x). 

Ist  y  irgend  ein  integrirender  Factor  von  F,„{y,  o-),  so  dass 

und  wird  der  Coefficient  der  (»i—l—a)''^"  Ableitung  in  f,„-Xy,x')  durch  /, 
bezeichnet,  so  ergiebt  sich 

O"^-)        m  =  y^'^+-^(lf~^0  (a=i,. ..,».,„=,,/„=..). 

Durch   Elimination    der  Grössen   ?//,  entsteht  die  Differentialgleichung 

Der  Differentialausdruck  in  (6.)  w^erde  durch  F„Xy,  x)  bezeichnet  und  der 
dem  Differentialausdruck  F^(_y,  x)  in  derselben  Weise  entsprechende  durch 
F,^(y,x).  fi~^  ist  integrirender  Factor  von  F„,(y,  x),  und  F,„  =  0  wird  er- 
setzt durch  F,„_i(y,  x)  =  c,„ii„,  wo  c„  eine  Constante.  Setzt  mau  in  (6.) 
y  —  fi^f,i'myidx,  so  ergiebt  sich  mittelst  des  Zusammenhanges  der  Coeffi- 
cienten durch  die  Gleichungen  (5.)  F,„_,(jy,,  a;)  =  0.  <C-i  ist  integrirender 
Factor  von  F,„  _,,  und  F,„  i  =  c,„/<,„  wird  ersetzt  durch 

F„, _ ■,  (_y,  x)  =  c,„ _  1 ,« ,„ . 1 4-  c,„  /' ,„ _ ,  /  ( ' ~i ,  ,< ' ,„  dx, 

w^o  c„._,  eine  Constante.     Setzt  man  yi  ~  fi~'  i/fi,„^iy,dx   in  F,„_i(jt/„  j-)  =  0, 
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SO  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise  F,„_.i(y-,.  x)  —  0.  Nach  diesem  \'ertahi-eii 
erhält  man  das  Resultat: 

Sind  die  Integrale  von  F,„{y,  x)  =  0 

C'-)        "n   "i/f'T\"'d-r,  ...  .Hi/dxUi\ti,/.../ii~liii„,dx, 

so  sind  die  von  F,„  (y,  x)  =  0 

(H.)       i(-\  .i':.'/fi„,i'Z-iffx,  ...  (':.'/ (ix fi,„u-L,^'.../irj,-\ix. 

Aus  der  Form  der  Ausdrücke  (7.).  (8.)  geht  die  Reciprocitül  in  der  Art, 
wie  die  Integrale  der  einen  I)iiffrentialgleichung  aus  denen  der  anderen 
sich  herleiten  lassen,  hervor,  entsprechend  der  Reciprocität  in  der  Art,  wie 
der  eine  der  beiden  Differentialausdrücke  F,„(y,  x)  und  F„(ij,x)  aus  dem 
anderen  entsteht  (Abh.  Bd.  76,  No.  1).  Daher  sind  die  Ausdrücke  F„,  und 
F,„  reciproke  Differentialamdrücke,  die  DiH'erentialgleichungen  F„,  =  0  und 
F„,  =  0  reciproke  Di/fere/ifia/g/eicliungen  genannt  worden  (Abh.  Bd.  8n,  No.  7,V). 
Durch  Anwendung  der  successiven  integrirenden  Factoren  oder  durch 
Anwendung  der  Reduction  mittelst  der  Substitutionen  ij  —  lu/ dxu~Uj^, 
y,  =  uJdxiiT^ij,,  etc.  ergiebt  sich,  dass  die  Integrale  (7.)  von  F„{y,  x)  =  0 

dieselben  sind,  wie  die  der  Ditferentialgleichung,  in  welcher  das  System 
homogener  linearer  Differentialausdritcke  F,„  ^  und  /) 

(y.)       F„._,(i/,  x)  =  s,  f,(s,  x) 
gleich  Null  gesetzt  ist,  wo  F,„_;=0  zu  Integralen 

(lU.)  fh  /  dx  I'Y'u  J .  .  .  /  (t-^ifl  ,dx  (a  =  l,...™-A) 

hat,  /;==<»  eine  homogene  line;ire  Differentialgleichung  A-">|  Ordnung  mit 
dem  Coeflicienten  der  höchsren  Ableitung  gleich    1   ist,  die  zu  Integralen 

(11-)       ft,„^u^Jd-vu^,l,,  ,i'.„-,+iJ---Jfh^-ui'idx        ci-  =  ."-* ) 

hat  (Abh.  Bd.  76,  No.  2).  Die  Coefficienten  in  F,,.,  seien  durch  jof 
(a  =  0.  ...  ;h-A-),  die  in  f,  durch  g,,  (a  =  0, ...  k)  bezeichnet.  Aus  der  Gleich- 
heit der  Coefficienten  der  gleich  hohen  xVbleitnngen  auf  beiden  Seiten  in 

(12.)       F„.(y,x)  =  A(F„._,(y,x),.zO 
gehen  folgende  Gleichungen  hervor.     Es  werde  die  Bezeichnung 

.,oN  ,       dz,.x         r(r-\)     d\,_,  dTs^^r  /.  ,     di,  \ 

(13.)         z-.+  '--^-   +-T72  rfx^    +-+--rf^—   =  U+^ätA 
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gebniuclit.     Dann  ergiebt  sich  aus  (12.)  das  Gleichungssystem 

(14)     j''^  =  IXi+i-/^-L^^ 

Aus  diesen  Gleichungen  gehen  successive  eindeutig  die  Coefficienten  /j'*^ 
als  ganze  rationale  Functionen  der  Grössen  p  und  g  und  deren  Differential- 
quotienten, die  Coefficienten  g  als  ganze  rationale  Functionen  der  Grössen 
p,  ;>('■'  und  Ableitungen  von/*'  hervor  (Abh.  Ikl.  76,  No.  2 ;  Bd.  78,  No.  2; 
Bd.  83,  No.  2). 

II.  Die  Coefficienten  p,  p^*'  und  g  seien  in  der  Nähe  von  x  =  a, 
abgesehen  von  diesem  Punkte,  einwerthig  und  stetig  und  für  x  -  a  in  end- 
licher Ordnung  unendlich. 

Man  hat  nun  folgende  Sätze  (Abh.  Bd.  76,  No.  3): 

a)  Ist  der  charakteristische  Index  von  jö^*'  (a  =  0, ...  w— A-)  gleich  fi 
und  der  von  g,  (a  =  0.  ...  k)  gleich  h",  so  ist  der  von  />,,  (a  =  0, ...  ni)  gleich 
h'+k".  Dieses  ergiebt  sich  aus  (14.),  indem  die  Summanden  des  Productes 
(Pu'-\ f ;',^,f-<)(S'"^ \~9i-\)  betrachtet  werden.  Das  Product  des  Anfangs- 
gliedes in  pi':^  und  dessen  in  g,,..  ist  dasjenige  in  />/,.+,,.,  daher  ist  auch  die 
Summe  der  grössten  der  zu  den  Coefficienten  pf'  gehörenden  Zahlen  (No.  1 
(3.))  und  der  grössten  der  zu  den  Coefficienten  gr,  gehörenden  Zahlen  die 
grösste  der  zu  den  Coefficienten  p^  gehörenden  Zahlen. 

b)  Es  sei  die  Exponentengleichung  von  F,„_k  =  0  und  die  von  /"*  =  0 
aufgestellt.  Dann  ergiebt  sich :  Die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von 
F„_j.  =  0  und  diejenigen  von  fk  =  0,  letztere  nachdem  die  grösste  der  zu 
;)f'  gehörenden  Zahlen  hin/.uaddirt  ist,  bilden  zusammen  die  Wurzeln  der 
Exponentengleichung  von  F,„  =  0. 

c)  Der  charakteristische  Index  in  F,„(y,  .r)=  ü  bei  x  =  o  ist  derselbe 
wie  in  F„,(y,  x)  =  ü. 

il)  Die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  vonF,„  =  0  seien  r,  bis  r,„_,,. 
Dann  sind  die  Wurzeln  der  Exponentengleichuug  von  F,„(y,  x)  =  0  die  Grössen 
— r,— 1-f  <7  bis  — r„_,,— 1-f-^,  wo  g  die  grösste  der  zu  den  Coefficienten  p,  ge- 
hörenden Zahlen  ist. 

Die  Gleichheit  der  in  Satz  b)  und  Satz  d)  auf  beiden  Seiten  der 
Gleichung  auftretenden  Polynome  kann  man  auch  dadurch  erkennen  (vgl. 
Abh.  Bd.  91,  No.  9,  III),  dass  die  in  den  Coefficienten  vorkommenden  Con- 
stanten aus  den  />'*'  und  g,   und   diejenigen  aus   den  p,    welche   in   Satz  b) 
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nafh  (14.)  durch  die  aus  />'*'  und  g  dargestellt  sind,  als  mittelst  der  sym- 
metrischen Verbindungen  der  Wurzeln  der  bezüglichen  Exponentenglei- 
chnngen  ausgedrückt  angesehen  werden,  und  nun  die  Gleichheit  der  Poly- 
nome für  den  Fall,  dass  die  Wurzeln  nicht  ganzzahlig  sind  und  sich  nicht 
um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  nachgewiesen  wird,  worauf  sich  dieselbe 
wegen  der  Stetigkeit  allgemein  ergiebt.  Jener  Nachweis  erfolgt  sofort, 
wenn  man  die  Itiiferentialgleichungen  so  bildet,  dass  sie  eine  Anzahl  Inte- 
grale der  Form  (x— a)'',Zc,,(a;— «)'  enthalten,  in  denen  die  Exponenten  nicht 
ganzzahlig  sind  und  sich  nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  und  bei 
Satz  d)  die  Relationen  (7.),  (8.)  berücksichtigt. 

III.  Der  reciproke  Ausdruck  von  F^^n  ist  durch  F„_,,,  der  von  ft 
in  (9.)  sei  durch  /"»  bezeichnet.  Es  folgt  nun  aus  dem  bei  (9.)  Gesagten 
gemäss  den  Relationen  (7.),  (8.): 

So  wie  die  Integrale  von  F,„  =  0  mit  denen  von 
(15.)       F,„.,(</,  x)  =  «,     f,(s,x')=0 
übereinstimmen,  so  stimmen  die  von  F„  =  0  mit  denen  von 
(16.)       n(i,x)^s,     F„,_,(s,x')  =  0 

üherein  (Abb.  Bd.  76,  No.  2).  Zur  Anwendung  dieser  Formeln  kann  man 
die  Integrale  bei  einem  nichtsinguläreu  Punkte  unter  der  Form  (10.),  (11.) 
dargestellt  ansehen.  Wenn  nun  über  die  Coefficienten  in  F,„  und  F„_t.  bei 
x  =  a  die  Voraussetzung  aus  II  gemacht  wird,  so  folgt  aus  (lt.),  den 
Relationen  (15.),  (16.)  und  den  Sätzen  IIa)  und  c):  Enthält  F,„  =  0  mit  dem 
charakteristischen  Index  k  =  li'+h"  bei  x  =  a  die  Integrale  einer  Differential- 
gleichung (m— Ä-y«'"  Ordnung  F„,_t  =  0  mit  dem  charakteristischen  Index  //, 
so  enthält  F„.  =  0  die  Integrale  einer  Ditferentialgleichung  A'«^'"  Ordnung 
ft  =  0  mit  dem  charakteristischen  Index  h"  (Abb.  Bd.  76,  No.  3).  Ist  h  =  Ä 
und  enthält  F„  =  0  die  Integrale  von  F,„_,,  —  0  mit  dem  charakteristischen 
Index  Null,  so  enthält  also  F„  —  0  die  von  ^^  =  0  mit  dem  charakteristi- 
schen Index  li  und  umgekehrt  (I.e.  No.  4);  der  besondere  Fall,  wo  h  =  1 
ist,  war  in  Abb.  Bd.  75  behandelt  und  bildete  den  Ausgangspunkt  für  die 
Untersuchungen  in  dieser  Nummer. 

IV.  F,„(y,  0")  sei  durch  das  System  F„,_i,(ij,x)  =  s,  f,(s,  x^  gegeben 
und  die  Coefficienten  p,  /*',*'  und  g  sollen  ausserhalb  eines  Kreises  um  x  =  0, 
abgesehen    von   x  =  oc,   einwerthig  und  stetig  und   für  x  —  -x  in   endlicher 
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<  )r(lmiiig'  uiieiullich  sein.     Wird  die  Substitution  -^^  —  -j-  vorgenommen,  wird 

alsdann  F„,(y,  x)  =  {—i'y"K,(y^  0  gesetzt,  entsprecliend  bei  F„,_^  und  f^,  ferner 
r'""-*Yl.(<-^"'  "s,0  =  /"I'(«jO-  so  folgt  für  F',„(y,t)  das  System  F',„_,(ti ,  t)  =  s , 
f'^  (s',  <).  Der  charakteristische  Index  in  fl'  ~  0  l)ei  /  =  0  ist  derselbe  wie 
in  f[.—  ().    Für  den  zu  F,„(y,x)  reciproken  Ausdruck  F,„{y,x)  sei 

Kiy,  n  =-  i-ty'FLiy,  t). 

Der  reciproke  Ausdruck  von  F'„,(y,l)  ist  alsdann  /-<"'~'^F,'„(/"''"'~'*y, /)  (Abh. 
Bd.  83,  p.  137). 


Detcrminireude  Factoren,  Systeme  normaler  Elemciilaiiiitegiale,  Sy.'-teme  normaler  ICleineiitar- 
dilferentialaustl  rücke. 

I.  G,(y,  x)  sei  ein  homogener  linearer  Diiferentialausdruck  /'i^r  Ord- 
nung mit  Coefficieuten,  die  bei  x  —  a,  abgesehen  von  diesem  Punkte,  ein- 
werthig  und  stetig  und  für  x  ~  a  in  endlicher  Ordnung  unendlich  seien, 
der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  gleich  1.  G^,(//,  ;f)  sei  unter  der 
Form  e"Gi(e'"'y,  x)  darstellbar,  wo  w  gleich  Null  oder  von  der  Form 
^c_^(x—a)~'\Gi  ein  homogener  linearer  Differentialausdnick.  dessen  charakte- 
ristischer Index  bei  x  =  a  gleich  Null  ist,  so  ist  dieses  nur  auf  eine  Weise 
möglich,  wie  sich  aus  der  Betrachtung  des  Coefficieuten  von  ,;-  ergiebt. 
Die  Differentialgleichung"  G,  =  0  hat  nach  No.  1  II  ein  System  Integrale 
von  der  Form 

(1.)       i'i^dxi'i^j',/...  ^r~lii\,dx  (a  =  i,...o, 

wo  I',,  von  der  Form  (j?— ö)'^c,(a--«)'  ist;  demnach  hat  G,  =  0  ein  System 
Integrale  von  der  Form 

(2.)        e"j',/^f/.r  (e"r,)~'  e"  v,  j  ■ .  ./(e'" »',,_, )"'e"'j',,</x  (,i  =  i,...o. 

Daher  ist  G,(iy,  x)  durch  das  System  darstellbar  (No.  2  (9.)) 

/Q  N  dy         ^  dy  dyi^s 

dloffe"'!/.,  ,     , 

"'0    <7,  = 2- — ,  und  demnach 

rA  \  dy  i   de-"y  rflogv.,      _„,    i 


I 
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Eine  Function  der  Form 

(ö.)     e"'{_x  —  ayj^  c,  (x  —  aY, 
II 

wo  w  gleicli  Xull  oder  von  der  Form^c,,(ar— a)~'\  ist  ein  normales  Elementar- 
integral genannt  wordvn.  e  der  determinirende  Factor,  r,  wenn  Mod  c,i^O 
ist,  der  Exponent  in  dem  normalen  P'lementarintegral.  Ist  e"  =  1,  so  bat 
man  ein  reguläres  Elementarintegral.     Ein  Ausdruck  der  Form 


(6.)       tiifdxiii  ',".'/ .••/"<_'i,",'/j^. 


worin  die  //,  mii'male  Elemcntarintegrale  sind,  ist  ein  System  normaler  Ele- 
mentarinfegrale  /',,  ,».,  ...  c,  («^1)  genannt  worden  (Abb.  Bd.  95.  No.  5). 
Entsprecbend  werde  der  Ausdruck 

wo  -/ — pii  bei   x  =  a   den   cbarakteristiscben   Index   Null   bat.   w  wie   in 
dx     ^ 

(ö.)  bescbaffen  ist.  ein  normaler  Elemenfardifferentialansdrnck  genannt,  e"  der 
determinirende  Factor  in  demselben,  .'  —py  ein  regulärer  Elementardifte- 
reiitialausdruck.     Ein  Ausdruck  der  Form 

(8.)       .7(o(i/.-  -r)  =  Ih .     ff(-')(iy. '  -f)  =  i/-M  ■  ■  •  .9(.)(i/.-.  ^)' 
wo  5r(,,)  ein  normaler  Elementarditterentialausdruck,  beisse  ein  System  normaler 
Elemenlardiff'erentialansdriiclie.    die  Ausdrücke  (/,  bis  _<7,  (*^1)  sind  die  Be- 
standtbeile  des  Systemes. 

IL     Es  sei  der  Differentialansdruck  F„,(y,  x)  durch  das  System 
(9.)       P,Oj,x)  =.  ..,     Q„(s,x) 

dargestellt,  wo  P^  gleicb  einem  Systeme  normaler  Elementardifferontialaus- 
drücke,  Q,  ein  bomogener  li)iearer  Ditterentialausdruck  mit  dem  ( "oefticionten 
der  bücbsten  Ableitung  gleicb  1,  dessen  Coefficieuten  für  x  =  a  nur  in  end- 
licber  Ordnung  unendlicb  werden,  und  so  bescbaffen.  dass  (>;  =  0  nicht 
mehr  ein  normales  Elementarintegral  enthält,  oder  die  Ordnung  von  Q,  gleicb 
Null  ist.  Wenn  S  irgend  ein  System  nornialei-  Elenientardifferentiabuisdrücke 
ist,  so  dass  die  Integrale  von  S  =  0  in  F,„  =  0  enthalten  sind,  so  sind 
dieselben  auch  in  F^  =  0  enthalten,  wie  sich  auf  folgende  Weise  ergiebt. 

Zwei  normale  Elementarditterentialansdrücke  (f  und  /  beissen  ähnlich, 
wenn  die  determinirenden  Factoren  e"'  übereinstimmen,  und  die  Wurzel  der 

JtMinial   fiir  Matlimialik    lld.  XCVl.   lieft  X  2G 
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Expoiiciiteiig-leicliung  von  <?"'(/ (e">/,  o-)  =  0  ^ich  von  der  von  e^"x(^"'y,  x^^O 
höclistens  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet.  Zwei  Systeme  von  normalen 
Kk'nientardiifeientialausdrücken  heissen  ühnlich,  wenn  sie  gleich  viele  Be- 
standtheile  enthalten,  und  die  Bestandtheile  von  derselben  Stelle  in  beiden 
ähnlich  sind.  Sind  die  Integrale  von  y  =  0  und  ■/.  —  ^  linearunabhängig  und 
werden  dieselben  in  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  vereinigt, 
so   erhält  letztere  die   Formen 

\yXy,'^)  ^y\'  <riO/'i.-^)  =  <-', 

wo  /,  ein  normaler  Elemeiitardifferentialaus(hiu*k.  der  /  ähnlich  ist,  <f\  ein 
solcher,  der  q  ähnlich  ist.  Da  nun  in  F,„  =  0  das  Integral  von  /  =  0 
enthalten  ist,  wo  -/  '1er  normale  Elemeutardifferentialausdruck,  der  in  S  an 
der  Spitze  steht,  so  folgt  durch  successive  Anwendung  von  (10.)  in  Bezug 
auf  /  und  die  Bcstandtheile  von  P.^,  dass  auch  eine  Darstellung  durch  ein 
System  normaler  Elementarditferentialausdrücke  besitzt,  in  welcher  x  fi" 
der  Spitze  steht,  und  hierauf  folgt  ein  System,  welches  dem  System  von 
Py  in  (9.)  ähnlich  ist,  nachdem  ein  gewisser  x  ühnlicher  Bestandtheil  her- 
ausgenommen ist.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich,  dass  der  auf  /"folgende 
Ausdruck  in  P^  eine  Darstellung  hat,  in  welcher  der  zweite  Bestand- 
theil von  «S  an  der  Spitze  steht,  und  indem  man  in  derselben  Weise  fort- 
fährt, erhält  man  den  Satz,  dass  die  Integrale  von  S  =  ü  auch  P^  =  0  erfüllen; 
vgl.  hierüber  No.  S  (Abh.  Bd.  76,  No.  5,  wo  die  Systeme  normaler  Elementar- 
integrale  angewandt  sind,  Abh.  Bd.  91,  No.  7,  III  a)). 

111.  F,„(y,x)  sei  ein  homogener  linearer  Differentialausdruck  »«'er 
Urdnung  mit  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1,  dessen 
Coefficienten  bei  x  —  a,  abgesehen  von  diesem  Punkte,  einwerthig  und  stetig 
und  für  .r  =  a  in  endlicher  Ordnung  unendlich  seien.  Weini  w  ein  Ausdruck 
gleich  Null  oder  von  der  Form  ^c_,,(ar— o)"'  ist,  so  dass  in  e'"'F,„(e"'y,  x)  =  0 
der  charakteristische  Index  bei  x  =  a  kleiner  als  m,  so  heisse  e"'  ein  fun- 
damentaler (lelerminirender  Factor  von  F„,(y,  x)  bei  x  =  a  uiul  die  Exponenten- 
gleichung von  e'"''F,„(e"'y,  x)  =  0  bei  x  —  a  die  diesem  fundamentalen  deter- 
minirenden  Factor  ziujehörige  Exponentengleichung.  In  F„,(^y ,  x)  sollen 
ausseihalb  eines  Kreises  um  o-  =  0,  abgesehen  von  x  =  a:,  die  Coefticienten 
einwerthig  und  stetig  und  für  x  =  -x;  in  endlicher  Ordnung  unendlich  sein. 
^^'elin  u-  gleich  Null  o(Um-  \(tii  dei'  h'oini  ^'c,.?-''  ist,  so  dass  in  e"'" F ,„(e"' y , x^  -  0 
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l)ei  x=  ^  der  (•lllV^aktl'.l•isti:^(•llc  IiuU'x  kloincr  al.s  iii  isr,  so  wi'iile  e"  ein 
fiindamenlaler  delerminir ender  Factor  von  F,„{ij,x)  bei  .r  —  >-  iiiul  dif  Kx- 
l)Oiienteng'leicliuiig  in  e^"'F,„(e"'y,  .r)  =  0  bei  x  ~  ^  die  deinselben  znyehöriye 
ExpoiienlengleichuiKj  geiiaiiiit.  e~"' F„,(e"'y,  x)  geht  über,  wenn  x  —  t  \  F„,(^y,  x) 
=  (~t'y"F',„(y,  /)•  "'G''^)  =  "/(/)  gesetzt  wird,  in  (—t'^)"'e~""F',„(e""y,  /),  so 
dass  also  der  charakteristische  Index  in  e~"'' F'^(e'"'y,  (')  —  0  bei /  =  0  kleiner 
als  m  werden  muss  (No.  1.  III).  demnach  die  Aufsuchung  der  fundamentalen 
determinirenden  Factoren  bei  x—  x.  wie  bei  x^a  vorzunehmen  ist.  Wenn 
bei  X  ■=  a  der  charakteristische  Index  gleich  Null  ist,    so  ist  ein  Ausdruck 

w  gleich   ^c^.,(a;— o)~'    niit    der    angegebenen    Eigenschaft    iiii-ht    möglich, 

1 

wie  aus  dem  Systeme  (3.)  und  Satz  No.  2,  II  o)  hervorgeht.  Die  bei  einem 
singulüren  Punkte  von  F„,(«/,  x)  —  ^  mit  rationalen  Coefficienten  zu  den  fun- 
damentalen determinirenden  Factoren  gehörenden  Exponentengleichungeu 
werden  fiindamenfale  Exponenlengleichmigen  genannt. 

F,„  (tj,  j")  sei  durch  das  System 

(11-)  K-.{y,-^r)  =  s,  n(s,x) 
dargestellt,  wo  F,„_,,  und  f,,  homogene  lineare  Diiferentialausdrücke  mit  dem 
Coefticienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  sind,  deren  Coefficienten  bei 
X  =  «,  bezüglich  .r  =  x;  abgesehen  von  diesem  Punkte  einwerthig  und  stetig 
und  in  diesem  Punkte  nur  in  endlicher  Ordnung  unendlich  sind.  Dann 
geht  aus  e'"  F„{e"y,x)  das  System 

(12.)  e-"'F„._i,(e"y,x)  =  s,  e-"f^(e"s',x) 
hervor.  Hieraus  folgt:  Ist  e"'  fundamentaler  deterrainirender  Factor  von 
F,,, (/y,  a-) ,  so  auch  von  wenigstens  einem  der  Ausdrücke  /'"„,_,.  uiul  f,,  und 
umgekehrt  (No.  2,  II  «),  IV).  Die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von 
e  "'F,„._i,(e"'y,  x)  =  Q  und  die  von  e^"/,.(e".9,  .t)  =  0,  letztere  nachdem  eine 
ganze  Zahl  hinzuaddirt  ist,  bilden  zusammen  die  Wurzeln  der  Exjxmenten- 
gleichung  von  e'"'F,„(e"'y,x')  =  0  (No.  2,  Hb).  l\). 

Der  reciproke  Difterentialausdruck  von  F„(y,  x)  sei  F„(y,  x)  (No.  2, 1), 
so  ist  der  zu  e""'F,„(e"y,  o-)  reciproke  Ditterentialausdruck  e"'F,„(e~"'y,  x). 
wie  aus  der  reciproken  Ik'ziehung  der  Integrale  von  F,„  —  0  und  F,„  =  0 
(No.  2,  (7.),  (8.))  hervorgeht,  indem  diesellx-n  bei  einem  iiiclitsiiiiiiiläreu  l'iinUie 
genommen  werden.  Daher  siiul  die  fundamentalen  determiiiiremlen  Factoren 
von    F,„    die    reciproken    Ausdrüi^ke    derer   von  F„,   (No.  2.   II  r),  IV).      Die 

2()* 
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Wurzeln  der  zugehörigen  Exponentengleieliung-en  von  F„,  sind  die  mit  ent- 
gegengesetzten Vorzeiclien  genommenen  Wurzeln  der  zugehörigen  Exponenten- 
gleiehung-en  von  F,„,  zu  denen  eine  ganze  Zahl  addirt  ist.    (No.  2,  11  d),  IV.) 

4. 

Krmitteliuig  der  fuiidairu'iitalen  determiiiireuden   Factoren. 

I.  Bei  dem  Differentialausdrucke  F„,{y,x)  in  No.  3,  III  sollen  die 
Ausdrücke  ^o  von  der  Form  2c_^(x—a)~'''  aufgestellt  werden,  für  welche  der 
charakteristische  Index  in  e~'"F„(e"'y,  x)  bei  x  =  a  kleiner  als  die  Ordnung 
m  wird.  (Abh.  Bd.  76,  No.  6;  Bd.  88,  No.  6;  Bd.  91,  No.  7,  111  b)  und  c).) 
Hierzu    muss   in  F,„(y,x)  bei  x  =  a  der  charakteristische  Index  ä>0  sein 

<lw 
dx''  ^   '         " ' '    dx 


(1-) 


V^-    dx'     ^'^^'  dx'-^   +       1.2       ^-^  dx"-'   +■  ■  hA,l, 


In    dem    entwickelten  Ausdruck   von  e~"'F„,(e"'y-,  x)   kommt   daher  w   nur  in 

-7—  =  z  und   in  Ableitungen   von  z  vor.     Aus   dem  Coefficienten   von  y  in 

e~"'F,„(e'"y,  x)  geht  als  nothwendige  Bedingung  dafür,  dass  der  charakte- 
ristisc^he  Index  in  e~'"F,„(e'°y,  x)  kleiner  als  m  werden  soll,  die  hervor,  dass, 
wenn  man  in  den  Ausdruck 

(2.)       s"+/;,s"-' +  •••  +  ;;;, 

2=--r7,  iv  =  2^c_^-,(x—ay  einsetzt,   die   höchste    Potenz  von   (.r— a)"\    die 

in  den  Entwickelungen  der  A+1  Summanden  z'',  piS*~'  bis  p,,  vorkommt, 
und  die  w— 1  niedrigeren  Potenzen  aus  dem  Gesammtausdruckc  (2.)  ausfallen 
müssen. 

A)  Diese  Bedingung  bestimmt  zunächst  die  möglichen  Werthe  des 
Gliedes  mit  dem  höchsten  Exponenten  von  (x  — a)"'  in  z,  der  Grösse 
-  «c_„(ic— a)"'"+'\  77,  (a  =  0,  ...ff?)  seien  die  in  No.  1, 1  definirten  positiven 
ganzen  Zahlen.  Die  Exponenten  der  höchsten  Potenzen  von  (x— a)  \  die 
in  den  Summanden  von  (2.)  vorkommen,  sind  in  der  Reihe  enthalten 

(3.)       /<«+!),     .7,+(Ä-l)(«  +  l),     .-T,4-(Ä-2)(«  +  l),  ...  77,,, 
wenn  ;7,,  >  ü    ist;   und   wenn  .^.,  =  ü  ist,    so   ist    der   höchste  Exponent  von 
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(.r— a)~'  in  dem  l)otrcft'eiuleii  Siimniaiidcii  vüu  (2.)  und  ebenso  die  zu  a 
gehörige  Zahl  in  der  Reihe  (3.)  kleiner  als  li^n  +  l).  Die  grösste  Zahl 
in  der  Reihe  (3.)  muss  nun  Avenigstens  z\veinial  vorkommen.  Die  Zahlen 
dieser  Reihe  seien  auf  die  Form 

I  A(«  +  l),     h(n+l)+7T,-(n  +  l), 

^"^•^        p(«4-l)+2(f -(«.  +  !)),. ..ä(«+1)+A(-;^-(«  +  1)) 
gebracht.     Die  grösste  der  positiven  Zahlen 

von  denen  die  letzte  jedenfalls  >  0  ist,  sei  y  und  trete  zuletzt  in  —  auf 
Ist  c  <C  h,  so  sei  die  grösste  positive  der  Zahlen 

{.'0.)        ?ic+i      ^c,  .^  '   •    •       A_c     ' 

von  denen  die  letzte  jedenfalls  >0  ist  (weil  li  der  eharakteristische  Index 

71   (1) — 7t,. 

ist),  g^^^  und  trete  zuletzt  in  HökI —  ^^^^-  ^^^  c^^^  <i  l> ,  so  sei  die  grösste 
positive  der  Zahlen 

,(l)  +  2"~'',(I)  ^/-  — 1,(1) 


(7.)  77,(1)^,-/7,(1), 


h-C^^^ 


(/'■'  uiul  trete  zuletzt  in      '^^^_  J^      auf      In    dieser   Weise  ist   fortzufahren, 

bis  in  einer  solchen  Reihe  die  grösste  positive  Zahl  in  der  letzten  Zahl 
auftritt.  Dann  erfüllen  die  positiven  Zahlen  g,  g'^\  g^'^,  etc.  die  Bedingung 
y '>  g^^^  >  g^'^  ■■■>  0.  Diejenigen  unter  diesen  Zahlen,  die  ^2  und  zu- 
gleich ganzzahlig  sind,  geben  die  Wertlie  des  Exponenten  w  +  1.  die  der 
Bedingung  entsprechen,  dass,  wenn  in  (2.) 

(8.)       a(j;-a)-<""^ 
eingesetzt   wird,    n   sich    so    bestimmen    lässt,    dass  die  höchste   Potenz  von 
(.T-a)  \  die  in  den  l'>ntvvickelungen  der  Summanden  von  (2.)  z'',  /as''~'  bis />,, 
\orkommt,  aus  dem  Gesamratausdrucke  (2.)  ausfällt  (Abb.  Bd.  7ö.  Xo.  Ö). 
Die  Cocfficienten  a  siiul  die  Wurzeln  folgender  Gleichungen: 
Ist  g  einer   der  gefundenen   Exponenten  h  +  I,    «<>  i^^t  n  jede   Wurzel 
der  Gleichung 
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II  wek'licr  das  absolute  Glied  von  Null  verscliieden  ist.  Und  ist  g'-'^  ein 
\Vertli  des  Exponenten  n  +  1,  so  ist  n  jede   Wurzel  der  (.ileieliuiig- 

(10.)  ''■^'-"  '■^^" 

in  der  das  absolute  Glied  von  Null  verseliieden  ist.  Diese  Gleicliung-en 
sind  Coefficieiitengleicimngen  genainit  worden.  Mit  jedem  der  gefundenen 
Werthe  des  Exponenten  h+1  und  den  sämnitlichen  Wurzeln  der  zugehörigen 
Coefficientenglcicliung  seien  die  Ausdrücke  a(a;-c()  '^"+"  (8.)  gebildet.  Die- 
selben sind  die  Hanptpotenz-en  von  F„,(?/,  x)  bei  x  —  a  genannt  worden  (Abli. 
Bd.  83,  No.  6).  Ihre  Anzahl  ist  gleich  oder  kleiner  als  h.  Einer  einfachen 
Wurzel  entspricht  eine  einfache,  einer  mehrfachen  Wurzel  eine  mehrfache 
Hauptpotenz. 

B)  Aus  einer  Hauptpotenz  geht  das  Anfangsglied  in  w  hervor 
c_„(x—ay~''.    Die  übrigen  Glieder  in  w  werden  in  folgender  Weise  bestimmt. 

Es  werde  eine  einfache  Hauptpotenz  o(a:;  — a)  '^"+''  von  F„,(t/,  x) 
angenommen.  Die  bei  (2.)  angegebene  Bedingung  liefert  alsdann  weitere 
n—1  Gleichungen,  aus  denen  succ^essive  einwerthig  die  übrigen  «-1  Glie- 
der   in   z   bestimmt    werden.      Denn    wenn    der   Ausdruck  (2.)    durch  /'(a) 

bezeichnet  wird,  so  verschwindet  in    — h—  der    Coefficient    der    höchsten 

cz 

Potenz  von  (x—a)~\  die  in  den  Summanden  hz''~\  p,(h—l)z'"'  bis  p,,  ,  vor- 
kommt, nicht.  Und  mit  diesem  Coefficienten  ist  in  jeder  folgenden  Glei- 
chung der  Coefficient  eines  folgenden  Gliedes  aus  z  multiplicirt.  Der 
charakteristische  Index  in  e'"'F,„(e"'y,  x)  wird  gleich  /«— 1,  also  die  zuge- 
hörige ExponcntengJeichung  vom  ersten  Grade  (Abh.   Bd.  76,  No.  (i). 

Es  Averde  eine  (j- fache  Hauptpotenz  genommoi.  w  sei  gleich 
c_Jx—a)~" -^ui^''^  gesetzt.     Wird 

(11.)        e-'-"'-'"'"F,Xe-"''""'"'y,x)  -   FW(/y,  ;r) 
gesetzt,  so  ist  nun  jp'^''  =  ^  c_,,(a;— a)  '\  wo  n  gegeben  ist  und  Coefficienten 

c_a  gleich  Null  sein  dürfen,  so  zu  bestimmen,  dass  in  e"'"''VL'Hß"^^'V^  ^) 
der  charakteristische  Index  kleiner  als  m.  wird.  Der  charakteristische  Index 
in  FJi^  sei  m—r,  so  ist  t;^:^*  (Abb.  Bd.  91,  No.  7,  III  b)).  Die  Haupipotenzen 
von  Fi;^,  in  denen  der  Exponent  von  (x— o)"^  kleiner  als  »+ 1  ist.  kommen 
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liüchsteiis  in  der  Anzahl  (j  —  t  vor  (1.  c).  Ueun  wenn  durch  p['>  die 
( 'oefficienten  von  F;„'*  bezeichnet  sind,  so  sind  die  Haii]iri)(itenzen  von  F^'^, 
in  denen  der  f^xponent  kleiner  als  «-fl  ist.  unter  den  Hauptpotenzen  ent- 
halten, die  der  Ausdruck 

„(1)  ,  rn 

(12.)       30)^-+.P^:L=i±i.30)?— +..._^ 


pL'i, 


ergiebt.  in  welchem  der  charakteristische  Index  des  Coefficientensystemes  1. 

""(.r'    Vis     ('")  '    gleich    Q  —  T  ist.    und    dieser  Ausdruck    liefert    überhaupt 

höchstens  (j—t  Hauptpotenzen.  Ein  Ausdruck  <r''^,  in  dem  alle  Coefficienten 
c  ,  (a  =  n— 1.  ...  1)  gleich  Kuli  sind,  besteht,  wenn  t>ü  ist.  Es  sind  nun 
diejenigen  Ausdrücke  w'^\  in  denen  nicht  alle  Coefficienten  Null  sind,  auf- 
zustellen. Hierzu  ist  eine  Hauptpotenz  von  FIP  mit  dem  Exponenten 
J'+Kw+I  zu  nehmen.  Isti'-fl<;»,  so  wird  c_,,  (a  =  «- 1.  ...  j^+l)  o-jeich 
Null.  Vermittelst  der  angenommenen  Hauptpotenz  —rc  .(a-— a)^''^''  wird 
das  Glied  c^,(x—ay''  in  ?c>^"  gebildet.  Um  die  übrigen  Coefficienten  in 
//:>'''  zu  bestimmen,  tritt  nun  wieder  das  vorige  Verfahren  ein.  Ist  ilie  anu-e- 
nommene  Hau])tpotenz  — j/c_^(a.— a)""'+'^  einfach,  so  ergeben  sich  die  übrigen 

Coefficienten  in  — , —  eindeuticj  durch  die  bei  (2.)  angeo'ebene  Bedino-uno- 

Die  Exponentengleichung  von  e""'*' F^'^e'^'^y,  x)  wird  vom  ersten  Grade. 
Ist  die  angenommene  Hauptpotenz  mehrfach,  so  wird  w^'^  =  c_,.(x-a)~'-r?c<^-', 

(13.)        ^ -'-""" F\P(e-^''-"~"y,x)  =  F;^>(y,  x) 

gesetzt,    und   es  sind   die  Coefficienten   in  »r'''  zu  bestimmen. 

l>ie  Anzahl  T  (^0)  der  Wurzeln  der  Exponentciigleichuiig  von  F^^ 
und  die  Anzahl  der  Hauptpotenzen  von  F!,J',  in  denen  der  Exponent  von 
(x— «)  '  kleiner  als  «+1  ist,  sind  zusammen  gleich  oder  klehier  als  (>. 
Indem  man  nun  das  angegebene  Verfahren  fortsetzt,  ergiebt  sich  bei  einer 
(^-fachen   Ihiiiptpotenz  von  F„,{ij,x)\ 

Wenn  man  die  von  einander  verschiedenen  fuiulamenialen  dercrmini- 

renden  Factoren  e"   bildet,   bei  denen   das  Glied  von      ,       mit    dem    höch- 

dx 

sten    Ex]ionenten    von    (o-— a)"'    dieser    Hauptpotenz    gleich    ist.    so    ist    die 

( jesammtanzahl  der  Wurzeln  der  zu  e'"'F„(e" y,  x)  gehiireiulen  Exjtonenten- 

gleichun''en  gleich  oder  kleiner  als  '». 
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C)     Ist  F,„(>j,  x)  durch  das  System 

(14.)  F„, ..,(//,  x)  =  s,  f,(s,  x) 
dargestellt,  wo  F„,_j.  und  fi.  homogene  lineare  Differentialausdriieke  mit  dem 
Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  sind,  deren  Coet'ticienteu  für 
x  =  a  nur  in  endlicher  Ordnung  unendlich  werden,  so  folgt  aus  den  Glei- 
chungen zwischen  den  Coefficienten  No.  2  (14.)  und  Satz  No.  2,  IIa):  Die 
Ilauptpotenzen  von  F^_^  und  die  von  /l  bei  x=  a  sind  zusammen  die  von 
F,.,  (Abh.  ßd.  83.  Xo.  6,  III). 

Wird  nun  vorausgesetzt,  dass  der  Ausdruck  (>>(«,  x)  in  No.  3  II  keine 
Hauptpotenz  enthalte,  so  folgt  aus  dem  vorhergehenden  Satze,  dass,  wenn 
man  das  in  Ä)  und  E)  angegebene  allgemeine  Verfahren  zur  Herleitung  der 
fundamentalen  determiuirenden  Factoren  von  F,„(ti,  x)  anwendet,  dieses  Ver- 
fahren gerade  successive  die  einzelnen  Summanden  der  Grössen  w  liefert, 
die  in  den  determinirenden  Factoren  der  Bestandtheile  von  PXy>  ^)  i" 
(No.  3,  II)  vorkommen.  Es  ergiebt  sich  dabei  zugleich,  indem  die  gleich 
vielfachen  Wurzeln  einer  Coefficientenglcichung  aus  einer  Gleichung  her- 
vorgehen ,  die  diese  Wurzeln  einfach  enthält,  dass  gewöhnlich  zur  Bestim- 
mung der  Summanden  in  den  Grössen  w;  Gleichungen  ersten  oder  zweiten 
Grades,  überhaupt  niedriger  Grade  auftreten,  namentlich  dann,  wenn  die 
Ilauptpotenzen  von  F,„  ermittelt  sind  (Abh.  Bd.  91,  No.  7.  III  c)). 

IL  Ist  in  F^(y,x)  bei  x  =  a  der  charakteristische  Index  A>>0,  so 
ist  die  Gesammtauzahl  der  Wurzeln  der  Exponentengleichungen,  die  zu  den 
von  1  verschiedenen  fundamentalen  determinirenden  Factoi'en  gehören,  nach 
I  A)  und  B)  gleich  oder  kleiner  als  h;  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  zu 
dem  fundamentalen  determinirenden  Factor  1  gehörenden  Exponeutenglei- 
chung  ist  tu— lt.  Ist  der  charakteristische  Index  h  =  0,  so  ist  nur  der  fun- 
damentale determinirendc  Factor  1  vorhanden  und  die  Anzahl  der  Wurzeln 
der  Exponentengleichung  m.  Also  ist  in  allen  Fällen  die  Gesammtanzahl 
der  Wurzeln  der  zu  den  fundamentalen  determinirenden  Factoren  bei  x  =  a 
gehörenden  Exponentengleichungen  gleich  oder  kleiner  als  die  Ordnungs- 
zahl 7»  (Abh.  Bd.  91,  No.  7,  III /;)). 

Zweite  Alttlltililllii. 
Es  werden   homogene    lineare   Differentialausdriieke    mit    rationalen 
Coefficienten  betrachtet,    in  denselben    ist  der  Coefficient   der  höchsten  Ab- 
leitung immer  gleich   1  angenommen. 
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Regulfire  uml  normale  DifTerentialausdrücke. 

Eine  honidg-eiK'  lineare  Differentialgleichung-  mit  rationalen  Coeffi- 
cientcn.  die  nur  reguläre  Integrale  entliält,  hat  bei  jedem  singnlären  Punkte 
im  Endlichen  oder  Unendlichen  den  charakteristischen  Index  gleich  Null 
und  umgekehrt.  Der  Differentialausdruck  derselben  hat  daher,  wenn  «,  bis 
a,  die  singulären  I'unkte  im  Endlichen  sind,  und  {x—a^)(x—a?)...{x~a^  =  (p(x) 
gesetzt  wird,  die  Form 

^  -^      dxi  ^  (f{x)   dx'~^  '^  (7(3-))'  dx'-'  '^     "^  {<p(^)y  ^' 

wo  V'a(^)    ei"   ganzer    rationaler  Ausdru('k  höchstens   a(z— l)"""  Grades   ist 
(s.  die  Abh.  des  Herrn  Fuchs  Bd.  66,  j).  139);  und  wenn  im  Endlichen  kein 

d'u 

singulärer  Punkt  sich  findet,  so  ist  der  L)ifferentialausdruck  -r^-     Ein  sol- 

°  '  dx 

eher  Differentialausdruck   ist  von  dem  Verfasser   ein  regulärer  Di/ferenfial- 

ausdruck  genannt  worden  (Abh.  Bd.  83.  No.  1). 

Ist  *;(</,  x)  ein  homogener  linearer  Differentialausdruck  /*«'  Ordnung 
mit  rationalen  Coetficienten  und  soll  *,(//,  x)  gleich  üj(fi(u>~^y,  x)  sein,  wo 
(fi  ein  regulärer  I)ifferentialausdruck,  so  ergiebt  sich  4>i(_y,  x)  =  e"'(p,(e~^y,x), 
wo  W  eine  rationale  Function,  fp,  ein  regulärer  Differentialausdruck  ist. 
Dieser  Ausdruck  ^"^((e""^^,  a;),  in  welchem  die  in  Partialbrüche  zerlegte 
rationale  Function  W  zum  absoluten  Gliede  Null  haben  soll,  ist  ein  ?ior- 
maler  Di/ferenlialausdrucli  genannt  worden,  e"  der  determinirende  Factor, 
4>i(l/,x')  der  reguläre  Dift'ercntiaiausdruck  in  dem  normalen.  Ein  regulärer 
Differentialausdruck  ist  demnach  selbst  ein  normaler  mit  dem  determiniren- 
den  Factor  1.  Ein  Differentialausdriick,  der  sich  unter  der  Form  eines 
normalen  darstellen  lässt,  nimmt  diese  Form  nur  auf  eine  Weise  an  (Abh. 
Bd.  83,  No.  1). 

F„,  =  0  sei  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten,  welche  die  Integrale  von  </>,  =  Ü  enthält.  Wird  15'=  »p+  W—w 
gesetzt,  wo  w  die  Glieder  der  in  Partialbrüchc  zerlegten  rationalen  Function  W 
sind,  die  in  einem  Punkte  unendlich  werden,  wobei  auch  der  Fall,  dass  w  =  {) 
ist,  betrachtet  wird,  so  ist  der  charakteristische  Index  in  c""F„,(e"'y,  j)  =  0 
bei  diesem  Punkte  derselbe  wie  in  e~"'F,„(e"'y,  x)  =  U;  zugleich  stimmen 
die    Exponentengleichungen    iiberein.      Daher   ist,    wenn    «'    von   Null   ver- 
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schieden  ist,  e""  einer  der  fundamentalen  determinirenden  Factoren  (No.  3,  III) 
bei  einem  singulären  Punkte  von  F„,(«/,  a;)  =  0,  und  e'^'ist  das  Product  von  fun- 
damentalen determinirenden  Factoren,  von  denen  je  einer  je  einem  singulären 
Punkte  von  F„,  angehört.  Der  Ausdruck  e'"'F„,(e^^'y,  x)  =  G,„(!/,  x)  muss 
sich  dann  durch  ein  System  von  zwei  homogenen  linearen  Ditferentialaus- 
drücken  darstellen  lassen ,  von  denen  der  erste  ein  regulärer  ist  (No.  2, 
(9.),  (14.)). 


Erinittelimg,  ob  ein  homogener  linearer  Diffi^rentiahuisrlruck  mit  rationalen  Coefficienten  sich  in  ein 
System  von  zwei  solchen  Ansdrücken  zerlegen  lässt,  von  denen  der  erste  regulär  ist. 

Es  ist  zu  untersuchen,  ob  der  homogene  lineare  Differentialausdruck 
»«*'?>  Ordnung  G,„(y,  x)  mit  rationalen  Coefficienten  sich  durch  ein  System 
von  zwei  homogenen  linearen  Differentialausdrücken  (m—ky"'  und  k^'-''  Ordnung 

(1.)  F„._,(^,  x)  =  s,  /,(s,  x) 
darstellen  lässt,  von  denen  F,„_t  ein  regulärer  Ausdruck  ist.  (Abb.  Bd.  78;  81; 
83,  No.  5;  91,  No.  7,11).  Die  Coefficienten  von  G,„  seien  durch  p,,  die  von 
F„_i  durch  pf\  die  von  f^  durch  </,,  bezeichnet.  Es  besteht  zwischen  den 
Coefficienten  das  Gleichungssystem  No.  2,  (14.).  Der  charakteristische  Index 
von  G,„  —  0  bei  einem  beliebigen  Punkte  muss  <^  k  sein  (No.  2,  II  o),  IV). 

I.     A)    Zunächst  ist  /?[*'  zu  bestimmen  (vgl.  Abb.  Bd.  83,  No.  5). 
G,„  =  0  habe  im  Endlichen  ^(^0)  singulare  Punkte;  dieselben  seien,  wenn 
y.^0  ist,  «1  bis  a„.    F,„_^  —  0  besitze  im  Endlichen  ^Q^  0)  singulare  Punkte» 

die   in  G,„  =  ü   nicht  vorkommen,   dieselben  seien,   wenn  ^>0  ist,  a^^i  bis 

d"'~''u 
o^ .,.;..     Ist  ;f+X  =  0,  so  wird  F„._t  =   .  „,_^--     Ist  ;f-|-Ä>.0,  so  wird 

(2-)       P'r  =  t-^- 


Die  möglichen  Werthe  von 

(3.)  C,    =     [/?W(^-«.OL=a,  (a=.,...«) 

ergeben  sich  vermittelst  der  Exponentengleichung  von  G,„  —  0  bei  «,,.  Da 
F,„_t.  =  0  nur  reguläre  Integrale  hat,  die  auch  G,„  =  0  erfüllen,  so  sind  die 
Wurzeln  der  Exponentengleichung  von  F,„_j,  =  0  bei  «„  auch  eben  so  viele 
Wurzeln  der  Exponentengleichung  von  G,„  =  0  (No.  1,  (2.),  (4.)).  Die  Ex- 
ponentengleichung von  F„_t.  =  0  ist 

(4)       l'*^''"^^  -  (^-(»'-*)  +  l)+WV-«,OL=«/('-l)  -  (r-(»*-Ä)+2)  +  .- 
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die  von  G„,  —  0.  wo  der  charakteristisclie  Index  A,  ist. 

\rfj-l)...{r~(m-h,0  +  l)+\~f^(x-aO]       K/-l)...0-(/«-Ä,0  +  2)+-.. 
(5.)  '"^^ 

Also  ergeben  sich  als  die  mög-Jichen  Werthe  von  r/,,  folgende  in  endlicher 
Anzahl 

(6.)        [/.!^'(a-a,0].=„„  =    (»>-A)(m-A-i)_^,„,_,,^ 

wo  /?$"'~*^  die  Summe  von  m—b  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von 
G„  -  0  ist. 

Die  Punkte  a^_^j  bis  a„^,  .sind  in  F„,_j  =  0  ausserweseutlich  singulare, 
d.  h.  die  Integrale  bleiben  bei  diesen  Punkten  einwerthig  und  stetig.  Die 
von  einander  verschiedenen  positiven  ganzzahligen  Exponenten  in  diesen 
Integralen  können  nicht  die  Zahlen  0  bis  m-k—1  sein,  da  sonst  ein  nicht- 
singulärer  Punkt  vorhanden  wäre.  Also  muss  gemäss  der  Exponeuten- 
gleichuug  von  F„,_i  =  0  der  Coefficient  [p'i'^(x  —  aJ\^^„^(a.  =  x-{-\,...y.  +  V) 
eine  negative  ganze  Zahl  sein.     Daher  ist 

(7.)        Z-^  =  -^'(^, 

^    ^         ,41  X — a  dx 

wo  (p(x)  eine  ganze  rationale  Function  von  .t  ist,  deren  Grad  t  =  — ^cf,, 

und  deren  Coefficienten  zu  bestimmen  sind.  Um  den  Grad  t  zu  ermitteln, 
wird  in  (2.)  x  —  /"'  gesetzt,  wodurch 

(8.)     _i„,-[i5!!pL 

hervorgeht.  Die  möglichen  Werthe  von  I  ^-'— ^ —  l-u  ^''g^^c"  sich  in  endlicher 

Anzahl  aus  den  Exponentengleichungen  von  F„_j.  =  0  und  G,„  =  0  bei  x  =  x 
(No.  1,  III).  In  den  Differentialgleichungen,  die  nach  Substitution  von  x  =  /"' 
aus  G„,  =  0,  /",„_»  =  0,  /■<.  =  0  hervorgehen,  seien  die  Coefficienten  bezüglich 
durch  p!,,  jof^',  g[  bezeichnet.     Dann  ist 

(9.)     ü^::!  =  («_A.)(„,_Ä-_i)-/;,(*v. 

Und  es  ist  ferner 

(10.)    [fpru  =  .('"-fc)o»-*-<)  _;;(.-.)^ 

27* 


212  Thome,  zur  Theorie  ihr  Ihienren   Differejitialgleichiiiigen. 

WO  durch  /l^=x*^  die  Summe  von  m—k  Wurzeln  der  Exponentengleichung 
^■on  G,„  =  0  bei  a:  =  5c  bezeichnet  ist.     Also  wird 

(11.)        r  =  ior,-  (^^-^)(»'-^-0  _n^\ 

und  es  ist  zunächst  uothwendig-,  dass  sich  für  den  Ausdruck  rechts  in  (11.) 
eine  ganze  Zahl  gleich  oder  grösser  als  Null  ergiebt. 

Nachdem  ein  Werth  für  t,  den  Grad  von  4>(x),  angenommen  ist,  sind 
die  Coefficienten  in  ^(j;)  zu  bestimmen. 

Zu  dem  Zwecke  ist  zu  zeigen,  wie  man  die  formelle  Entwickelung 
der  Coefficienten   p':^'*    und    hier    speciell    die    von   /;$*'    bei   einem   Punkte 

a^  =  A  (a  —  1 >c)  nach  Potenzen  von  x—A,   oder  bei  a;=cc,   also  nach 

Substitution  von  x  =  t~\  bei  /  =  0  nach  Potenzen  von  t  aufstellt.  Mau  erhält 
dieselbe,  indem  man  vermittelst  der  angenommenen  P^xpouentengleichung 
von  F,„_t  =  0  bei  einem  solchen  Punkte  nach  No.  1,  II  die  formelle  Ent- 
wickelung der  Integrale  von  F,„_,,  =  0  unter  der  Form  »,,  v^iv.dx,  etc.  aus  der 

Differentialgleichung  G,„  =  0  herleitet,  s.  II.  Kennt  man  die  formelle 
Entwickelung  von  p{*'  bei  x  —  A,  so  ergiebt  sich  aus  (2.) 

(12.)       pr)_i  «;  =  -Y\'^£'a^^^^=^\- 

Hierdurch  werden  die  Werthe  der  Coefficienten  von  (x—A)"  bis  (x— ^)'~' 
rechts  bekannt.  Diese  Coefficienten  sind  die  Summen  der  gleich  hohen 
Potenzen  mit  den  Exponenten  1  bis  r  der  Wurzeln  der  Gleichung 

(13.)        i?^-^— t)        =0. 

x+l  ^  "a  —  "  ^ 

Demnach  werden  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  '/'(s)  =  0  bekannt.  Das 
absolute  Glied  B  in  ^(z)  darf  nicht  verschwinden,  wofern  f/>(a;)  bestehen 
soll,  und  man  erhält 

(U.)       i^¥'(^)  =  *(.). 

Ist  die  formelle  Entwickelung  von  pj*^^''  bei  f  =  0  bekannt,  und  daher  nach 
(9.)  die  von  pV(r^\  so  ergiebt  sich  aus  (2.) 

(15.)       _Zl1L2^.^_^^  ^  -  Z  t"    Z    c.al. 

•  1       1  —  0,1 '  »1=11        .v-=z  +  l 

Hierdurch  Averden  die  Werthe  der  Grössen  —Z  cf,«"  («.  =  1,...t)  bekainit, 
und  aus  diesen  ergeben  sich  die  Coefficienten  von  *(a;). 
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B)     Nun   wird  '^[t)  diucli  den  grössteii  gemeinschaftlichen  Theiler 

der  Polynome  *  (j)  und  — ^^^  getheilt,  hierdurch  gehe  das  Polynom /(x) 

/.'«ii  Grades  hervor.  Wird  (x— a,)(x— a,)  ...  (x—a,)  =  (f(x)  gesetzt,  und  gleich  1. 
wenn  ;?  =  0  ist,  so  muss  jeder  Coefficient  pi"'*  (b  =  l,..,m— A-)  die  Form  haben 

(16.)      pi''  =       '^'^''^ 


wo  U'i.(x)  eine  ganze  rationale  Function,  deren  Grad  ^(y.  +  i.—l)b  ist 
(Xo.  5,  (1.)).  Ans  der  formellen  Entwickelung  von  /?P'  nach  Potenzen  von 
x~A,  oder  aus  der  formellen  Entwickelung  von  <"''/)|,*'(f~'),  welches  eine 
homogene  lineare  Function  von  /'/>!*'' (c  =  0, ...  b,  />'*''  =  1)  mit  numerischen 
Coefficienten  ist.  nach  Potenzen  von  /  erhält  man  mittelst  der  Gleichung 

(17.)       pi'^i<p(x)/Xx)f  =   U',(x) 
die  Grössen  ^/(.(a-),  wobei  in  der  Entwickelung  von  /?^*^  bei  x  =  ^  (;;+/.— l)b+l 
Glieder  von  -7 tt-  an.    oder   in  der  Elntwickelung  von   »?'•'  (y!+).—l)b-rl 

Glieder  vou  —  an  bekannt  sein  müssen.     (Vgl.  Abh.  Bd.  91,  Xo.  7,  IL) 

Es  genügt  ■pi'''(b  =  1, ...  k)  auf  die  angegebene  Weise  zu  bestimmen, 
wo  k  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  k  und  m—k  ist.  Dann  ergiebt  das 
Gleichungssystem  Xo.  2,  (1-1.)  aus  den  ä  ersten  Gleichungen  successive  ein- 
deutig die  Coefficienten  ^1  bis  g,  in  fi,(s,  x)  und  hierauf,  wenn  Ä- <; /«— Ä- ist, 
aus  den  m—k—k  folgenden  Gleichungen  successive  die  übrigen />J*'(ä-+1,...w—ä-;. 

Damit  nun  G,„  sich  durch  das  System  (1.)  darstellen  lässt  und  zu- 
gleich F„,_^-  regulärer  Difterentia lausdruck  ist,  ergiebt  sich  als  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  auch  noch  die  übrigen  Gleichungen  des  Gleichungs- 
systems  Xo.  2,  (14.)  durch  die  gefundenen  Ausdrücke  //*'  und  g  erfüllt  werden. 

Dass.  weini  diese  Bedingung  erfüllt  ist.  F„_i.  ein  regulärer  Ditferential- 
ausdruck  ist,  also  bei  jedem  Punkte  im  Endlichen  und  Unendlichen  den 
charakteristischen  Iudex  XuU  hat,  folgt  daraus,  dass  bei  jedem  Punkte  der 
charakteristische  Index  von  G,„  =  0  gleich  der  Summe  derer  vou  F,„_^  =  0 
und  ft  =  0  ist  (Xo.  2,  II  a),  IV)  und  dass  der  charakteristische  Index  von 
/",  =  0  gleich  dem  von  G„,  =  0  sein  muss,  weil  der  charakteristische  Index 
von  p^*' (6  =  0, ...  k)  bei  jedem  Punkte  im  Endlichen  und  der  vou  ;>{,''  (b  =  0. ...  k) 
bei  /  =  0  gleich  XuU  ist,  daher  der  von  p,(b  —0, ...  k)  gleich  dem  von 
g^,  (b  =  0, ...  Ä)  uiul  der  von  p[.  (b  =  0, ...  k)  gleich  dem  von  g[  (b  =  0, ...  ä), 
und  weil  in  G,„  =  0  der  charakteristische  Index  <  k  ist. 


214  Tliuine,  z-iir  Tlicorie  der  linearen  Di/ferenlialglciclnnigen. 

II.  Die  formelle  Entwickeluiig  der  Coefficieiiten  von  F,„_„  erhält 
man  durch  die  formelle  Eiitwickelung  der  Integrale  von  F„,_i.  =  0  bei  einem 
der  Punkte  a^  =  A  (a=l,...;^)  oder  bei  x  =  t~\  f  =  0.  Die  Wurzeln  der 
Exponentengleichung  von  F,„_i.  =  0  bei  einem  solchen  l'unkte,  die  gemäss 
(6.)  oder  (11.)  angenommen  sind,  seien  r,  bis  r,„_^.  und  so  geordnet,  dass 
diejenigen,  die  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  auf  einander  folgen 
und  unter  diesen  die  vorhergehende  einen  reellen  Theil  hat,  der  nicht  kleiner 
ist,  als  der  der  folgenden.  Die  Integrale  von  F,„_^  =  0  bei  einem  solchen 
Punkte  nehmen  dann ,  da  der  charakteristische  Index  von  F„,  j  —  0  gleich 
Null  ist,  nach  No.  1,  II  die  Form  an 

(18.)       ^1,  t\iv.di,     v^ I diVi I  ■■■  I v,„^ud§, 

wo  »1,  =  ^'^^c„i,l",  S  =  x-A  oder  i'  =  /,  *(,  =  /\,~ri^,_i— 1,  fi  =  ri,  i\Iod  c,,^  ^  0  ist.  Die 
II 

Exponenten  r-^  bis  r,„_,,  sind  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von  G„,  =  0. 
Nun  soll  über  die  Exponenten  r^  bis  r,„  _^.  folgende  Voraussetzung  gemacht 
werden.  Wenn  diejenigen  Wurzeln  der  Exponentengleiidiung  von  G,„,=  0, 
die  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  so  geordnet  sind,  dass  der 
reelle  Theil  der  vorhergehenden  nicht  kleiner  als  der  der  folgenden  ist,  so 
mögen,  wenn  s  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von  F„,_t  =  0  aus  einer 
solchen  Gruppe  hervoigehen,  dieselben  die  s  ersten  Wurzeln  dieser  Gruppe 
sein.  Unter  dieser  Voraussetzung  ergeben  sich  aus  G,„  =  0  die  Entwicke- 
lungcn   J;^^$'   eindeutig  (No.  1,  II).      Mittelst   (18.)   erhält  man    die  Ent- 

II      Cl)() 

Wickelung  der  Coefficienten  von  F,','lj.(?/,  j^  =  0  bei  x  =  A,  bezüglich  derer 
von  F«',,(y,  <)  =  Ü,  wenn  F^*'(y/,  x)  =  (-/7"-'F;,f''(2/.  0  gesetzt  ist,  bei  <  =  0, 
indem  man  successive  die  Dift'erentialgleichungen  für  «',„_<,,  »„,^a_i /i',„_<rf^ 
etc.  bildet,  oder  wenn  v^v,  ...v^^  —  fi,^  gesetzt  ist,  successive  die  Differential- 
gleichungen für  fi,n^k,  f'm-k-i / ."Z-k-i,"„,-i,dS  etc.  nach  No.  2,  (9.),  (10.),  (11.). 

Wenn  man  l  Coefficienten  in  der  Entwickelung  von  v^  (b  =  1, ...  m-k)  kennt, 
so  erhält  man  dadurch  /Glieder  in  /)^*^(b  =  1, ...  m— Ä),  bezüglich  jw[,*''  von 
i'"''  an.  Nach  (12.),  (15.)  ist  hier  /  zunächst  gleich  t+1  zu  setzen,  dann 
nach  (17.),  wenn  die  kleinste  der  Zahlen  m—k  und  k  durch  It  bezeichnet 
ist,  /=  (K^l-iylc+l. 

Wenn  die  Exponenten  t\  bis  r„_4.  nicht  der  angegebenen  Voraus- 
setzung entsprechen,  so  kommen  in  der  formellen  Entwickelung  der  Grössen 
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V  und  daher  der  /?**'  zunächst  unbestimmte  Constanten  in  endlicher  Anzahl 
in  dem  Zähler  der  Ausdrücke  der  Coefficienten  vor,  die  durch  die  weiteren 
Bedingungen  zu  hostimmen  sind.  Es  genügt  aber  zur  Anwendung  des  Vor- 
hergehenden, dass  bei  einem  einzigen  der  singulären  Punkte  von  G„  =  0 
im  Endliehen  a,  (a  =  1,...;?)  oder  bei  dem  Punkte  x  =  ^  die  \Yurzeln  der 
Exponentengleichung  von  F,„_i  =  0  die  angegebene  Voraussetzung  erfüllen. 
Ist  G,„  =  e~"F,„(e"'y,  a;),  wo  e"^  Product  von  fundamentalen  determinirenden 
Factoren  von  je  einem  singulären  Punkte  von  F„  =  0  (No.  5)  ist,  und  giebt 
es  in  F„,  =  0  einen  singulären  Punkt,  bei  welchem  die  fundamentalen  Ex- 
ponentengleiehungen  (Xo.  3,  III)  so  be.schaften  sind,  dass  in  jeder  einzelnen 
nicht  zwei  Wurzeln  sich  um  eine  ganze  Zahl  unterscheiden,  so  weiss  man 
von  vorn  herein,  (No.  5),  dass  man  bei  diesem  Punkte  die  formellen  Ent- 
wickelungen  der  Integrale  vornehmen  kann,  so  dass  sie  eindeutig  bestimmt 
ausfallen.     Vgl.  auch  Satz  Xo.  'J,  II  d. 


i. 

Ilerleitung  der  homogenen  linearen   Differentialgleichung,   welche   die  Integrale   zweier  anderer  solcher 
Differentialgleichungen  enthält.     Zerlegbare  und  unzerlegbare  Differentialausdrücke. 

I.  *,„(*/,  x)  =  0  und  V„{tj,  x)  =  0  seien  ZAvei  homogene  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen 7rtt«i'  und  «'c'-  Ordnung,  in  denen  die  Coefficienten  der 
höchsten  Ableitungen  gleich  1  sind;  die  Integrale  derselben  seien  unter  einander 
linearunabhängig.  Es  soll  die  Differentialgleichung  *,„(y,  x)  =  s,  i/'„(«,  .r)  =  0 
aufgestellt  werden,  wo  ^>„  =  '^  die  homogene  lineare  Differentialgleichung 
mit  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1  ist,  Avelche  durch 
die  n  linearunabhängigen  Grössen  s,  bis  s,.  erfüllt  wird,  die  man  durch  Ein- 
setzen von  n  linearunabhängigen  Integralen  von  ¥^„  =  0  in  4>„^(^y,  x)  =  s  erhält. 
Zu  dem  Zwecke  werden  vermittelst  V''„(y,  x)  =  0  die  Differentialquotienten 
höherer  als  («—1)'«''  Ordnung  in  <f>,„(y,  x)  —  s  durch  solche  («—l)'^'' Ord- 
nung und  niedrigerer  Ordnungen  ausgedrückt,  wodurch  (p,„(ij,  x)  =  s  in 

übergehe,  wo  die  Grössen  Q  nicht  alle  gleich  Null  sein  können.  Wird  die 
Gleichung  (1.)  »-mal  differcntiirt  und  jedesmal  die  Ordnung  mittelst  '/'„  =  0 
reducirt,  so  erhält  man 

(2.)     Q\'^£^+Q^''^t+-+Q^''y  =  ^        ^^=' >• 
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Aus  dem  Systeme  von  ?/  +  l  linearen  Gleichung-eu  (1.)  und  (2.)  geht  durch 
Elimination  von  y  bis    .  „,,    die  gesuchte  Difterentialgleichung  V^.(*j  ^0  =  0 

d"s 
hervor.     Der  Coefficient  von     ,     ,    durch  welchen  zu  dividiren  ist,  die  De- 

dx"  ' 

terminante  —  ±C^i(^P  ...  ^^/'"'^  ist  nicht  identisch  Null.     Denn  sonst  würden 

sich   vermittelst  Unterdeterminanten   dieser  Determinante  Grossen  Aj  bis  A„, 

welche  nicht  alle  verschwinden,  bilden  lassen,  die  das  Gleichungssystem 

(3.)      A,C>„+/.Ci'^  +  -  +  Ä„^L"-'^  =  0  («  =  !.....,) 

befriedigen.  Multiplieirt  man  dann  Gleichung  (1.)  und  die  >/— 1  ersten 
Gleichungen  (2.)  bezüglich  mit  l^  bis  '/.„  und  addirt,  so  würde  sich  die 
Ditt'crentialgleichung  höchstens  («  — 1)'|J''  Ordnung 

(4.)       ^.-4^r-r  +  /..-.l~„4  +  -  +  M  -  0 

mit  Coef'ficienten,  die  nicht  alle  verschwinden,  ergeben,  der  die  n  linear- 
unabhängigen  Grössen  s^  bis  s„  genügen  müssten. 

Sind  die  Coel'ficienten  von  0,„  =  0  und  ^„  =  0  rational,  so  werden 
auch  die  von  ^',.  =  0  rational  (Abb.  Bd.  83,  No.  2,  I;  Bd.  91,  No.  7,  I). 

II.  Die  Diiferentialgleichungeu  0„,  =  0  und  V^„  =  0  mögen  k  und 
nicht  mehr  linearunabhängige  Integrale  gemeinsam  haben,  dieselben  erfüllen 
eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  A-*»'''  Ordnung  F^(y,  x)  =  0.  Als- 
dann sind  (No.  2  (9.),  (15.))  0,„  und   ^„  unter  der  Form  darstellbar 

(5.)       F,Qf,  x)  =  s,     S„  ,(s,  :r), 
(6.)       F,(tj,  x)  =  s,     'C„_,  (s,  x), 

wo  !,„_,.  und  c„  i  homogene  lineare  Ditfeientialausdrücke  (m— ä-)*'^''  und  (m— Ä-)ter 
Ordnung  sind.  Nach  I  werde  die  Ditferentialgleichung  aufgestellt,  welche 
die  Integrale  von  $,„_„  =  0  und  c„^i.  =  0  enthält,  dieselbe  sei  /■„,+„_.»  =  0. 
Dann  enthält  die  Differentialgleichung 

(7.)       F,(y,x')  =  s,     /•„,^„_.,Gs  aO  =  0 
die  linearunabhängigen  Integrale  von  '/>,„  =  0  und   W„  =  0. 

l>er  Ausdruck  von  Fi(y,x)  ergiebt  sich,  indem  man  auf  ft^„,{y,x) 
und  'l''„{y,x)  das  Verfahren,  welches  der  Methode  zur  Aufsuchung  des  ge- 
meinschaftlichen Theilers  zweier  Polynome  analog  ist,  anwendet  (s.  die 
Note  des  Ilerrn  Brassinne  zu  Sturm  Cours  d' Analyse  T.  II).  Man  stellt,  wenn 
m  >  «  ist,  die  Identität 
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flm-nin  Jm-n-MIS  //"  — 'i, 

(8.)        *.(,..)  =  «,,^^+«.^^+...+«„,_„V.„+^,,,_^^„_4+...^,,,,, 

auf.  in  welcher  die  Coeificienten  a  und  ß  eindeutig:  bestimmt  sind,   wendet 

auf  die  Ausdrücke  '/^,  und  /i  ^,~v +-+/^„?/    dasselbe    Verfahren   an.    und 

liat  in  ü-leielier  Weise  fortzufahren,  bis  man  zu  dem  Reste  Null  gelangt, 
worauf  der  vorhergehende  Ditferentialausdruek.  wenn  er  höherer  als  nuUter 
Ordnung  ist.  gleich  Null  gesetzt  die  Ditferentialgleichung  ergiebt.  welche  die 
gemeinschaftlichen  Integrale  von  *,„  =  0  und  'P\  =  (»  liefert.  Sind  die  Coeffi- 
eienten  in  *,„  und  'P,,  rational,  so  werden  demnach  die  Coefficienten  in 
Fi(y,x)  rational,  daher  auch  (No.  2,  (14.))  die  Coefticienten  in  c,„  ,  und 
^„_t,  also  auch  in  der  Ditferentialgleichung  (7.).  Es  ergiebt  sich  ebenso 
ans  (8.),  dass  <P„,  und  V^,,  durch  die  Ausdrücke  (5.),  (6.)  darstellbar  siiul. 
in  welchen  die  Coefficienten  rational  sind  (Abb.  Bd.  83,  No.  2,  11). 

III.  Aus  II  folgt,  wenn  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung 
mit  rationalen  Coefficienten  mit  einer  anderen  solchen  Differentialgleichung 
Integrale  gemeinsam  hat.  ohne  dass  alle  Integrale  der  ersteren  aucli  in  der 
zweiten  enthalten  sind,  so  ist  der  Diff'erentialausdrnck  der  ersteren  unter 
der  Form 

(9.)       (fOj,x)  =  s.     ff'(s,x) 

darstellbar,  wo  cf  und  i,"  homogene  lineare  Differentialausdrücke  höherer 
als  nuUter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  sind.  Ein  homogener 
linearer  Differentialausdruck  mit  rationalen  Coefficienten.  der  unter  der  Form 
(9.)  darstellbar  ist,  heisse  zerlegbar,  und  demnach,  wenn  er  unter  dieser  Form 
nicht  darstellbar  ist.  so  heisse  derselbe  ein  unzerlegbarer  Diff'ereiitialamdriich- 
(s.  die  Abhandlungen  des  Herrn  Frobenhis:  ,,Ueber  den  Begriff"  der  Irre- 
ductibilität  in  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen''  Bd.  76 
dieses  Journals,  p.  2S6  und  256;  ..Ueber  die  reguliiren  Integrale  der  linearen 
l  •itt'erentialglcicluuigen"  Bd.  80  dieses  Journal-s).  Unzerlegbare  reguläre 
1  )ifi'erentialausdrücke  einer  beliebigen  Ordnung  kann  man  bilden,  wenn 
man  den  regulären  Differentialausdruck  so  einrichtet,  dass  sich  für  die 
Orösse  T  No.  6.  (11.)  keine  ganze  Zahl  >"  0  ergiebt  (Abb.  Bd.  S8.  ji.  147). 
Die  Integrale  der  homogenen  linearen  Differentialgleichungen 
^m(g-x)  =  0  und  '/'„i^i/,  .r)  ~  {) 
mit  rationalen  Coefficienten  seien  unter  einander  lineaninabliängig  und  nach 
I  vereinigt  in  der  Differentialgleichung 
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(10.)  </>„,  (y,  x)  =  s,  \l>„(s,  ^)  =  0. 
Sind  in  i/'«  =  0  f^i^'  Inti'g'i'ale  von  /,  —  0  enthalten ,  wo  -/j  ein  homogener 
linearer  Differenti.ilausilruck  /'ß''  Ordnung-  mit  rationalen  Coefficienten  und 
/<;«,  so  sind  in  V^„  =  0  die  Integrale  von  A,  =  0  enthalten,  wo  X,  ein 
homogener  linearer  Dilferentialausdruck  /•'-■'  Ordnung  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten ist.     Denn  aus  wj  +  Z  linearunabhängigen   Integralen  tji  bis  ?/,„+,  von 

(11.)        <P,„(ij,x)  =  s,     /,(s,a;)  =  0, 
unter  denen  m  von  *,„  =  0  ?/i  bis  //„,  sind,  ergeben  sich,  wenn  Y^,  (b  =  1, ...  n) 
«  linearunabhäugige  Integrale  von   'F„  =  0  sind,  die  Ausdrücke 

(12.)     2/,,.+,,  =  i:c,i,?/,+i/fuT„  (.=i,...o, 

und  hieraus  folgen  die  Grössen 

(13.)  i!/„.+.,-^C,,(.«/t.  (a  =  l,...0 

1 
als  /  linearunabliängige  Integrale  von  W„  =  ü.  '/■'„  =  0  kann  nicht  mehr 
als  /  linearunabhängige  Integrale  mit  (11.)  gemeinsam  haben,  Aveil  diese 
Integrale  eben  so  viele  linearunabhängige  Werthe  von  s  in  (11.)  liefern 
würden,  die  /,  =  0  erfüllen  müssten.  Ka  ergiebt  sich  demnach  gemäss  (8.), 
dass  ^P„  =  0  mit  (11.)  die  Integrale  einer  Differentialgleichung  Z'^'''  Ordnung 
mit  rationalen  Coefficienten  geraeinsam  hat. 

Hieraus  folgt:  Ist  V^„  unzerlegbar,  so  auch  i/'„.     Ist  W„  zerlegbar,  so 
muss  auch  y,,  zerlegbar  sein  (Abh.  Bd.  83,  No.  2,  III). 


Systeme  normaler  Differentialausdrückc. 

I.    Ein  Dilferentialausdruck  der  Form 

worin  f,^  ein  homogener  linearer  Differentialausdruck  a**«'  Ordnung  mit 
rationalen  Coefficienten  ist,  heisst  ein  System  solcher  Differentialausdrückc; 
die  Ausdrücke  /;,^  (Ä  =  0, . . . /),  deren  Anzahl  l+l^l  ist,  sind  die  Bestand- 
theile  des  Systemes. 

Ist  ein  regulärer  Differentialausdruck  (No.  5)  durch  ein  System  (1.) 
dargestellt,  so  müssen  die  Bestandtheile  regulär  sein  (No.  2,  II  a),  IV);  daher 
wenn  ein  normaler  Ditferentialausdruck  (No.  5)  durch  ein  System  (1.)  dar- 
gestellt ist,   so  müssen  die  Bestandtheile  normale  Differentialausdrücke  mit 
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(lenisell)L'ii  tk'tcniiiiiiieiuk'ii  Factor  wie  in  dem  ursi)riiiij>,-liclicii  1  )itfeii-ntial- 
ausdrncke  sein  (Abb.  Bd.  83,  No.  3). 

II.  Zwei  normale  Di/ferentialavsdriiclie  sind  ahnUch  genannt  worden, 
wenn  sie  unzerlegbar,  von  derselben  Ordnung-  und  demselben  determinirenden 
Factor  sind,  und  weini  die  in  ihnen  enthaltenen  regulären  Dift'erentialaus- 
drücke  gleich  Null  gesetzt  I )ifterentialgleichungeu  ergeben,  bei  denen  in 
jedem  Punkte  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  der  einen  sich  mit 
den  Wurzeln  der  Exj)onentengleichung  der  anderen  so  paaren  lassen,  dass 
die  Wurzeln  in  jedem  l'aare  sich  höchstens  um  eine  ganze  Zahl  unter- 
scheiden. Diese  ganzen  Zahlen  brauchen  bei  demselben  Punkte  nicht  ein- 
ander gleich  zu  sein.  Hierbei  sind  nur  die  singulären  Punkte  der  Diiferential- 
gleichungen  ins  Auge  zu  fassen,  da  bei  einem  Punkte,  der  in  beiden 
Ditterenlialgleiehungen  nichtsiugulär  ist.  die  Ivxponentengleicliungen  über- 
einstimmen. 

Zwei  Systeme  normaler  Differentialaiisflrticbe  sind  ütinlich  genannt 
worden,  wenn  sie  gleich  viele  Bestandtheile  enthalten,  und  die  Bestandtheile 
von  derselben  Stelle  ähnliche  normale  Ditt'erentialausdrücke  sind.  (Abb. 
Bd.  83.  No.  7,  III,  IV). 

Ä)  Es  bestehen  folgende  beiden  Hültssätze,  die  scibst  besondere 
Fälle  allgemeinerer  in  II.  C)  vorkommender  Sätze  sind,  und  w'elche  bei 
dem  Beweise  der  übrigen  Sätze  in  II  verwandt  werden.  (Vgl.  Abb.  Bd.  83, 
No.  7.  II). 

<t>,„(y,x')  sei  ein  homogener  linearer  Ditferentiiilausdruck  mit  rationalen 

(.'oefficienten  /M'e'  Ordnung,   '/'„(y,  x)  ein  solcher  re'ci  Ordnung.    Die  Integrale 

^•on  0,„  =  0  und   'F„  =  0  seien  unter  einander  linearunabhängig  und  in   der 

Differentialgleichung 

(2.)       0„,(*/,a.)  =  *,     ./■„(*•,  x)  =  0 

Aereinigt,   wo  i/',.   ein   homogener  linearer  Differentialausdruck  «'>^''  Ordnung 

mit  rationalen  Coefficienten  ist  (No.  7,  I). 

a)  Ist  'f^„  ein  unzerlegbarer  normaler  Ditferentialausdruck,  so  ist 
!/'„  ein  solcher,  der  ähnlich    '/■'"„  ist. 

!/'„  ist  unzerlegbar  (No.  7,  III).  In  '/'„(//,  .r)  sei  e"'  der  determinirende 
Factor,  '/'„(y,  ^r:)  =  ^  der  reguläre  Ditferentialausdruck.  Bei  irgend  einem 
Punkte  werden  die  n  regulären  Integrale  von  '/■"■„  =  (),  die  zu  den  Wurzeln 
der  Exponentengleichung  gehiiren  (No.  1,  II),  in  e~"  0,„(e"//,  .r)  =  «'gesetzt, 
wodurch  sich  w  linearunabhängige  reguläre  Integrale  von  t'~"'i/'„(e"  s',  .r)  =  0 

28* 
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ergeben,  daher  ist  e"^ "  i/'„(e"s',  a*)  ein  regulärer  Ditferentialausdruck.  VÄne 
Gruppe  letzterer  Integrale,  in  denen  die  Exponenten  sieh  nur  um  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  niuss  sich  durch  eben  so  viele  linearunabhängige  Inte- 
grale von  e~"'i/',,(e"'s'5  ^)~ö  ausdrücken  lassen,  die  zu  Wurzeln  der  Exponen- 
tenglcichung  dieser  Differentialgleichung  gehören,  welche  sich  von  jenen 
Ex])oncnten  imr  um  ganze  Zjihlen  unters(!heiden  (Abh.  Bd.  74,  No.  1,  (5.); 
s.  Einleitung). 

h)     0,„  sei   ein  normaler  Differeutialausdruck.     Ist  tp„  ein  unzerleg- 
l)arer  normaler  Differentialausdruck,  so  ist  V^„  ein  solcher,  der  ähnlich  if>„  ist. 

'/••'„  ist  unzerlegbar  (No.  7,  III).    Die  Differentialgleichung,  welche  die 
Integrale  von  4>„,  —  0  und  W„  =  0  vereinigt  enthält,  sei  auf  die  Form 

(3.)        W„^y,x)  =  s,      Yv(*,^)  =  0 
gebracht.    (f,„  ist  ein  normaler  Differentialausdruck  mit  dem  determinireuden 
Factor   von  <t>,„;  denn  wenn  S2  der  determinircnde  Factor  von  f/>,„  ist,   und 
die  Integrale  von  Ll'^^^,„{£ly,  a?)  =  0  in  i2"'  W„{Q.ij,  x)  =  s  eingesetzt  werden, 
so   ergiebt   sich   £2Up„^(^Qs,x)   als   regulärer   Difterentialausdruck.     Es  sei 
(.1)  der  determinircnde  Factor  von  i/'„.     Die  beiden  Ausdrücke 
(4.)        '"'''/',„(<■<'//,.'■)    =   s ,      w~'i/'„  (ü)s',  j;), 
(5.)       vr'^^H„(ii)ii,x)  —  «1,     i"~'f/),„(ws',,  a?) 

sind  einander  gleich.  Der  (;harakteristische  Index  eines  solchen  Ausdruckes 
ist  bei  jedem  Punkte  glei(;h  der  .Summe  derer  in  den  Bestandtheilen. 
"'~'*„,(tf  y,  ^0  iiud  u)~^ <f  ,„(}» s\,  x)  haben  bei  jedem  Punkte  den  charakteristischen 
Iudex  übereinstimmend  als  normale  Ausdrücke  von  derselben  Ordnung  und 
demselben  determinireuden  Factor  (in  einem  Punkte,  in  welchem  der  Exponent 
des  determinireuden  Factors  unendlich  wird,  ist  der  charakteristische  Index 
gleich  der  Ordnung  (No.  3,  (3.),  sonst  gleich  Null).  Daher  muss  der  charak- 
teristische Index  in  «'  ''Z',, («'«/,  j-)  derselbe  wie  in  ci)-^i//„(cu,9',  a;)  sein,  also 
gleich  Null.      V\  ist  ähnlich  y,,  nach  a). 

B)     Der    homogene    lineare    Difterentialausdruck    wit«''  Ordnung   mit 
rationalen  Coefficienten  F,„(t/,x')  sei  durch  das  System 
(6.)       't\^■(y,x)  =  s,     F.„_:,,(s,x), 

(7.)       L(iJ,  -r)  =  */,,     f.,(y>,x)  =  y,,  .  .  .  f,X>J„  ■^)  =  *v(«/,  x) 
dargestellt,  wo  fa^(li  =  0, ...  l)  ein  normaler  Difterentialausdruck  iV^''  Ordnung, 
'Py  iY'ei  Ordnung  ist,  der  homogene  lineare  Difterentialausdruck  mit  rationalen 
Coefficienten  F„_.v  sich   entweder  auf  s  reducirt,  oder,  wenn  m-N:>0  ist, 
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gleich  Null  gesetzt  eine  Ditfcreutialgleiclumg  ergiebt,  die  iiielit  mehr  die 
Integrale  einer  Ditfeientialgleiehung  mit  normalem  Differentialausdruck  ent- 
hält. Da  nach  I  ein  normaler  Differentiahuisdruek  gleich  einem  Systeme 
unzerlegbarer  normaler  Differentialausdrücke  mit  demselben  determinirenden 
Factor  ist,  so  können  die  Bestandtheile  in  (7.)  als  unzerlegbar  vorausgesetzt 
werden. 

rt)  Sind  in  F,„  =  0  die  Integrale  von  ifa('J,  x)  =  0  enthalten,  wo  (//„ 
ein  unzerlegbarer  normaler  Differentialausdruck  «'«>•  Ordnung  ist,  so  hat  der 
Ditterentialausdruek  (Py  eine  Darstellung  durch  ein  System  unzerlegbarer 
normaler  Differentialausdriicke,  an  dessen  Spitze  i/'„  steht,  und  auf  »//„  folgt 
ein  System,  welches  ähnlich  ist  dem  System  (7.),  nachdem  aus  diesem  ein 
gewisser  i/'„  ähnlicher  Bestandtheil  herausgenommen  ist. 

Ist  /],  nicht  identisch  ip^,  so  müssen  die  Integrale  von  f,  =  0  und 
!/'„  =  0  liuearunabhängig  sein,  weil  /;,,  und  (/'„  unzerlegbar  (No.  7,  III). 
Werden  die  Integrale  von  /;,^  =  0  und  ip„  —  0  in  einer  Differentialgleichuno- 
^,i,+,<  =  **  vereinigt,  so  erhält  der  Differentialausdruck  F, +„  die  Formen 

^  V'«(y.  ^)  =  y'i^    'faXi/'u  ^0» 

wo  nach  A,  a)  i/'i"  ähnlich  i/'«  w»(l  'fu,,  ähnlich  /;, .  Ist  /;,_  nicht  identisch 
i/'l"  und  werden  die  Integrale  von  ^,  =  0  und  i/A'^  =  0  in  einer  l)ifferential- 
gleichung  (?,,+„  —  0  vereinigt,  so  erhält  der  Difterentialausdruck  /;,  (y.  x)  =  y„ 
G,,  ,„(^1,  x)  die  Darstellungen 

L  (n,  ■^)  =  y^    /:.,  (yi,  ^)  = !/-',    V'u'''(y.,  x), 

(9-)        ^  A,(.'/.  ^)  =  yi)     '/'u'^(i/i;^)  =  yi,      <p~y,(:y2,  x), 
'l'a  {y,  x}  =  ij[,      (fK,Xy'u  x)  =  y'.,      <p,,  (y'.,  .r), 
wo  nach  A,  «)  ip^'''  ähnlich  */'^'',  f/ ,,  ähnlich  /j .    Indem  man  in  dieser  Weise 
fortfährt  und   die  üljcr  F,„_.v  gema(;hte  Voraussetzung  Ijerüeksichtigt,  erhält 
man  den  Satz. 

b)  Durch  successive  Anwendung  des  vorigen  Satzes  ergiebt  sich: 
Sind  in  F,„  =  0  die  Integrale  von  ^/''  =  0  enthalten,  wo  '/''  ein  System 
unzerlegbarer  normaler  Differentialausdrücke  ist,  so  hat  der  Differential- 
ausdruck </j.v  eine  Darstellung  diircli  ein  System  unzerlegbarer  normaler 
Differentialausdrücke,  an  dessen  Spitze  '/•'  steht,  und  auf  */'"  folgt  ein  System, 
welches  ähnlich  ist  dem  System  (7.),  nachdem  aus  diesem  gewisse  Be- 
standtheile herausgenommen  sind,  die  mit  den  Bestandtheilen  von  */■'"  so 
gepaart  sind,  dass  in  einem  Paare  älinliclie  Differentialausdrücke  stehen. 
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Es  gieht  (lalicr  mir  eiiieu  einzigen  durch  ein  System  normaler  Diffe- 
rentialausdrücke darstelll)<iren  Ditferentialausdruck  't>y(ji,  x)  der  Art.  dass 
F,„_.v  die  angegebene  Bedingung  erfüllt  (Abb.  Bd.  83,  No.  4.  7,111;  Bd.  91, 
No.  6,  I  a). 

c)  Sind  in  <f>y(y,  x)  =  0  die  Integrale  von  F,,.  =  0  enthalten,  wo  F^ 
ein  unzerlegl)arer  Differentialausdruck  ist,  so  muss  F^.  ein  normaler  Difte- 
rentialausdruck  sein. 

Denn  wenn  F^  nicht  normal  wäre  und  an  Stelle  von  i/'„  in  «)  gesetzt 
wird,  so  ergiebt  sich  i/'i''  unzerlegbar  (No.  7,  III)  und  nicht  normal  (A,  b)). 
Wird  nun  das  Verfahren  von  o)  fortgesetzt,  so  würde  sieh  ergeben,  dass 
(t>y  z=  0  die  Integrale  von  F^  =  0  nicht  enthalten  könnte.  Aus  diesem  Satze 
und  «)  folgt: 

Enthält  </>vO/,  a;)  =  0  die  Integrale  von  F,  —  0,  wo  F,  ein  System 
unzerlegbarer  Ditterentialausdrücke  ist,  so  müssen  die  Bestandtheile  von  F. 
normale  Differentialausdrücke  sein. 

Aus  letzterem  Satze  und  b)  ergiebt  sich  nun: 

Bei  zwei  Darstellungen  von  «/».vCy,  -r)  durch  Systeme  unzerlegbarer 
Difterentialansdrücke  kömien  die  Bestandtheile  des  einen  Systemcs  mit  denen 
des  anderen  so  gepaart  werden,  dass  in  demselben  Paare  ähnliche  normale 
Difterentialausdrücke  stehen  (Abb.  Bd.  83,  No.  7,  III). 

f/)  Aus  c)  folgt:  Wenn  der  Differentialausdruck  <Py(ij,x)  durch  ein 
System  von  /+ 1  unzerlegbaren  normalen  Differentialausdrücken  darstellbar 
ist,  von  denen  je  zwei  nicht  ähnlich  sind,  so  hat  ft>y  höchstens  (/+l)/(/— 1)  ...  1 
verschiedene  Darstellungen  durch  Systeme  unzerlegbarer  Differentialausdrücke. 

Kommen  dagegen  in  der  ursprünglichen  l)arstellung  einander  ähn- 
liche Bestandtheile  vor,  so  kann  <J'y  unzählig  viele  Darstellungen  durch 
Systeme  unzerlegbarer  Differentialausdrücke  haben  (Abb.  Bd.  83,  No.  7,  III). 

C)  F„,(!J,  -1')  sei  ein  homogener  linearer  Differentialausdruck  m*«"'  Ord- 
nung mit  rationalen  ( 'oefficienten  und  <?(//,  .r)  ein  solcher  re''''  Ordnung. 
Die  Integrale  von  F„,  =  0  und  G„  =  {)  seien  unter  einander  linearuinibhängig 
und  in  der  Differentialgleichung 

(10.)       F..,(fJ,x)  =  s,     .9„(6',  x)  =  0 

vereinigt,    wo  y„    ein  liomogener  linearer  Differentialausdruck   «'*''   Ordnung 
mit  rationalen  Coefficienten  ist  (No.  7,  1). 

fl)  Enthält  G„  =  (I   die  Integrale  von  GV  =  0,   wo  G^  ein  System  un- 
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zerlegbarer  normaler  Differeiitialausdrücke  ist,  so  enthält  g„  =  ü  die  Inte- 
grale von  <7^  =  0,  wo  gt  ein  System  solcher  Ausdrücke,  welches  dem  Systeme 
G,  ähnlich  ist. 

Zum  Bew^eise  werden  die  Integrale  von  F„,  —  0  und  G\.  =  0  in  einer 
Differentialgleichung  vereinigt.  Die  Bestandtheile  von  G^  seien  durch  /", 
bis  f,^  bezeichnet.  Man  verfährt  nach  dem  Schema  (8.),  (9.),  wobei  unter 
!/'„  F,„  verstanden  wird.  Die  Integrale  von  i/'*,"^  =  0  sind  linearunabhängig 
von  den  Integralen  von  /^,j,  =  0,  weil  die  Integrale  von  F,„  =  0  und  /",=</,. 
/",,  =  y,,  . . .  /I,^  =  0  linearunabhängig  sind. 

b)  F,„  sei  gleich  einem  Systeme  unzerlegbarer  normaler  Differential- 
ausdrücke. Enthält  g„  —  0  die  Integrale  von  g,,  =  0,  wo  gi,  ein  System  un- 
zerlegbarer normaler  Diflerentialausdrücke  ist,  so  enthält  G„  —  0  die  Inte- 
grale von  G;.  =  0,  wo  G^.  ein  System  solcher  Ausdrücke,  welches  dem  Systeme 
g^.  ähnlich  ist. 

Der  erste  Bestandtheil  von  g,  sei  7,  ,  so  hat  (So.  7,  111}  F,„  =  s. 
/,  (s,  x)  —  U  mit  G„  =  0  die  Integrale  von  I\^0  gemeinsam,  wo  /',  ein 
unzerlegbarer  Difterentialausdruck  ist;  I\,  ist  normal  (ß,  c))  und  ähnlich 
/,,  (A,  a)).  Der  Dlfferentialausdruek  F„  =  s,  /,,,(«,  x)  erhält  dann  die  Form 
I\  =  s',  Fl(s',x),  wo  nach  dem  Verfahren  von  B,a)  sich  ergiebt,  dass  F'„ 
ein  dem  Systeme  F„  ähnliches  System  normaler  Differentialausdrücke  ist. 
G„  erhält  die  Form  ]\  =  s',  G'„_.^(s',  x).  g„  sei  y.x,(s,  x)  =  Si,  l„_,,X*i?  ^)-  Dann 
sind  die  Integrale  von  F',„  =  0  und  G'„_^  =  0  linearnnabhängig  und  in  der 
Differentialgleichung  F',„  =  11,  i?„_a,(»^  x')  =  0  vereinigt,  und  es  ist  dasselbe 
Verfahren  wieder  anzuwenden  (Abb.  Bd.  83,  No.  7,  IV;  Bd.  91,  No.  6,  IIa)). 

D).  d)  Wenn  die  beiden  Difterentialausdrücke  F„,  und  G„  durch  zwei 
Systeme  unzerlegbarer  normaler  Diflerentialausdrücke  gegeben  sind  und 
nicht  ein  Bestandtheil  des  einen  Systemes  einem  solchen  des  anderen  ähn- 
lich ist,  so  sind  die  Integrale  von  F,„  =  0  und  G„  =  ^  von  einander  linear- 
unabhängig. 

Demi  sonst  müssten  F,„  =  0  und  G„  =  0  die  Integrale  von  (f^  =  0 
enthalten,  wo  if^  ein  homogener  linearer  Differentialausdruck  mit  rationalen 
Coefficienten  ist  (No.  7,  II).  (f^  müsste  alsdann  {B,  c))  durch  ein  System  un- 
zerlegbarer normaler  Differentialausdrücke  darstellbar  sein,  dessen  Bestand- 
theile sich  mit  solchen  aus  F„,  und  G„  als  ähnlichen  paaren  lassen  (ß,  b)). 

b)  Mittelst  dieses  Satzes  ergiebt  sich:  Sind  die  Differeiitialausdrücke 
'/■.v,)  V"j,7  •••  '/".i    durch  Systeme  unzerlegbarer  normaler  l>ifferentialausdriicke 
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darstellljar.  und  ist  iiiclit  l)ei  je  zweien  dieser  Ausdrücke  ein  Bestandtlieil 
des  einen  einem  solchen  des  anderen  Ausdruckes  ähnlich,  so  sind  die  Inte- 
grale von  </),,  =  0,  (/).,,  =  0  bis  (p„,  =  0  unter  einander  linearunabhäng-ig-. 

Denn  zunächst  sind  die  Integrale  von  y,,  =  0  und  (p,,,  =  0  von  ein- 
ander linearunabhängig".  Werden  sie  in  einer  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung 'f:,.  —  yi,  V'.i,(yM^)  =  0  vereinigt,  so  ist  (C,  «))  i/'.,  durch  ein  System 
darstellbar,  welches  ähnlich  ist  dem  System  f/-,, .  Nun  sind  nach  dem  vorher- 
gehenden Satze  die  Integrale  dieser  Differentialgleichung  und  von  r/-,  =  0 
von  einander  linearunabhängig  und  können  in  derselben  Weise  in  einer 
Differentialgleichung  vereinigt  werden.  Indem  man  in  gleicher  Weise  fort- 
fährt, erhält  man  den  Satz.    (Abb.  Bd.  83,  No.  7,  IV.) 

III.  Es  werden  reciproke  Difterentialausdrilcke  No  2,  1  F,„{ti,x)  und 
F,„{y,  x)  mit  rationalen  Coefficienten 

(11.)       -^J+p,^*p(-  +  . ..  +  /,,„,/  =  F,„(>J,  x), 
d"'u         d"'''p,ii 

(12.)      -,^—J^+-H-^y"P.,.y  =  F.„(y,  X),      , 

betrachtet. 

A).  rt)  Der  reciproke  Differentiahiusdnick  von  einem  regulären  ist 
selbst  ein  regulärer  (No.  2,  II  c);  IV). 

Der  reciproke  Difterentialausdruck  von  einem  normalen  F,„  ist  selbst 
ein  normaler,  in  welchem  der  detcrminirende  Factor  den  re('i])roken  Wertli 
des  determinirendcn  Factors  von  F,„  hat,  der  reguläre  Diffcrentialausdruck 
der  reciproke  des  regulären  Differentialausdruckes  in  F,„  ist.  Dieses  ergiebt 
sich  aus  der  reciproken  Beziehung  No.  2,  (7.),  (8.)  der  Integrale  der  recijjroken 
Differentialgleichungen. 

h)  Wird  ein  Diffcrentialausdruck  durch  ein  System  (1.)  homogener 
linearer  Differentialausdrücke  mit  rationalen  Coefficienten  dargestellt,  so 
wird  der  recijnoke  Differentialausdruck  durch  das  System  der  reciproken 
Difterentialausdrücke  in  umgekehrter  Ueihenfolge  gegeben  (No.  2,  III). 
Dieses  System  heisse  das  reciproke  System  von  dem  ersteren. 

Die  von  zwei  ähnlichen  normalen  Diff'erentialausdrückcn  reciproken 
Differentialausdrücke  sind  selbst  ähnliche  normale  Differentialausdrücke 
(No.  2,  II  rf);  IV). 

Die  von  zwei  ähnlichen  Systemen  normaler  Differentialausdrücke 
reciproken  Systeme  sind  selbst  ähnliche  Systeme  normaler  Differentialaus- 
.  drücke  (Abb.  Bd.  83,  No.  h). 
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B)  Der  Differentialausdruck  '/'.v(i/,  ^)  «ei  durch  ein  System  ^  un- 
zerlegbarer normaler  Differeiitialausdrücke  gegeben. 

fl)  Von  (py  sei  eine  zweite  Darstellung  4(1/ ,  .t)  =  s,  u(s,  .r)  aufgestellt. 
wo  i,  'C  Systeme  unzerlegbarer  normaler  Differentialausdrücke  sind.  Dann 
giebt  es  auch  eine  Darstellung  von  ^y  durch  ii'(tj,  x)  =  s,  'C(s,  x).  wo  1^ 
ein  System  unzerlegbarer  normaler  Differentialausdrücke,  welches  ähnlich 
ist  dem  Systeme  ^,  nachdem  aus  diesem  gewisse  Bestandtheile  heraus- 
genommen sind,  die  mit  den  Bestandtheilen  von  'C  so  gepaart  sind,  dass  in 
einem  Paare  ähnliche  Ditterentialausdrücke  stehen. 

Der  von  0^  reciproke  Difterentialausdruck  *.v  ^'iid  durch  das 
von  -S"  reciproke  System  -S"  gegeben  und  wird  zweitens  durch  das  System 
'C(tf,  x)  =  s',  §($',  x)  dargestellt,  wo  'Q  das  reciproke  System  von  'C,  §  dasjenige 
von  I  ist.  Nun  giebt  es  für  <i>x  auch  eine  Darstellung  t(y,  x^  —  s',  i/'(«',  x), 
wo  v  ein  System  ist  ähnlich  JS",  wenn  aus  dem  Systeme  2  gewisse  Bestand- 
theile, die  mit  denen  von  J  als  ähnliche  gepaart  sind,  ausfallen  (II  B,  b)). 
Hieraus  folgt  für  0v  die  angegebene  Darstellung. 

b)    Durch  Verbindung  des  vorigen  Satzes  und  II  B,  b)   ergiebt  sich: 

Von  4>-^  sei  eine  zweite  Darstellung 

( 1  '^■)       1^ (y,^)  =  y<,     -SCv, ,  .r)  =  y, ,      T(ij, ,  x) 

aufgestellt,  wo  B,  S,  T  Systeme  unzerlegbarer  normaler  Dift'erentialausdrücke. 
Dann  giel)t  es  auch  eine  Darstellung  von  0v 

(14)       B(y,x)=^!i,.     S'(y,,x)  =  y,,     T(y,,  x), 

wo  S'  ein  System  unzerlegbarer  normaler  Differentialausdrücke,  welches 
ähnlich  ist  dem  Systeme  JT,  nachdem  aus  diesem  gewisse  Bestandtheile 
herausgenommen  sind,  die  mit  denen  in  B  und  T  so  gepaart  sind,  dass  in 
einem  Paare  ähnliche  Ditferentialausdriicke  stehen  (Abh.  Bd.  91,  Xo.  6,  I  b). 


9. 

IlitTerciilialausdri'icke,  die  bei  einem   l'unkle  ndiinal  sind,  und  .Systeme  solcher  IMITerenti.ilausdrücke. 

I.  fi(^y,  x)  sei  ein  homogener  linearer  Difterentialausdruck  /'^'''  Onlnung 
mit  rationalen  C'oefficienten,  der  sich  auf  die  Form  c" f,((~"'y,  x)  bringen 
lässt,  wo  «7  gleich  Null    oder   bei    x~n   von   der    Form  ^>  ,,(j"— o)  '',    bei 
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X  =  -x,  von   der  Form  ^c^x""  ist,  der  charakteristische  Index   in  /)  =  0  bei 

i 

X  =  a  bezüglich  x  —  ^  gleich  Null,  f,  nimmt  eine  solche  Form  nur  auf 
eine  Weise  an.  Alsdann  heisse  der  Differentialausdruck  mit  rationalen 
Coefficienten  /)(//,  a-)  ein  bei  dem  Punkte  x  =  a  bezüglich  x  =  og  normaler 
Differentialmisdruck.  e'"  heisse  der  determinirende  Factor  bei  diesem  Punkte, 
fi  der  bei  diesem  Punkte  reguläre  Di/ferenfialausdruck  in  /).  e'"  ist  zugleich 
der  einzige  fundamentale  determiinrende  Factor  von  f,(ij,  x)  bei  diesem 
Punkte  (No.  3,  (3.),  III);  die  Exponentengleichung  von  f,  —  0  bei  diesem 
Punkte  ist  daher  die  zu  dem  determinirenden  Factor  bei  diesem  Punkte  gehö- 
rende Exponentengleichung  von  f,{y,  x). 

Ein  normaler  Ditt'erentialausdruck  ist  demnach  (vgl.  No.  5)  ein  bei 
jedem  Punkte  normaler  und  umgekehrt.  Elin  Ditferentialausdruck  der  Form 
No.  8,  (1.),  in  welcher  Form  die  Bestandtheile  bei  einem  Punkte  normale 
Differentialausdrücke  sind,  bildet  ein  System  solcher  Ausdrücke.  Wird  ein 
bei  einem  Punkte  normaler  Differentialausdruck  durch  ein  System  homogener 
linearer  Dift'erentialausdrücke  mit  rationalen  Coefficienten  dargestellt,  so  sind 
alle  Bestandtheile  bei  diesem  Punkte  normale  Dift'erentialausdrücke  mit 
demselben  determinirenden  Factor  (Abb.  Bd.  91,  No.  5,  I). 

II.  A)  Zwei  bei  demselben  Punkte  normale  Differentialausdrücke 
heissen  bei  diesem  Punkte  ähnlich,  wenn  sie  unzerlegbare  Dift'erentialaus- 
drücke (No.  7,  III)  von  derselben  Ordnung  und  demselben  zu  diesem  Puukte 
gehörenden  determinirenden  Factor  sind,  und  wenn  die  Wurzeln  der  zu  diesem 
determinirenden  Factor  gehörenden  Exponentengleichung  des  einen  Aus- 
druckes sich  mit  denen  des  anderen  Ausdruckes  so  paaren  lassen,  dass  die 
Wurzeln  desselben  Paares  sich  nur  um  eine  ganze  Zahl  unterscheiden. 

Zwei  Systeme  bei  einem  Punkte  normaler  Dift'erentialausdrücke  heissen 
bei  diesem  Punkte  ähnlich,  wenn  sie  gleich  viele  Bestandtheile  enthalten  und 
die  Bestandtheile  derselben  Stelle  bei  diesem  Punkte  ähnlich  sind. 

Es  sind  nun  alle  Sätze  der  vorigen  Nummer  mit  ihren  Beweisen, 
welche  dort  über  Systeme  normaler  Dift'erentialausdrücke  gegeben  sind, 
übertragbar  auf  Systeme  bei   einem  Punkte  normaler  Differeiitialausd rücke. 

B)     Eine  Folgerung  aus  diesen  Sätzen  ist  nachstehende: 

Es  seien  s  Differentialausdrücke  F^'^(y,  .t)(c  =  1, ...  s)  durch  Systeme 
bei  einem  Punkte  x  =  a  bezüglich  x  —  oo  normaler  Dift'erentialausdrücke 

(1.)  .     <l^^'\y,x)  =  y,,       "f^Ky^^x) 
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gegeben,  in  denen  **"  solche  Systeme,  V^'"  bei  diesem  Punkte  normale 
Differentialausdriicke  sind.  Diejenigen  \yurzeln  der  zu  den  determinirenden 
Factoren  gehörenden  Exponentengleiehungen  der  einzelnen  Bestandtheile, 
die  sich  von  einer  Grösse  p  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  sollen  in 
den  Exponentengleichungen  der  'F^'^  (c  =  1 s)  und  nur  in  diesen  vor- 
kommen. 

Es  kommen  nun  die  Sätze  No.  7,  II  uiul  die  den  Sätzen  No.  8,  II, 
B,  c),  D)  entsprechenden  zur  Anwendung.  Zunächst  seien  diejenigen  Inte- 
grale von  0'''  =  0  (c  =  1,  ...  s),  die  unter  einander  linearunabhängig  sind,  in 
der  Ditferentialgleichung  G„  =  0  vereinigt.  Die  Integrale  von  G„  =  0  und 
F"'  =  0  seien  dann  in  der  Differentialgleichung 

(2.)      G„  =  s,    r'  =  o 

vereinigt.  Hier  ist  G„  ein  System  bei  dem  betrachteten  Punkte  normaler 
Differentialausdrücke,  in  dessen  Bestandtheilen  die  zu  den  determinirenden 
Factoren  bei  diesem  Punkte  gehörenden  Exponentengleichungen  eine  Wurzel, 
die  sich  von  q  nur  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet,  nicht  enthalten.  Z"^' 
ist  ein  bei  dem  Punkte  normaler  Differentialausdruck  mit  dem  determiniren- 
den Factor  aus  ¥*"'''.  Alsdann  seien  die  Integrale  von  /^'^  =  0  (c=l,...s) 
in  der  Differentialgleichung  //,,  =  0  vereinigt. 

a)  Die  zu  dem  betreffenden  Punkte  gehörenden  determinirenden 
Factoren  in  den  W^'^  seien  unter  einander  verschieden,  so  sind  die  Integrale 
der  Differentialgleichungen  f'^'''  =  0  (c  =  1, ...  s)  aus  (2.)  unter  einander  linear- 
unabhängig (vgl.  Xo.  8,  II  D)). 

b)  L)ie  zu  demselben  Punkte  gehörenden  determinirenden  Factoren  in 
den  V'^  seien  einander  gleich.  Dann  sind  die  Integrale  von  F'-'^  =  0  (c=  1, ...  s) 
in  der  Differentialgleichung 

(3.)       G..iy,x)  =  s,       H^(s,x)  =  0 

vereinigt,  in  welcher  ein  System  bei  diesem  Punkte  normaler  Differential- 
ausdriicke gleich  Null  gesetzt  ist,  //,.  ein  bei  diesem  Punkte  normaler  Diffe- 
rentialausdruck mit  dem  determinirenden  Factor  aus  ^'■'''  ist  und  nur  die  zu 
dem  determinirenden  Factor  gehöreiule  Exponentengleichung  von  //,  unter 
ihren  Wurzeln  solche  enthält,  die  sich  von  {>  nur  um  ganze  Zahlen  unter- 
scheiden (vgl.  Abb.   Hd.  91,  No.  5,  II). 

III.  Der  Diffcrcntialausdruck  </'v  sei  durch  ein  System  von  /+! 
unzerlegbaren    norniulen  Ditt'crentialausdrückcn   gegeben.     Der   a'^'  Bestand- 

29* 
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tluMl  (a=l.  .../  +  1)  enthalte  einen  Punkt  .^,  im  Endliclien  oder  Unend- 
lichen der  Art,  dass  eine  Wurzel  der  zu  dem  determinirenden  Factor  bei 
diesem  Punkte  gehörenden  ?]xponentcng-leichung'  in  diesem  Bestandthcile 
sich  von  einer  Wurzel  der  entsprechenden  Exponenteng-leichungen  in  den- 
jenigen übrigen  Bestandtheilen.  die  denselben  determinirenden  Factor  bei 
diesem  Punkte  enthalten,  nicht  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet. 

Dann  sind  je  zwei  Bestaudtheile  nicht  ähnlich,  und  wenn  alle  Dar- 
stellungen des  Differentialausdruckes  *,v  durch  Systeme  unzerlegbarer  Diffe- 
rentialausdrücke aufgestellt  werden  sollen  (No.  8,  II  i5,  c),  rf)),  so  können 
die  nach  No.  6  erforderlichen  formellen  Entwickelungen  der  Integrale  bei 
den  Punkten  A^^  (a  =  1, ...  /-|-1)  vorgenommen  werden,  wobei  man  auf  keine 
unbestimmten  Constanten  in  den  p]ntwickelungen  stösst  (No.  2,  II  6)). 
(Abb.  Bd.  83,  No.  7,  VI  b):  Bd.  91.  No.  6.  II  6).) 

10. 

Die  eanonische  Form  eines  homogenen  linearen  Diflerentialausilnickes  mit  rationalen  Coefficienteu. 

F„(«/,  x)  sei  ein  homogener  linearer  Differentialausdruck  m'"^'"  Ord- 
nung mit  rationalen  Coefficienteu. 

Es  seien  eine  oder  mehrere  Differentialgleichungen,  in  denen  nor- 
male Differentialausdrücke  von  demselben  determinirenden  Factor  gleich 
Null  gesetzt  sind,  vorhanden,  deren  Integrale  F,„  —  0  erfüllen.  Werden  die 
Integrale  je  zweier  solcher  Differentialgleichungen  in  einer  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  vereinigt,  so  enthält  diese  einen  normalen 
Differentialausdruck  mit  demselben  determinirenden  Factor  (No.  7,  II;  No.  8, 
I;  11  C,  iCj).  Es  giebt  demnach  von  allen  Differentialgleichungen  mit  nor- 
malen Differentialausdrücken  und  jenem  determinirenden  Factor,  deren  Inte- 
grale F,„  =  0  erfüllen,  nur  eine,  welche  die  höchste  Ordnung  hat,  und  diese 
Differentialgleichung  enthält  die  Integrale  aller  anderen  Differentialgleichun- 
gen derselben  Art  von  niedrigeren  Ordnungen.  Alle  solche  Differentialglei- 
chungen von  höchster  Ordnung,  in  deren  DifferentialausdrUcken  die  deter- 
minirenden Factoren  unter  einander  verschieden  sind,  seien  aufgestellt.  Die 
Integrale  derselben  sind  unter  einander  linearunabhängig  (No.  8,  II  Uj).  Diese 
Integrale  seien  in  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  F(,)(y,  x) 
vereinigt,  so  ist  F(i)  durch  ein  System  normaler  Differentialausdrücke  dar- 
stellbar (No.  8,  II  C,  dj).     Alsdann  wird  F,„{y,  -r)  auf  die  Form 
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gt'bnxcht.  wo  F,.,.  ein  liouiogener  linearer  Differentialausdruck  mit  rationalen 
Coeflicienteu  ist  (No.  2,  (14.)).  F^,,(y,  x)  ist  nun  der  erste  canonisclie  Be- 
staniltlieil  von  F,„(y,  .r).  Hierauf  wird  in  derselben  Weise  der  erste  cauo- 
nische  Bestandtlieil  von  F„,.  angenommen  F^.,,(y,  x),  und  F„,.  durch  das 
System 

(2.)       F(,,(y„x)  ==  y„     F,„..(y,,x) 

dargestellt,  wo  F,„..  ein  homogener  linearer  Differentialausdruck  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  ist,  F(,)(y„a;)  wird  dann  der  zweite  canonische  Bestand- 
tbeil  von  FJjj,x).  Dieses  Verfahren  ist  fortzusetzen,  bis  man  in  der  Dar- 
stellung von  F„,(i/,x)  unter  der  Form 

(3-)       F^,^(!/,  x)  =  y„     F(,)(y„  x-)  =  y,,  ...  F(,)(//,_„  x)  =  s,     F,„_y(s,  x) 

zu  einem  homogenen  linearen  Differentialausdruck  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten F„__v(«j  3")  gelangt  von  der  Ordnung  m—N,  wobei  N  gleich  oder 
grösser  als  Null  sein  kann,  bei  dem  entweder  die  Ordnung  m—N  gleich 
Null  ist,  oder  der  die  Eigenschaft  hat,  dass  in  F,„_v=0  nicht  mehr  die 
Integrale  einer  Differentialgleichung  mit  normalem  Diff'erentialausdrucke 
enthalten  siiul.  Die  Darstellung  (3.)  von  F„,(^y,  x)  besteht  daher  nur  auf 
eine  Weise.  Dieselbe  ist  die  canonisclie  Form  von  F,„(y,  x)  genannt  worden 
(Abb.  Bd.  91,  No.  8,  II;  Bd.  95,  No.  ö,  1).  Die  Bestandtheile  F^,,  bis  F^,.^ 
haben  die  Benennung  normale  canonische  Bestandtheile  von  F,„,  der  Bestand- 
tlieil F„,_,v,  wenn  /«— i\;>0  ist,  nichtnormaler  canonischer  Bestandtheil  pon  F,„ 
erhalten.  Das  System  der  normalen  canonischen  Bestandtheile  von  F,„  stellt 
den  Differentialausdruck  <^.v(y,  x)  dar.  der  in  No.  8,  II  (7.),  B,  /»)  definirt  ist. 
Eine  oder  mehrere  homogene  lineare  Differentialgleichungen,  deren 
Integrale  unter  einander  linearunabhäugig  sind,  werden  als  ein  System  von 
Unterditt'erentialgleichungen  derjenigen  homogenen  linearen  Differentialglei- 
chung bezeichnet,  welche  die  Integrale  derselben  vereinigt  enthält.  Eine 
Differentialgleichung,  die  ein  System  von  Unterdifterentialgleichungen  mit 
normalen  Differentialausdrücken  und  unter  eiiumder  verschiedenen  determini- 
reiulen  Factoren  besitzt,  kann  mir  ein  System  dieser  Art  besitzen  (No.  8,  II  /))). 
Diese  Unterdiff'erentialgleicluuigen  sind  Ilanplunlerdifl'erciitialyleichiinycH  ge- 
nannt worden  (Abb.  Bd.  91,  No.  9).  Die  zur  Bildung  der  canonischen  Form 
von  F„,  aufzustellenden  Differentialgleichungen  sind  also  die  liaui)tunter- 
(lifferentialgleichungen  der  Ditferentialgleiehungen,  in  denen  die  normalen 
ranonisclien  Bestandtheile  von  F,„  gleich  Null  gesetzt  sind. 
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11. 

lierleitung  der  canonischen  Form. 

Die  Heileituiig  der  canonischen  Form  eines  homogenen  linearen 
Differentialausdruckes  F„,(y,  on)  m"'''  Ordnung'  mit  rationalen  Coefficienteu  wird 
in  folgender  Weise  durchgeführt  (vgl.  Abh.  Bd.  91,  No.  8,  III). 

I.  Bei  jedem  singulären  Punkte  von  F„,  =  0  im  Endliehen  und  bei 
X  —  oc,  wenn  dieser  Punkt  in  F,„  =  0  singulär  ist,  werden  die  fundamentalen 
determinirenden  Factoren  aufgestellt  und  sind  die  Wurzeln  der  zu  denselben 
gehörenden  Exponentengleichungen  (No.  3,  III)  zu  ermitteln.  Die  Anzahl 
der  Wurzeln  dieser  Gleichungen  bei  demselben  Punkte  ist  <^m  (No.  4,  II). 

IL  Wenn  in  F„,  =  0  die  Integrale  einer  Differentialgleichung  mit 
normalem  Differentialausdrucke  enthalten  sein  sollen ,  so  muss  der  deter- 
miuirende  Factor  e"  in  diesem  Ausdrucke  das  Product  von  fundamentalen 
determinirenden  Factoren  sein,  von  denen  je  einem  singulären  Punkte  von 
F„  =  0  einer  angehört  (No.  5).  Es  sei  also  dem  entsprechend  aus  funda- 
mentalen determinirenden  Factoren  bei  den  singulären  Punkten  von  F,„  =  0 
ein  Product  e"'  gebildet.  Die  Exponenteugleichung  von  e~'^'F„,(e"'ij,  x)  —  0 
bei  einem  singulären  Punkte  von  F„,  =  0  ist  die  zu  dem  fundamentalen 
determinirenden  Factor  in  e"'  gehörende  Exponentengleichung  von  F,„  =  0 
(No.  5);  ein  in  F„,  =  0  niehtsiugulärer  Punkt  ist  auch  in  e'"'F,„(e"^,  x)  =  0 
nichtsingulär. 

Es  ist  nun  zuzusehen,  ob  e~"'F„,(e"'y,  x)  sich  in  ein  System  von  zwei 
Difterentialausdrücdven  zerlegen  lässtf  von  denen  der  erste  ein  regulärer 
Differentialausdruck  ist.  Hierzu  ist  auf  den  Ausdruck  e~"'F,„(e"i/,  x)  das 
Verfahren  von  No.  6  anzuwenden  und  dadurch  zu  ermitteln,  ob  die  betreffende 
Zerlegung  möglich,  und  zugleich,  welches  in  derselben  der  erste  Bestand- 
tlieil  von  höchster  Ordnung  ist;  es  kann  nur  einen  solchen  geben  (No.  7,  II; 
No.  8,  1).  Es  sei  bei  einem  Werthe  von  e"'  =  e"^'^  ein  solcher  regulärer 
Differentialausdruck    «/»"^''(y,  x)   gefunden    und    der   normale    Differentialaus- 

druck   'M'\ij,  x)  =  e"'^''0">(e-»'^'V,  ^)  gebildet. 

Nun  werden  bei  jedem  singulären  Punkte  von  F,„  —  0  aus  der  Reihe 
der  Wurzeln  der  zu  dem  fundamentalen  determinirenden  Factor  in  e"^'' 
gehörenden  Exponentengleichung  von  F„,  =  0  so  viele,  und  zwar  diese, 
gestrichen,  als  sich  mit  den  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von  0'''  =  ü 
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bei  diesem  Punkte  paaren  lassen,  so  dass  die  in  einem  Paare  stehenden 
sich  nur  um  eine  ganze  Zahl  unterscheiden. 

Wenn  ein  zweiter  normaler  Ditt'erentialausdruck  *'^''(y,  x)  mit  einem 
von  dem  vorigen  verschiedenen  determinirenden  Factor  e"''^  und  mit  dem 
regulären  Differentialausdruck  *P^^\yj  x)  besteht,  so  dass  die  Integrale  von 
f/)'-)  =  0  in  F,„  =  0  enthalten  sind,  so  ergiebt  sich,  dass  die  fundamentalen 
determinirenden  Factoren  bei  den  singulären  Punkten  von  F„  =  0 ,  deren 
Product  e"'^''  ist,  solche  sind,  bei  denen  Wurzeln  der  zugehörigen  Expo- 
nentengleichung übrig  geblieben  sind,  und  dass  die  Wurzeln  der  Exponenten- 
gleichuug  von  *'-'  =  0  bei  einem  singulären  Punkte  von  F,„  =  0  sich  mit 
eben  so  vielen  übrig  gebliebenen  Wurzeln  der  zu  dem  fundamentalen  determi- 
nirenden Factor  in  e"*^"^  gehörenden  Exponentengleichung  paaren  lassen,  so 
dass  die  Wurzeln  eines  Paares  sich  nur  um  eine  ganze  Zahl  unterscheiden. 
Dieses  ergiebt  sich,  indem  man  die  Integrale  von  0'^"  =  0  und  *'"'  =  0  in 
einer  Differentialgleichung  <i>^^^  =  «/i,  (f^'^(y„  or)  =  0  vereinigt  gemäss  No.  8, 
II  C,  a)  und  den  Satz  No.  3,  III,  (12.)  anwendet. 

Es  ist  nun  dem  entsprechend  ein  zweiter  determinirender  Factor  e"'^"^ 
aufzustellen,  alsdann  nach  Xo.  6  zuzusehen,  ob  sich  e~"''^F„,(e"'"'y,  a;)  in 
ein  System  von  zwei  Difterentialausdrücken  zerlegen  lässt,  von  denen  der 
erste  ein  regulärer  Differentialausdruck  ist,  wobei  in  Betreff'  der  Wurzeln 
der  Exponentengleichungen  dieses  Ausdruckes  die  vorhin  gemachte  Angabe 
anzuwenden  ist.  Ergiebt  sich  ein  solcher  regulärer  Differentialausdruck 
f/>'"''(y,  x),  der  zugleich  von  höchster  Ordnung  sei,  so  werden  nun  weiter 
bei  jedem  singulären  Punkte  von  F,„  =  0  so  viele  der  vorhin  übrig  geblie- 
Itenen  A\'urzeln  der  zu  dem  fundamentalen  determinirenden  Factor  in  e"'^"' 
gehörenden  Expttnontcngleichung  von  F,„  gestrichen  und  zwar  diese,  als 
sich  mit  den  Wurzeln  der  Exponentengleicliung  von  *'^''  =  0  bei  diesem 
Punkte  paaren  lassen,  so  dass  die  Wurzeln  eines  Paares  sich  nur  um  eine 
ganze  Zahl  unterscheiden. 

Mit  den  fundamentalen  determinirenden  Factoren  bei  den  singulären 
Punkten  von  F,„  =  0,  bei  denen  Wurzeln  der  zugehörigen  Exponentenglei- 
chungen übrig  geblieben  sind,  ist  dann  in  derselben  Weise  zu  verfahren. 
Es  werden  auf  diese  Weise  die  Hauptunterdifferentialgleichungen  des  ersten 
<-anonisclien  15estundtheiles  von  F,„  ermittelt.  Nun  wird  nach  Xo.  7.  I  die 
1  »ifferentialüleicliung  gebildet,    welche    die  Integrale  dieser  llauptunterdiffc- 
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reiiti;il<;lei('liniig-en  vereinigt  enthält.  Der  Ditferentialausdruek  derselben 
stellt  sich  als  ein  System  normaler  Ditt'erentiahiusdrücke  dar  (No.  8,  II  C,  a)) 
und  ist  der  erste  canonische  Bestandtheil  F^^^(lJ,x)  von  F„,(ji,x).  Alsdaim 
wird  F,„(y,-i')  durch  das  System 

(1.)       F^,^(y,x-)  =  y,,       F„,(j/„a;) 
dargestellt.      Es    ist    nun    der    homogene    lineare   DifferentiaUiusdruck    mit 
rationalen  Ooefficienten  F,„,  in  derselben  Weise  zu  behandeln. 

III.  Die  fundamentalen  determinirenden  Factoren  von  F„„  bei  denen 
Wurzeln  der  zugehörigen  Exponentengleichungen  übrig  geblieben  waren, 
bei  einem  singuläreu  Punkte  von  F,„  =  0  sind  die  fundamentalen  determi- 
nirenden Factoren  von  F,„,  bei  diesem  Punkte,  und  die  übrig  gebliebenen 
Wurzeln  jener  Exponentengleichungen  lassen  sich  mit  den  Wurzeln  der  zu 
den  fundamentalen  determinirenden  Factoren  gehörenden  Exponentenglei- 
chungen von  F,,,.  so  paaren,  dass  die  Wurzeln  eines  Paares  sich  nur  um 
eine  ganze  Zahl  unterscheiden  (No.  3,  III,  (12.)). 

Es  können  nun  in  F,„,  =  0  noch  neue  singulare  Punkte  auftreten. 
Bei  einem  solchen  Punkte  ist  der  charakteristische  Index  in  F,„,  =  0  gleich 
Null,  die  Integrale  sind  gemäss  Fj,)  =  y,  einwerthig,  daher  die  Wurzeln  der 
Exponentengleichuug  ganzzahlig.  Die  im  Endlichen  liegenden  neu  hinzu- 
tretenden singulären  Punkte  in  F„,,  =  0  sind  ((!.);  No.  2,  (14.))  auch  in  F^^•,  =0 
singulär  und  umgekehrt,  zugleich  sind  dieselben  in  F,,,  =  0  ausserwesent- 
licli  singulär  (No.  6,  I  A)).  Ein  solcher  Punkt  sei  x  =  a,  die  Coefficienten 
in  F(,,  seien  durch  </,  bezeichnet,  so  ist  i(7,(.T— o)|^^„  eine  negative  ganze 
Zahl.    Die  singulären  l'unkte  von  F,„  =  0  im  Endlichen  seien  a^,(o.  =  1, ...  ;f), 

Z 

{x—a^)(x—a.^...(x-a,)  =  (p(x)^  bei  ic  —  0  sei  (/^  =  1  gesetzt,    q^  sei  gleich  ~-, 

wo  Zi,  iV,  keinen  gemeinschaftlichen  Factor  haben;  es  sei  aus  N^  das 
Polynom  hergeleitet,  welches  die  von  einander  verschiedenen  linearen 
Factoren  von  Ny  einfach  enthält.  Wird  dieses  Polynom  durch  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  zwischen  demselben  und  (('(x)  dividirt,  so  werde 
das  Polynom  /(j^)  erhalten.  Daiui  liefern  die  Wurzeln  von  ;f (.t)  =  ü 
die  neu  hinzutretenden  singulären  Punkte  im  Endlichen ,  dieselben  seien 
«;-(a(o  =  1,  ••  •  ^)-  Aus  dem  Umstände,  dass  die  Wurzeln  der  Exponenten- 
gleic^hungen  von  F^,)  =  0  und  F,„  =  Ü  bei  o,^,,  ganzzahlig  sind,  und  aus  der 
Form  der  Exponentenglei(^hungen  ergiebt  sich,  dass  die  verschiedenen  line- 
aren Factoren  a;— 0^+^(11  =  1, ...  A)  im  Allgemeinen  in  dem  einen  oder  anderen 
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Nenner  der  rationalen  Coeffieienten  in  F^,,  mul  F,„  mit  verschiedenen  Expo- 
nenten vorkommen  werden.  Alsdann  ergeben  sieli.  indem  man  die  Poly- 
nome herleitet,  welche  die  in  den  Nennern  gleichvielfach  vorkommenden 
Factoren  X— a^+,,  einfach  enthalten,  Divisoren  von  xi^)  (Abh.  Bd.  91,  p.  179). 
Nachdem  nun  bei  den  singulären  Punkten  von  F„,.  =  0  die  funda- 
mentalen detcrminirenden  Factoren  und  die  Wurzeln  der  zugehörigen  Ex- 
ponenteugleichnngen  bestimmt  sind,  wird  F,„,  in  derselben  Weise  behandelt 
wie  F„.  Dieses  Verfahren  ist  fortzusetzen,  so  lange  Wurzeln  aller  funda- 
mentalen Exponentengleichungen  (No.  3,  III)  von  F„  =  0  noch  übrig  sind, 
bis  entweder  F„,  vollständig  durch  ein  System  normaler  canonischer  Bestand- 
theile  dargestellt  ist,  oder  bis  man  auf  einen  Differentialausdruck  stösst,  der, 
gleich  Null  gesetzt,  eine  Differentialgleichung  ergiebt,  die  nicht  mehr  die 
Integrale  einer  Differentialgleichung  mit  normalem  Differentialausdrnck  ent- 
hält; dieser  Differentialausdruck  ist  dann  der  nichtnormale  canonische  Be- 
standtheil  von  F,„. 

12. 

Die  verschiedenen  Fälle  in  der  canonischen  Form:  Beispiele. 

I.  Die  canonische  Form  von  F„,(ij,x)  bestehe  aus  nur  einem  nor- 
malen canonischen  Bestandtheile.  Dann  sind  die  Integrale  von  F,„  =  0 
durch  die  Hauptunterdifferentialgleichungen  dieser  Differentialgleichung  ge- 
geben. Die  Integrale  einer  Hauptunterdifferentiiilgleichung  sind  das  Pro- 
duct  eines  determiuirenden  Factors  und  der  Integrale  einer  Differentialglei- 
chung mit  regulärem  Ditterentialausdruckc.  Einen  l)itterentialausdruck  F,„ 
mit  nur  einem  normalen  canonischen  Bestandtheile  bildet  man  durch  Her- 
leitnng  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung,  welche  die  Integrale 
mehrerer  Differentialgleichungen  mit  normalen  Diff'erentialausdriicken  und 
von  einander  verschiedenen  detcrminirenden  Factoren  vereinigt  enthält.  Zu 
solchen  Difterentialausdrücken  gehört  derjenige,  in  dem  die  Coefficienten 
constant  sind  (vgl.  Abh.  Bd.  91.  No.  9.  I),  ferner  jeder  reguläre  und  über- 
haujjt  jeder  normale  Differcntialausdruck. 

II.  Die  canonische  Form  von  F,„{ff,  x)  bestehe  aus  mehreren  nor- 
malen canonischen  Bestandtheilen.  Die  Integrale  von  F,„  =  0 .  wenn  die 
canonische  Form  aus  normalen  canonischen  Bestandtheilen  besteht,  werden 
in  der  dritten  Alitheihiiig  beliandelt. 

Einen    l'iffereiitialausdnick   F,„    von    mehreren    caiionisclien    Bestand- 
Journal  für  Matlicmatik  Bd.  XC'Vl.  lieft  3.  3() 
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theileii  kann  man  wie  in  AIjIi.  Bd.  95,  No.  6,  I  angegeben  ist,  bilden. 
Wenn  man  bereits  eine  canonisclie  Form  von  s— 1  normalen  canonischen 
Bestandth eilen  hat 

(1.)       Fo)=t/„     F,,,  =  j,,,     ...     F(,_,,  =  2/,_,,     F(,_„ 

und  wenn 

(2.)       F(„_„  =  t,„_„     F,,j 

eine  canonische  Form  von  zwei  canonisc^hen  Bestandtheilen  F^,_,)  und  F,,) 
ist,  so  bildet  auch  das  System 

(3.)       Fo)  =  2/,,     F,,,  =  ;/,.     ...     F(,_,)  =  y,_j,     F(,5 

eine  canonische  Form  mit  den  Ik'standtheilen  F,,,  bis  F,,,.  Ff,,  kann  dabei 
normaler  oder  nichtnormalcr  canonischer  Bcstandtheil  sein.  Denn  die  Inte- 
grale einer  Differentialgleichung  mit  normalem  Ditferentialausdruck,  welche 
das  System  (3.)  zu  Null  machen,  müssen  wegen  (2.)  auch  das  System  (1.) 
gleich  Niül  machen  (No.  7,  II;  No.  8,  II  B,  h);  C,  «)),  woraus  folgt,  dass  F^,) 
erster  canonischer  Bestandtheil  des  Ditfercntialausdruckes  (3.)  ist.  Auf  die- 
selbe Weise  ergiebt  sich,  dass  Ff^-^  zweiter  canonischer  Bestandtheil  von  (3.) 
ist,  u.  s.  w.  Um  ein  System  (2.)  mit  normalen  canonischen  Bestandtheilen 
zu  bilden,  werden  n  solche  Systeme  (2.)  mit  zwei  normalen  Diiferentialaus- 
drü(;ken  aufgestellt  /",.  =  ?/,,  (f,.  (r  =  1,  ...  n)  gemäss  Abb.  Bd.  95,  No.  6,  I. 
Die  dctermiuircnden  Factoren  in  (pr(r=  1,  ...w)  seien  unter  einander  und  von 
denen  in  /;  =  0  (r  =  1, . . .  «)  verschieden.  /|.  =  0  (r  =  1, . ..  «)  seien  die  Ilaupt- 
unterdifferentialgleichungen  von  Ff,,,,  =  0.  Die  Integrale  von  F^,_^^  —  0  und 
f>=y\i  (fr  =  0  werden  vereinigt  in  F^,_i^  =  y',  V<-  =  0,  die  von  ^f'r  —  O  (r=^l,...w) 
hl  F(,)  =  0,  so  hat  das  hierdurch  erhaltene  System  F,,_,)  =  «/,_i,  Fj,,  die 
verlangte  Eigenschaft  (s.  Abb.  Bd.  95,  No.  6,  1).  Einen  Differentialausdruck 
F(,)  als  uichtnormalen  canonischen  Bestandtheil  erhält  man,  wenn  bei  einem 
singulären  Punkte  in  F^,^  der  charakteristische  Index  gleich  der  Ordnung 
ist  und  die  Coefficienten  so  gewählt  sind,  dass  in  F^,y  keine  Hauptpotenzen 
(No.  4,  I)  vorhanden  sind. 

III.  Die  canonische  Form  von  F,„(2/,  x)  enthalte  einen  ui(;htnormalen 
canonischen  Bestandtheil.  Derselbe  sei  F^_x(s,  x).  Wird  der  reciproke 
Differcntialausdruck  von  F,„_v  genommen  F„,_y(s,x)  und  nun  von  diesem 
die  canonisclie  Form,  so  sei  dieselbe  (py.(s,  x)  =  Si,  Fi,(«i,  .t),  wo  (fix  das 
System  A^'ter  Ordnung  der  normalen  canonischen  Bestandtheile,  F    der  nicht- 
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norimile  caiiouische  Hestaiidthoil  von  der  Ordnung  M.  IMe  von  <f,y^  und 
Ff,  reciproken  Diiterentijilausdrüidve  seien  durch  (fy  und  F„  l)ezeielinct. 
Daun  wird  F„,^y  durch  das  System 

(4.)       Fy(!/,  x)  =  s',     (py.(s',  x) 

dargestellt,  wo  cfy.  sich  au('li  auf  s'  redu(;ireu  kann.  Fj,  lässt  sich  also 
nicht  mehr  durch  ein  System  von  homogenen  linearen  Differentialausdrücken 
mit  rationalen  Coefficienten  darstellen,  von  denen  der  erste  oder  der  letzte 
Bestandtheil  ein  normaler  Diflferentialausdruck  ist  (Abh.  Bd.  91,  No.  9,  III). 
Bei  den  singulären  l'unkteu  von  F,„_y,  die  auch  in  F,„  singulär  sind,  wer- 
den nach  No.  11  die  fundamentalen  determinirenden  Factoren  von  F„,_v 
aus  solchen  von  F,„  bekannt  und  die  Wurzeln  der  zugehörigen  Exponenten- 
gleiehungen  bis  auf  ganze  Zahlen.  Hieraus  leitet  man  bei  denselben  Punkten 
nach  No.  3,  III  (Schluss)  die  fundamentalen  determinirenden  Factoren  und 
Wurzeln  der  zugehörigen  Exponentengleichungen  des  reciproken  Ausdruckes 
F„,_,v  her.  Bei  allen  anderen  singulären  Punkten  von  F,„,.v  ist  der  charak- 
teristische Index  Null,  sind  die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  ganzzahlig. 
F„,(y,  x)  hat  nun  gemäss  No.  10  die  Darstellung 

(ö.)  "f'^Oj,  x)  -=  s,  F„(s,  x)  =  s',  (px.(s',  x). 
Bei  dem  von  F„,  reciproken  Ausdrucke  F„  braucht  ni<!lit  y  y.  gleich  dem 
Systeme  der  normalen  canonischen  Bestandtheile  zu  sein.  Au('h  braucht, 
wenn  ein  Differentialausdruck  aus  mehreren  normalen  canonischen  Bestand- 
tlieilen  besteht,  der  von  dem  letzten  dieser  Bestandtheile  reci|)roke  Aus- 
druck nicht  der  erste  canonische  Bestandtheil  des  von  dem  ursprünglichen 
Differentialausdrucke  reciproken  zu  sein  (Abh.  Bd.  91,  No.  9,  III). 

Die  Betrachtung   von    Integralen    der   Differentialgleicliung    F,„  =  0, 
wenn  F„,  die  Form 

(6.)  ^,(y,  x)  -  s,  F,„_,(s,  x) 
hat,  kommt  in  folgeiulen  Fällen  auf  die  der  Differentialgleichung  4>^.  =  0 
zurück.  Wenn  in  F,„  ..v  bei  einem  Punkte  der  charakteristische  Index 
tu—N  ist,  so  müssen  reguläre  Integrale  von  F,„  —  0  bei  diesem  Punkte  in 
<f)y  =  0  enthalten  sein.  Dasselbe  findet  in  Bezug  auf  irgend  ein  System 
normaler  Elementarintegrale  (No.  3,  I)  von  F„,  =  0  mit  demselben  deter- 
iiiinirenden  Factor  e'"  statt,  wenn  in  e~"'F,„  v(e"'s,  .r)  der  charaktorisrische 
Index  m~N  ist.     Ist  e'"  bei  einem  Punkte  ein  fundamentaler  determiuireuder 

3U* 
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Factor  von  F,„  und  in  e^"'F,„(e"'y,  x)  der  charakteristische  Index  bei  diesem 
Punkte  Null,  so  wird  ein  zu  untersuchendes  Integral  von  e~"F,„(e"//,  .x-)  =  0 
durch  einen  liomogenen  linearen  Ausdruck  mit  constanten  Coet'ficienten  von 
m  regulären  Integralen  dargestellt,  wobei  die  constanten  Coet'ficienten 
rationale  Ausdrücke  von  Constanten  in  den  Entwickelungen  der  Integrale 
bei  diesem  Punkte  sind  (No.  20,  15,6));  hieraus  ist  zu  ermitteln,  ob  in 
den  Ausdruck  eines  Integrales  nur  Integrale  von  e~"'*v(e"'</,  a;)  =  0  ein- 
gehen. Wenn  F„  ein  bei  einem  singulären  Punkte  von  F,„  —  0  normaler 
Ditferentialausdruck  (No.  9)  ist,  so  erhält  man  die  Integrale  von  F,„  =  0 
bei  diesem  Punkte  wie  in  dem  Falle  II. 

In  Betreff  der  weiteren  Betrachtung  von  Fy,(s,  x)  s.  No.  26. 


Dritte  Abtlieiliing. 

Die  Integrale  der  DiÜ'erentialgleichungen,  deren  Differentialausdi'uck 
durch  ein  System  normaler  Differeutialausdrücke  darstellbar  ist. 

13. 

Darstelluug  der  Integrale  durch  Systeme  normaler  Elcmentarintegrale  und  Form  der  Eiitwiekelung 

der  Integrale. 

I.  Der  Differentialausdruck  F,„(y,  x)  ni^^''  Ordnung  sei  durch  ein 
System  normaler  Ditferentialausdrücke  darstellbar.  F,„  =  0  enthalte  die 
Integrale  einer  Differentialgleichung  ^/^  =  0  L''?'  Ordnung,  wo  ¥^i  durch  ein 
System  bei  dem  Punkte  x  —  a  normaler  Differentialausdrücke  (No.  9) 

(1.)       F„Xy,x)  =  y,,     F„X«/.,a;)  =  »/..,     •  •  •     F„^(y,^,,x) 
dargestellt  sei,  worin 

(2.)       F„^  =  e"-%(e-^y,  x), 

e"*  der  determinirende  Factor  bei  x  —  a,  F,,^(^y,  x)  der  bei  x  =  a  reguläre 
Difterentialausdruck  f^^*"^'  Ordnung  ist.  Alsdann  hat  F„^  —  0  ein  System  von 
Integralen  folgender  Form.  Die  Wurzeln  der  Exponentengleichung  von 
F„^  =  0  bei  x~a  seien  ra.  (b  =  l,  ...f/<)  und  so  geordnet,  dass  diejenigen, 
die  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  auf  einander  folgen,  und  unter 
diesen  der  reelle  Theil  der  vorhergehenden  nicht  kleiner  sei  als  derjenige 
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der  folg-emlcii.      Die  Integrale  von  F„^  =  0  liabeu  dann  die  Form 

(3.)       Vxjdxt,! ...  fv^dx  ((■  =  1,...«^^ 

wo  Vi^{x-d)''*(fi^^{x\  f«,  =  ra-ri(i,_,)-l,  f^,  = '"ti  ist,  y'«' eine  Entwiekelung 
der  Formc„J"-^(a:— a)'\   Modc„^0,  hat,  worin  c„  willkürlich,  —    eindeutig 

bestimmt  ist,  welche  in  einem  Kreise  nm  x=a  als  Mittelpunkt  convergirt 
(No.  1,  II).     Die  Integrale  (3.)  werden  auf  die  Form  gebracht 


(4.)        n,  fdxv,,^v,,f...  fr.fl^.^v^tdx 


(b  =  ),...ai)^ 


(5.)       n,  =  (a.-a)'"-"+'v'H.(^)  (^  =  ''-«*> 

ist,    j/'h,    eine   Entwickelung   der  Form   J'c,,(a;-a)%    Mod  c„?~  0,   hat.      Die 
Integrale  von  F„^  =  0  sind  nun 

(6.)  ,U,,J^dx/l-'  U,,J.  .  y^»r(J_l)  l'kb  dx  (6  =  1, ...  aj)  ^ 

wo 

(7.)       ,//,„  -  e "*)/,,  (i-  =  r,...«^) 

ist.      Alsdann   werden    gemäss  No.  2   (9.),  (10.),   (11.)   die  Integrale    von 
^',,  =  0  dargestellt  durch 

(8.)  ,"l/rfj',"r\".'/---/,"7_'i,".,rfx-  (a  =  l,...£)j 

wo  der  Zeiger 

(9.)     a  =  'Ta^+h  =  kb  {^z^:::X""^" 

zu    setzen    ist,     dann     die    ii     ans    (7.)    zu    entnehmen    sind     (vgl.    Abh. 
13(1.  83,  No.  9). 

In  einem  Systeme  normaler  Klementarintegrale  (8.)  wei-den  die  Inte- 
grationen successive  in  den  einzelnen  Gliedern  der  Entwickelungen  ausge- 
führt, wobei  jedes  ]\[al  das  constante  Glied  in  der  Entwi(;kelung  (Integra- 
tionsconstante)  aniuillirt  wird.  Hierzu  werden  folgende  Formeln  in  Bezug 
auf  die  Integralfunction 

(10.)         /  (x—ay  tp(x—a)(\og(x—a'))"  dx 

angewandt,  wo  y'(x—a)  eine  analytische  Function  ist,    die  in  einem  Kreise 
um  x  =  a   als  ]\Iitteli)unkt,    alijiesehen  von    diesem   l'unkte,   einwcrthig  und 

stetig  ist,  daiier  eine  Entwickt'lung  der   Foini    Jro,,(j-— o)''4--2' c^^"")'  l**^*. 


(11.) 
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n  gaiizzahlig-  uiiil  gleicli  oder  g-rö.sser  ;ils  Null  ist.    r  sei  nicht  gaiizzalilig, 
so  tritt  die  Formel  ein 

[  /i(x—(i)(\og(x—a))"dx  =  i](x—a)(\og(x—a)y'—n/'Q(x~a){\og(x—a))"~^dx, 

y^(x—a)  =  (x—ay'if>(x—a),     ri{x-a)  =  /  §(x—a)dx,     'C,(x—a)  —     _    T](x—a), 

k 
r  sei  ganzzalilig  und  (x—ay'iii(x—a)=^(x~a)  =  — ^-{-§(x—a^  gesetzt,  so 

wird  die  Formel  angewandt 


y 


n^-«)(log(x-o))"rfx  =   -^(log(ar-a))-> 


i  +  i 
(12.)        (  +i](x—a)(\og(x-a)y'—n/Q(x—a)(\og(x—a)y'^'^dx, 

7j(x-a)  =fi(x-d)dx,       'Q(^-a)  =  -^—^  n{x-a), 

wo  das  (konstante  Glied  in  t](x—a)  annullirt  wird. 

Zunächst  wird  in  einem  Ausdrucke  (8.)  intcgrirt,  so  lauge  in  je  zwei 
auf  einander  folgenden  Elementarintegralen  «t,_i  und  /^i,  die  determinirenden 
Factoren  übereinstimmen.  Hierdurch  ergiebt  sich  ein  Ausdruck  U  —  e^U, 
e"  ist  der  determinirendc  Factor,   U  geht  aus  einem  Integralausdrucke 

(13.)       Dt,  =  v^jdxv^^v^^j ...  1  %\\v^dx 

für  b  =  c  hervor,  wo  y^  von  der  Form  (x— a)'''"  ^cj^x  —  a)".  Med  c„  ^  0, 
ist,  und  hat  daher  die  Entwickelung 

(14.)       (.r-a>'j/,(x-a)+/,,(a;-a)log(a;-a)  +  ---+/„(.T-«)(log(a;-a))"-'|,, 
in   welcher   die   Grossen  x   Entwickelnngen    der   Form   J;c,(.r  — «)"    haben. 
Dann  siiul  ferner  in  einem  Integrale  der  Form 

(15.)      1^1 1 1  dx  i^h^  i-h  I  •  •  •  /dx^'k-i^'k/l'ik^Udx 

die  Integrationen  auszuführen,  in  welchem,  wenn  e"*  der  determinirende 
Factor  in  ii^  ist,  u-w^  von  Null  verschieden  ist.  Aus  (14.)  und  (15.)  ergiebt 
sich  als  allgemeine  Form  der  Entwi<'kelung  des  Integrales  (8.) 

(16.)  (x~ay^'\(fi(.i--a:)  +  (f2(x-a)\og(x-d)  + ■■■  +  ({•, (j^-a)0'Og(x-a)y-'\, 
wo  c  eine  ganze  Zahl  ist,  die  Grössen  cp  Entwickelungen  der  Form 
^"c,(a;— a)'+^c,,(a;— a)'  haben,  von  denen  zunächst  ermittelt  ist,  dass  sie  in 
einem  gewissen  Kreise  um  x  =  a,  abgesehen  von  diesem  Punkte,  gelten. 
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IL  Wenn  durch  Y  ein  Ausdruck  der  Form  (16.)  bezeichnet  wird 
und  das  Resultat  eines  Umganges  um  x  =  a  durch  [Y]  und  bei  dem  Inte- 
gi-ale  l\dx,  in  dessen  Entwickelung  das  constante  Glied  annullirt  wird, 
das  Resultat  des  Umganges  durch  f  fYdx\,  so  ist 

(17.)       [J'yäx]  =  f[Y]dx^-c, 

wo  in  l[Y'\dx  die  Integrationsconstante  annullirt  wird,  c  das  constante 
Grlied  in  der  Entwickelung  von  f  fYdxl  ist.  Wenn  der  Exponent  (>  in 
der  Entwickelung  von  Y  nicht  ganzzahlig  ist,  so  wird  c  gleich  Null.  Die 
Ausdrücke  (13.),  in  denen  der  Exponent  des  letzten  Elementarintegrales 
sich  von  p  nur  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet,  seien  durch  £/,,  f/^,  bis 
Uc  _j  bezeichnet,  und  wenn  diese  Ausdrücke  statt  U  in  (15.)  eingesetzt  wer- 
den, so  seien  die  hierdurch  erhaltenen  Grössen  (15.)  tfp^g,  yp+,_i  bis  y  ^.j. 
Alsdann  seien  diejenigen  Ausdrücke  (8.),  in  denen  a^k  ist,  und  der  Expo- 
nent in  dem  letzten  Elementarintegral  sich  von  p  nur  um  eine  ganze  Zahl 
unterscheidet,  die  Grössen  y^  bis  y^.  Der  Exponent  r—  1  in  der  Entwicke- 
lung (16.)  von  «/„  (a  =  1,  .  . .  p+q)  ist  höchstens  gleich  a-1.  Nun  erhält 
man   bei  einem  positiven  Umgange  (in  der  Richtung  von  4-1   nach  +i) 

(18.)       [^J  =  e^'-?l£/^  +  c,f7,  +  -  +  c,,.f7,,_.:, 

wo  Ci  l)is  Cp+,_i  Constante  sind.  Wird  in  der  Entwickelung  von  y^.^,^  der 
Form  (16.)  der  Umgang  vorgenommen  und  werden  für  ^^+,  bis  y,  die  Ent- 
wickelungen  der  Form  (16.)  eingesetzt,  so  müssen  die  Coefficicnten  der 
gleich  hohen  Potenzen  von  log(a;— a)  auf  beiden  Seiten  in  (19.)  überein- 
stimmen. Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Factoren  derjenigen  Potenzen  von 
log(ic— a)  in  y^^,^,  in  denen  der  Exponent  ^1  ist,  sich  als  homogene 
lineare  Ausdrücke  mit  constanten  Coefficicnten  von  den  Factoren  der  Po- 
tenzen von  log(a;— ff)  in  y^+,,-i   bis  y,  darstellen. 

Aus  letzteren  Relationen  und  indem  man  die  Furtsetzung  der  Inte- 
grale von  F„,  —  0  in  einem  Gebiete  betrachtet,  in  welchem  ktin  s^in- 
gulärer  I'uiikt  dieser  1  )ifferentiulgleichung  liegt,  folgt  nun  suecessive, 
dass    die    Factoren    der   Potenzen    von    l()g(a;  — a)    in    den   Entwickelungen 
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von  //,  bis  yj,^_,^  mit  (x  —  d)~-  nuiltipliciit  in  dem  Kreise  um  x  =  a  als 
Mittelpunkt,  der  durch  den  nächsten  singuläreu  Punkt  von  F,„  =  0  hin- 
durchgeht, abgesehen  von  x  =  a,  einwerthige  und  stetige  analytische  Func- 
tionen sind.  Das  Innere  des  um  den  (singuläreu  oder  nichtsingulären)  Punkt 
X  —  a  als  Mittelpunkt  geschlagenen  Kreises,  der  durch  den  nächsten  sin- 
guläreu Punkt  einer  homogenen  linearen  Dittereutialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten  geht,  ist  der  Bezirk  des  Punktes  x  =  a  bei  dieser  Diiferential- 
gleicliung  genannt  worden.  Das  Aeussere  des  Kreises  um  x  =  0  als  Mittel- 
punkt, der  durch  den  entferntesten  im  Endlichen  liegenden  singnlären  Punkt 
hindurchgeht,  ist  der  Bezirk  des  Punktes  x  =  ?<o  (vgl.  Abh.  Bd.  87,  No.  1). 

III.  Wenn  nun  F,„  in  der  Dift'erentialgleichung  F,„  =  0  durch  ein 
System  bei  x  =  a  normaler  Differentialausdrücke  dargestellt  ist  und  luan 
von  den  in  diesen  Ausdrücken  vorkommeiulen  determinirenden  Factoren  bei 
X  =  a  die  zugehörigen  Exponentengleichungen  (No.  9)  nimmt  und  deren 
Wurzeln  aufstellt,  so  entspricht  nach  II  einer  Gruppe  von  A  Wurzeln,  die 
sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  eine  Gruppe  von  X  Integralen  von 
F,„  =  0  mit  Entwickelungen  der  Form  (16.),  in  denen  der  Exponent  q  +  c 
sich  von  diesen  Zahlen  nur  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet,  der  Exponent 
T— 1  successive  höchstens  gleich  0,  1,  bis  /— 1  wird.  Die  Functionen  (p(x—d) 
sind  in  dem  Bezirke  von  x  =  a  bei  F,„  =  0,  abgesehen  von  diesem  Punkte, 
einwerthige  und  stetige  analytische  Functionen  uiul  die  Factoren  derjenigen 
Potenzen  von  \og(x—a)  in  der  a**^"  F^ntwickelung,  in  denen  der  Exponent 
>  1  ist,  sind  homogene  lineare  Ausdrücke  mit  constanten  Coefficienten 
von  den  Factoren  der  Potenzen  von  \og(x—a)  iu  der  ersten  bis  (a— l)'cn 
Entwickelung. 

IV.  Enthält  F,„  =  0  die  Integrale  von  '/^i  =  0,  wo  V\  durch  ein 
System  (1.)  bei  dem  Punkte  a;—3c  normaler  Dift'erentialausdrücke  gegeben  ist, 
so  wird  X  =  /-'  gesetzt,  F,Xi/,  x)  =  (-ty  F:,(y,  f),    'I\(y,  x)  =  (-tJ-KCy,  0, 

/"...(.y, ^)  =  (-tTK^y, 0  und  r^^"'^--^"->V:,.(<"'"'"- '"'-''y, 0  =  F:,(y, 0- 

Dann  ergiebt  sich  für  '/'K?/,  t)  das  System  bei  /  =  0  normaler  Differeutial- 
ausdrücke  (No.  2,  IV;  No.  3,  III) 

(20.)    F:xy,i^  =  y..^  F:xy,,t)  =  y.  ...  i^:,; («/.-., 0, 

und   es  sind    nun   die  Integrale  von   '/'"/,  =  Ü  bei  /  =  0  darzustellen.      In   die 

1 
Entwickelung  derselben  von  der  Form  (16.)  wird  t  =  —  eingesetzt,  alsdann 

gelten  diese  Entwickelungen  in  dem  Bezirke  von  x  =  -c  bei  F„,  =  0. 
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14. 

Darstellung  tler  normalen  Elementarintegrale;  Differentialdcterminanten. 

Die  m  linearunabbäugigen  Functionen  y^  bis  y,„  seien  auf  die  Form 
gebracht 

(1.)       yi  =  «i,     y,  =  vijv,dx,      .  .  .      y„  =  vijdxv,.../v„,dx. 

Werden  diese  Ausdrücke  und   ibre  m—l  ersten  Ableitiuig-en  in   die    Deter- 
minante 

«/i  y2         ■  ■   ■        y„, 


(2.) 


dx 


dx 


dx 

d"'-'y„^ 


=  D 


dx'"-^         da;""-'         "    '    "        rfx'"-* 

eingesetzt,  so  erg'iebt  sieb  iiacb  einem  Satze  von  Hesse  (dieses  Journal 
Bd.  54.  p.  249) 

(3.)     D  =  <».r^..^'„. 

Sind  die  Grössen  (1.)  m  liuearunabbängige  particnläre  Integrale  einer  liomo- 
geneu  linearen  Differentialgleicbung  m'«'  Ordnung,  in  welcber  der  Coefticient 
der  böcbsten  Ableitung  gleicb  1,  der  Coefficient  der  (;«— l)'«"  Ableitung 
gleicb  pi  ist,  so  ergiebt  sich  nach  einem  Satze  von  Liotwille 

(4.)        D  =  e'-^'""' 

(vgl.  Abb.  Bd.  87,  p.  260).  Bildet  man  mit  den  a  ersten  Grössen  (1.)  die 
Determinante  (2.)  für  m  =  a,  so  ist  dieselbe 

(5.)        D,  =  v'[»5~'...»,,. 
Hieraus  fola-t 


(6.)       V,  =  />, 


D.D^ 


D„,^.D., 


{Hesse  1.  c.  (71.)).     Bringt  man  die  Grössen  (1.)  ;iuf  die  Form 

(7.)        ,"i,     fiij ii~^  ii,dx,     .  .  .      <'i/rfa;,"r',"j/- ■•/.",„ -i"„.'/-c, 

wo  //,,  =  Ol »i. ..»,,,  so  wird 

(8.)       D„  =  ,(/,//,...//,, 
daher 

(9.)  .U,  =  A,        /'.  =  #-  Ca 

i'a-l 
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(Vgl.  Abb.  V,i\.  87,  No.  7,  III  b)).  Die  Determinante  (2.)  von  m  Grössen 
j/i  bis  y„,  möge  die  Differendaldelermwante  dieser  Grössen  bcissen. 

Um  nun  die  Grössen  i\i  No.  13,  (5.)  vollständig  darzustellen,  bat 
man  von  F„  =  0  die  a^  Integrale  No.  13,  (4.)  dureb  Ausdrücke  der  Form 
No.  13,  (14.)  zu  entwickeln,  aus  diesen  Integralen  die  «^  Diflferentialdeter- 
minanten  (2.)  für  m  =  1  bis  et,;,  zu  bilden  und  erbält  »'»-  gemäss  (9.).  Die  o"<' 
der  genannten  Determinanten  bat  gemäss  (8.)  eine  Entwickelung  der  Form 

(10.)        Z)„  =  (x.-a)'    "'  ^        W^x), 

wo  V^„(^x)  eine  Entwickelung  der  Form  2^c^(x.—ay^  Mod  c„^(),  bat.  Nacb- 
dem  daber  in  den  Ausdruck  (2.)  für  m  =  a  die  Entwickelungen  der  a  ersten 
Integrale  No.  13,  (4.)  unter  der  Form  No.  13,  (14.)  eingesetzt  sind,  bat 
man  die  Glieder,  welcbe  (log(a;— «))",  «^1,  entbalten,  wegzulassen.  Es 
stellt  sieb  y^a(a^)  dann  als  eine  ganze  rationale  Function  von  Potenzreihen 
mit  positiven  ganzzabligen  Exponenten  dar,  die  in  den  P^ntwickelungen  der 
Integrale  von  F„,  =  0  entbalten  sind,  von  Ableitungen  dieser  Potenzreihen 
und  von  Potenzen  (x—d)"^  wo  u  ganzzablig  und  positiv,  mit  Coefficienten, 
die  ganze  rationale  Ausdrücke  der  Exponenten  r^,  mit  rationalen  Zahl- 
coefficienten  sind.     (Vgl.  Abb.  Bd.  87,  No.  7,  III  6);  Bd.  91,  p.  110.) 

Was  nun  die  Entwickelung  der  Integrale  No.  13,  (4.)  unter  der 
Form  No.  13,  (14.)  angebt,  wenn  diese  Integrale  zu  einer  Gruppe  von 
Wurzeln  (>i  bis  (*,  als  Exponenten  gehören  (No.  1,  II),  die  sich  nur  um 
ganze  Zahlen  unterscheiden  und  in  der  in  No.  13,  I  angegebenen  Reihen- 
folge stehen,  so  gilt  Folgendes:  Wenn  in  den  Grössen  Vt,  No.  13,  (3.)  die 
/>'^  (>,— (>s+l  ersten  Glieder  entwickelt  sind  (zu  dem  Zwecke  sind  in  dem 

rf"*'"'«  — 

Coefficienten  von  — -—=7-  in  F„,  =  0  die  ß  ersten  Glieder  von  (x-d)~'  an  zu 

entwickeln),  so  erhält  man  die  ß  ersten  Glieder  von  (x—a)"  an  in  den 
Grössen  /(x—a)  in  dem  Ausdrucke  No.  13,  (14.),  der  zu  dem  Exponenten 
(>  gehört,  gemäss  No.  13,  (11.),  (12.)  durch  Integration  der  analogen  ß  ersten 
Glieder  in  den  Summanden  der  successive  zu  integrirenden  Ausdrücke; 
und  zwar  verschwinden  diese  Glieder  in  dem  Factor  der  höchsten  Potenz 
von  log(a:— o),  die  mit  von  Null  verschiedenem  Factor  in  je  einem  solchen 
Ausdrucke  vorkommt,  nicht  alle.  (Abb.  Bd.  83,  No.  9,  (21.)).  Die  vollstän- 
dige Darstellung  der  Grössen  -/{x.—a)  geht  dann  aus  den  Sätzen  der  fol- 
genden Nummer  hervor. 


Tliome,  :iur  Theorie  der  linearen  Dijfereniialijleichniigen.  243 

15. 

Homogene  lineare  Diffeieutialgleichungeu  mit  rationalen  Coefticienten,  welchen  die  Factoren  der 
Potenzen  des  Logarithmus  in  der  Entwickelung  der  Integrale  genügen. 

I.  Wird  ein  Integral  der  Form  No.  13,  (16.)  in  die  Differential- 
gleichung mit  rationalen  Coet'licientcu 

eingesetzt,  und  wird  alsdann  naeli  Potenzen  von  log(x— a)  geordnet,  so 
muss  der  Coet'ficient  jeder  solchen  Potenz  verschwinden.    Daraus  ergiebt  sich 

(2.)       F,„{(x-ay^'ip,(x-a),  x)  =  0, 
(3.)       F,„((x~ay'^'(p^(x~a),  x)  —  /'^_,,,  (a  =  r-r,...i)j 

wo  /■f_,,  ein  homogener  linearer  Ausdruck  von  folgenden  Grössen  ist: 
(ic— a)°+'</',,^,  und  den  Ableitungen  dieser  Function  bis  zur  (w— l)"""  Ord- 
nung, (x-a)"+V.i+2  U"(l  fl^"  Ableitungen  bis  zur  (/»— 2)*«"  Ordnung  u.  s.  w. 
bis  (x—ay-'^'<pr  und  den  Ableitungen  bis  zur  (m— (t— a))*«"  Ordnung.  Die 
Coetficieiiteu  in  diesem  Ausdrucke  sind  ganze  rationale  Functionen  der 
Grössen  p,  bis  p,„_^i  und  (x—a)'%  wo  s  ganzzahlig  und  positiv  ist,  mit 
rationalen  Zahlcoefticienten  und  werden  daher  rationale  Functionen  von  x. 
(S.  die  Abh.  des  Herrn  Fuchs  Bd.  68,  No.  1,  II). 

Die  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  werden  angewandt,  um  direct  für  die 
Function  (x— a)"+V»(^— a),  ohne  dass  über  die  Functionen  (o-— a)?'"(/i,,(.r— a) 
(a  =  T,  ...1)  irgend  etwas  bekannt  ist,  eine  homogene  lineare  Differential- 
gleichung mit  rationalen  Coefticienten  und  dem  Coefficienten  der  höchsten 
Ableitung  gleich  1  herzuleiten,  welche  alsdann  zur  weiteren  Untersuchung 
der  Function  (x—ay^'cpkC-'^—a)  gebraucht  wird.  Hierzu  dient  der  Satz,  dass, 
wenn  y,  ein  Integral  einer  homogenen  linearen  DiftVrentialglcichung  F^"  =  0 
und  y,  ein  Integral  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  F*^'' =  Ü 
ist,  alsdann  die  Summe  yi  +  i/i  ein  Integral  derjenigen  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  ist,  welche  die  linearunabhängigen  Integrale  von 
FC)  =  0  und  F^'^  =  0  vereinigt  enthält  und  welche  man  nach  No.  7,  I  und 
II  bildet. 

Es  wird  nocli  das  N'erfahreii  aiigewaiult,  aus  der  h(/mogeneii  linearen 
Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefticienten  und  dem  Coefficienrcu  der 
höchsten  Ableitung  gleich  1  </'„(//,  x)  —  0  diejenige  lierzuleiten,  weldier  die 
s'""  Ableitungen    der  Integrale   uiul    nur    diese  geniigen.      Man  erhält    eine 
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Differentialgleichung,  welcher  die  ersten  Ableitungen  der  Integrale  von 
'P„  =  0  und  nur  diese  genügen,  indem  man  in  4>„  =  0,  wenn  der  Coeffieient 
von  y  von  Null  verschieden  ist.  durch  denselben  dividirt,  alsdann  differentiirt 
und   in   diesem   Falle,    so    wie   wenn    der   Coeffieient   von   y  verschwindet, 

—-JL  =  y^  setzt.     In  derselben  Weise  ist  dann  weiter  fortzufahren  (vgl.  die 

Abhandlung  des  Herrn  Fuchs  Bd.  68  dieses  Journals,  p.  383).  In  der  erhal- 
tenen Differentialgleichung  wird  der  Coeffieient  der  höchsten  Ableitung- 
gleich  1  gesetzt;  die  höchste  Ableitung  kann  auch  nullter  Ordnung  sein,  so 
dass  die  Differentialgleichung  ^,  =  0  wird.  Ist  ferner  R(x)  eine  rationale 
Function,  so  erhält  man  aus  *„(«/,  a;)  =  0  eine  Differentialgleichung,  wel- 
cher /?(a-)j/ =  j/'  genügt,  R{x)4>„[(R(x))~^y',x\  =  Q  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten  und  dem  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1. 

IL  A)  Setzt  man  nun  in  (3.)  a  =  T— 1,  so  werden  vermittelst  der 
Differentialgleichung  (2.)  nach  dem  Vorhergehenden  die  homogenen  linearen 
Differentialgleichungen  für  die  Summanden  in  /j  aufgestellt,  und  durch 
successive  Vereinigung  der  Integrale  derselben  in  einer  Differentialgleichung 
wird  die  Differentialgleichung  für  f^  hergeleitet;  dieselbe  enthält  rationale 
Coefficienten  und  den  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  1.  Wird 
in  diese  Differentialgleichung  für  /■,  der  in  (3.)  links  stehende  Ausdruck 
eingesetzt,  so  erhält  man  für  (ar  — ay^'y,_i  eine  homogene  lineare  Differen- 
tialgleichung mit  rationalen  Coefficienten  und  dem  Coefficienten  der  höchsten 
Ableitung  gleich  1. 

Nun  kann  mau  vermittelst  dieser  Differentialgleichung  und  der  Diffe- 
rentialgleichung (2.)  in  derselben  Weise  aus  (3.)  für  a  =  t— 2  die  Diffe- 
rentialgleichung für  (x—a)'''^'(p^_i  herleiten;  u.  s.  w.  Es  ist  hierbei  über 
die  Beschaffenheit  der  Grössen  (a;— a)^+'9?,,  (a  =  T.  ...1)  in  dem  Integrale 
der  Form  No.  13,  (16.)  von  F,„  =  0  nichts  vorausgesetzt,  so  dass  auch 
irgend  welche  derselben,  darunter  (x— ßr)-'+'y)^  verschwinden  dürfen.  (Abb. 
Bd.  87,  No.  7,  I  A)). 

B)  F„(y,  x)  sei  ein  Differentialausdruck,  wie  der  in  No.  13,  (1.). 
Unter  den  in  No.  13,  III  betrachteten  Gruppen  von  Integralen  von  F„  =  0, 
in  deren  Entwickelungen  sich  die  Potenzen  von  x—a  nur  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden,  enthalte  diejenige,  in  welcher  die  grösste  Anzahl  von  Inte- 
gralen vorkommt,  q  derselben.  Setzt  man  t  in  (2.),  (3.)  gleich  q  und 
bildet  nun  nach  Ä)  die  Differentialgleichung  für  (x— «)"+'</)„  so  sei  dieselbe 
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durch  S(y,  x)  bezeichnet.  Dann  genügen  dieser  Differentialgleichung  die 
Factoren  von  (log(a;— a))"  in  den  Integralen  jeder  Gruppe,  und  da  sich  als 
homogene  lineare  Ausdriicke  dieser  J'atrtoren  mit  constanten  Coefficienten 
nach  No.  13,  III  alle  Factoren  der  Potenzen  von  log(a;— a)  einer  Gruppe 
darstellen,  so  genügen  5  =  0  alle  Factoren  der  Potenzen  von  log(a;— «). 
Kennt  man  von  F,„  =  0  die  höchste  Potenz  des  log(a;— a),  die  in  den  Ent- 
wickelungen  bei  a;  =  o  thatsächlich  vorkommt,  und  ist  dieses  die  /"^,  so  kann 
man  in  (2.),  (3.)  r  =  l  setzen  und  die  Differentialgleichung  für  (x  —  ay'^'(p^ 
herleiten  T(^,  x)  =  0;  derselben  genügen  dann  ebenfalls  alle  Factoren  der 
Potenzen  von  log(.r-a).     (Abb.  Bd.  87,  No.  7,  I  B)  etc.). 

C)  Ist  in  F„,  =  ü  (1.)  der  charakteristische  Index  bei  x  =  a  gleich 
Null,  so  dass  die  Integrale  von  F„,  =  0  bei  x  —  a  regulär  sind,  so  ist  dieses 
auch  der  Fall  bei  den  Differentialgleichungen,  welche  die  Ableitungen  ent- 
halten. Daher  enthält  die  Differentialgleichung  für  f^  auch  nur  reguläre 
Integrale  und  in  der  nach  Ä)  gebildeten  Differentialgleichung  für  (a;— o)?+Vf^_, 
ist  der  charakteristische  Index  bei  x=  a  gleich  Null  (No.  2,  II  A)).  Das- 
selbe findet  demnach  allgemein  statt  für  die  nach  A)  hergeleiteten  Diffe- 
rentialgleichungen für  (rr— «)p+'7?.,  (a  =  t— 1. ...  1).   (Abb.  Bd.  87,  No.  7, 1  C)). 

D)  Wenn  in  (1.)  die  Coefficienten  p  in  einem  um  den  Punkt  x  =  a 
als  Mittelpunkt  geschlagenen  Kreise ,  abgesehen  von  x  =  a,  beliebige  ein- 
werthige  und  stetige  analytische  Functionen  von  x  sind,  so  gelten  auch  die 
vorigen  Betrachtungen.  Die  Coefficienten  der  Differentialgleichungen  des 
■Satzes  A)  setzen  sich  rational  mit  rationalen  Zahlcoefficienten  aus  den  p, 
ihren  Ableitungen  und  (.t  — «)'',  b  ganzzahlig,  zusammen.  Nur  kann  die 
Herleitung  dieser  Differentialgleichungen  auf  Schwierigkeiten  führen,  die 
bei  rationalen  p  im  Allgemeinen  nicht  bestehen,  indem  nämlich  diese  Her- 
leitung zu  beurthcilen  erfordert ,  ob  ganze  rationale  Functionen  der  vorhin 
genannten  Grössen  identisch  verschwinden.     (Abb.  Bd.  87,  No.  7,  I  Z))). 

III.  A)  Wenn  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  mit 
rationalen  Coefficienten  mir  dem  genieinschaftlichen  Nenner  der  Coefficienten 
multiplicirt  wird,  so  ergiebt  sich  aus  der  Ditterentialgleichung  für  die  Coeffi- 
cienten in  einer   Entwickelung  ^Cj(a;  — o)°"'""+,Zc,,(a;— o)?"'"",    die    der    Difie- 

rentialgleichung  genügen  soll,  eine  Kecursionsforniel  mit  constanter  Anzahl 
der  Glieder.  Diese  Glieder  können  nicht  alle  identisch  verschwinden,  weil, 
wenn  die  Ordnung  der  Differentialgleichung  M  ist,  die  Potenz  a"  nicht  aus 
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der  Kecursionsformel  ausfalleu  kann.  Es  bleibt  ilemnach  eine  endliehe 
Anzahl  Coefticienten  zu  bestimmen,  worauf  die  übrigen  die  Kecursions- 
formel liefert.  Ist  also  eine  Differentialgleichung"  des  Satzes  II  ^4),  welcher 
(j;— a)"+V/t  gt^nüg"'^)  hergestellt,  so  erhält  man  aus  derselben  eine  solche 
Kecursionsformel  für  die  Coefficienten  in  der  Entwickelung  von  (p^. 

ß)  Hei  der  in  No.  14  betrachteten  Differentialglci(!hung  F„^  =  0  ist 
der  charakteristische  Index  bei  x  =  a  gleich  Null ,  daher  ist  dieses  auch 
der  Fall  (II  C))  bei  der  Differentialgleichung  S  =  0  oder  7'=  0,  die  nach 
II  B)  aus  F„  =  0  hergeleitet  wird,  welcher  die  Functionen  (x—ayx  in  i'^'' 
Entwickelung  der  Integrale  von  F„^  =  0  No.  13,  (14.)  genügen.  Man  kann 
nun  in  /  nach  No.  14  beliebig  viele  Coefficienten  bestimmen  und  erhält 
aus  iS  =  0  oder  T  =  0  eine  Kecursionsformel  zur  Bestimmung  der  übrigen 
(lll  A)).  Zugleich  wird  diese  Differentialgleichung,  da  sie  bei  x  —  a  den 
charakteristischen  Index  gleich  Null  hat,  zur  weiteren  Untersuchung  der 
Functionen  x  augewandt  (No.  18.).  (Vgl.  Abh.  Bd.  87,  No.  7,  II,  wo  unter- 
sucht ist,  welche  Integrale  der  Form  (j— o)-"'^'^c,(x— o)'\  c  ganzzahlig,  diese 
Differentialgleichung  erfüllen.) 

16. 

DurstoUuug  tlei-  Factureu  der  Putcuzeu  des  Logarilliiiius  in  der  Entwickelung  der  Integrale   ilun-li 

bestimiute  Integrale. 

I.    Gemäss  No.  13,  (10.)  ist  die  Darstellung  der  Integralfuuction 

(1.)         /  (x—aj  ili(x—a)(log(x—a))"  dx 

zu  geben,  wo  ifi(x—a)  eine  Entwickelung  der  Fovm  ^c,,{x—ay+j:  c,,(x~ay 
hat,  n  ganzzahlig  ^  0  ist, 

A)    Der  Exponent  r  in  (1.)  sei  nicht  gauzzahlig. 

Die  Integralfunction 

(2.)      J(x-ay>l>(x-a)dx, 

in  deren  Entwickelung  die  lntegrations(H)nstante  annuUirt  werden  soll,  wird 
in  folgender  Weise  durch  ein  bestimmtes  Integral  dargestellt.  Ein  Integral, 
erstreckt  über  die  Peripherie  eines  Kreises  um  den  Nullpunkt  der  Con- 
structiousebene  als   Mittelpunkt    mit    dem    Kadius  1    von    1    an    in    positiver 

Kichtung  (von  +1  nach  +/  hin)  bis  zu  1  zurück,  werde  durch  /   bezeichnet. 


I 
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Dann  ist.  wenn  der  Anfangswerth  von  log«  für  «  =  1  gleich  Null  genommen 
wird  und  a  ganzzaLlig  ist, 

(3.)        -rj—r  f'or^'da  =     ,  ^     ,     f' e^'^^^"''''da  = 1— j-, 

V    J         e^i-r—i  J  e-""-— 1  ./  »-+0  +  1  ' 

1 
Die  Integration  in  den  einzelnen  Gliedern  der  Poteuzreihen  ist  gestattet, 
weil  die  Reihen  für  Werthe  x  innerhalb  eines  Kreises  um  x  =  a  (abgesehen 
von  X  =  a)  und  die  in  Betracht  kommenden  Werthe  a  in  gleichem  Grade 
convergiren.  (Ueber  die  Convergenz  in  gleichem  Grade  vgl.  Abh.  Bd.  87, 
No.  4,  Anfang). 


Wird  nun 


(5.) 


etc. 


gesetzt,  so  ergiebt  sich  durch  Anwendung  von  Formel  No.  13,  (11.)  für  die 
Function  (1.)  die  Darstellung 

(x-ay^'\U,(x-a)(log(x-a)y~nU,(x-aX[og(x-a)y-' 


^^■^  M-ra(«-l)£73(a.--a)(log(x-o))"-----  +  (-l)"«(n-l)...l£/.+,(x-a)|. 
In  den  bestimmten  Integralen  kann  dann  die  Function  u>(x—a)  eine  andere 
Darstellung  als  durch  lieihenentwii-kelung  erhalten.  (Abh.  Bd.  87,  No.  7,  III; 
Bd.  91,  No.  1 ;  Bd.  95,  No.  1). 

E)    Der  Exponent  r  in  (1.)  sei  ganzzahlig. 
(x—ay^(x—a)  sei  gleich   W(x—a)  gesetzt, 

"^(x-o)  -  ZKix-ay^'lKix-ay  ^  ^^-  +  §{x-ay 
A'_,  wird  gegeben  durch 

wo  der  Radius  R  einem  Kreise  um  x  —  a  als  Mitteli)unkt  innerhalb  des 
Kreises  für  die  Entwickelung  von  'F  angehört.  Es  ist  nun  die  lutegral- 
function 

(8.)      ß{x-a)dx 
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darzustellen,  in  deren  Entwickelung  die  Integrationsconstante  annullirt  wird. 
Der  Antang-swerth  von  log,?  für  /?  =  1  werde  gleich  Null  genommen.  Dann 
ist  für  positive  ganzzahlige  Werthe  a,  Null  einbegriffen : 

1 
Es  werde 

L^Ä„(cc— a)"  =  (f(x—a), 

(10.)    :. 

\^kXx-ay   =  (.T-öO-'zCCa^-a)  ') 
o-esetzt.     Dann  wird,  weil  die  Potenzreihen  ip(x—a)  und  /Xu)  in  ihren  Con- 
vero-enzkreisen   in   gleichem   Grade   eonvergiren  und      ^°7     von   0    bis    1 
sich  ändert, 

(12.)       |A&^  =   _  (.=^/,((_)-,^)i^. 

Es  ero-iebt  sich  ferner,  wenn  R'  und  /J"  Radien  von  Kreisen  um  x  =  a  als 
Mittelpunkt  innerhalb  des  Kreises  für  die  Entwickelung  von  'F  sind  und 
R'<CR"  ist,  aus  der  Cauchy-Laurentschen  Integralformel  für  W(x—a) 

(13.)  <p{x-a)  =/'^    i-(.f  äx^'^^p-'^C^''^)'    Mod(a:-«)/l"-<l, 

1 

(14.)  yXi--r)=/^  i-cJar^R'l  '^(^'^)>  Mod(.-a)-/J'<l. 
Wird  nun 

(IB.)    !."/-^»'.((-<.)-Ef)  =  y-(^"-^ 

1  ^ 

\    1 
(16.)       )  ./■■  -5^  W.  ((.-»)-  ^)  =  ^  «',((.-»)-). 
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gesetzt,  so  erg-iebt  sich  voi-inittelst  Foniicl  No.  lo,  (12.)  für  die  Fuiiotioii 
(1.)  die  Darstellung: 

(17.)        ^       +i(^a;-a}]'\(_x-aH(x-ay  W^,((a;-a)-')j(log(a.-a))" 

-n[(x-a)V,(x-a)+(x~a')-'  W.,((x-ay')](\og(x-a')y~'-i-... 
\...  +  (-iy'n(n-l)...l[(x-a)V„^,(x-a-)+(x--a-)-'W„+,((x-a)-% 
Die  Integrale  T'  gelten  für  Werthe  von  x,  bei  denen  ^lod(x—a)<ZR"  ist, 
die  Integrale  W  für  Werthe  von  x,  bei  denen  Mod(a;— a)>ß'  ist,  und  die 
Darstellung  (17.)  für  Werthe  von  x,  bei  denen  ß'<.Moi\(x—a)<  R"  ist. 
In  den  bestimmten  Integralen  kann  dann  die  Function  V^  eine  andere  Dar- 
stellung als  durch  Reihenentwickelung  erhalten.     (Abh.  Bd.  95,  No.  1). 

II.  Um  nun  vermittelst  dieser  Formeln  die  Functionen  (x—ay'^'cf^x—a) 
in  No.  13,  (16.)  darzustellen,  wird  ein  Kreis  mit  einem  Radius  /?„  so  ange- 
nommen (s.  No.  18),  dass,  wenn  Mod(.t;— a)<;ß„  ist,  die  Functionen  ^I\(x) 
No.  14,  (10.)  und  daher  die  Functionen  (/^«.(a;)  No.  13,  (5.)  einwerthig,  stetig 
und  von  Null  verschieden,  die  Function  x(x—d)  No.  13,  (14.)  einwerthig 
und  stetig  sind.  Dann  werden  die  Darstellungen  (6.)  und  (17.)  successive 
auf  das  Integral  No.  13.  (15.)  angewandt.  Wird  der  Exponent  r  in  einem 
Ausdrucke  (1.)  ganzzahlig,  so  kommt  Formel  (17.)  zur  Anwendung.  Die 
Darstellung  gilt  dann  in  einem  Kreisringe  um  x  =  a  für  il',<;  Mod (a;—o) 
<ZR"<iR,i-  Kommt  in  der  Folge  wieder  ein  ganzzahliger  p]xponent  r  in 
der  zu  integrirenden  Function  vor,  so  ist  zur  Anwendung  von  (17.)  ein 
Kreisring  mit  den  Radien  /?',  und  R','  zu  nehmen,  sodass  R[<CR'><iR'i<iR'i 
ist,  u.  s.  w.  Man  kann  hierbei  den  Ausdruck  (17.)  mit  (cc— a)~'''+'^  multi- 
])liciren  und  den  Factor  (.t— a)''^'  heraustreten  lassen,  wie  in  (6.),  alsdann 
wird  in  No.  13,  (16.)  c  =  A-.  Man  erhält  also  </:,,(a;-a)  in  No.  13,  (16.) 
durch  eine  Summe  von  bestimmten  Integralen,  dieselben  in  endliclier  An- 
zahl, dargestellt,  und  diese  Darstellung  gilt  in  einem  Kreisringe  um  x  =  a 
als  Mittelpunkt.  Die  Integrationen  in  einem  solchen  bestimmten  Integrale 
sind  die  durch    /    bezeichneten  und   die  Integrationsvariabein  kommen  vor 

wie  die  a  in  (ö.),  die  ji  in  ^^  in  (lö.),  (16.).  wie  die  /.  in  (^7.).  (13.), 
(14.).  Jedes  n  führt  einen  Factor  .,^,.,._ .  ein,  wo  /•  nicht  ganzzalilig  ist, 
iedes /:<  einen  Factor    ,    .,, ,  jedes  /.  einen  Factor    .,  -.   Das  l'ruduct  dieser 

Joiiiiial  für  MatlieiiKitik   lid.  XCVl.   Holt  3.  32 
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Factoieii  sei  diiicli  A  bczeic-liiiet  und  das  Prodnct  der  übrigen  unter  den 
Integralzeichen  vorkommenden  Grössen  durch  B.  Dann  sei  das  Product 
AB  unter  die  Gesanimtheit  der  Integralzeichen  gestellt.  B  enthält  als  eine 
Gruppe  von  Factoren  e"''i/'H.,  e""'*)/'^,'  aus  den  fr,  fr\  e"x{x—a)  aus  No.  13, 
(14.),  (15.)  und  c(.r— a)'\  a  ganzzahlig,  c  eine  rationale  Zahl  aus  (6.)  für  a  =  0 
und  (17.).  In  Factoren  dieser  Gruppe  ist  x—a  mit  1  oder  mit  Integrations- 
variabein ß  multiplicirt,  und  ausserdem  kann  an  Stelle  von  x—a  eine  Inte- 
grationsvariable wie  R'l,  R"l  aus  (7.).  (13.),  (14.)  eintreten.     Ferner  kann 

B  als  eine  zweite  Gruppe  von  Factoren  Grössen  von  der  Art   ._,  _  Yn»i>._i 

R'  X 

und  -^j — -7 ,^-  aus  (13.),   (14.)    enthalten.      In    diesen   Factoren   steht 

1  — \jJC — Cl  )      Li,  A 

mit  x—a  bezüglich  (a;— «)"'  nuilti|)licirt   ein  Product  von  Variabein     ^    .    . 

sodann  wie  in  den  Factoren  der  ersten  Gruppe  mit  x—a  multiplicirt  1  oder 
ein  Product  von  Integrationsvariabein  a,  und  dabei  kann  noch  an  Stelle  von 
x—a  eine  andere  Integrationsvariable  /?'/.,  R'^l  eintreten. 

III.  Die  Formeln  (6.)  und  (17.)  sind  auch  zur  Darstellung  der 
Integralfunction  No.  13,  (15.)  anwendbar,  wenn  von  den  Grössen  ,»  und  U 
nur  vorausgesetzt  wird,  dass  sie  in  einem  Kreisringe  um  a;  =  a  als  Mittel- 
punkt von  der  Form  (x-aYip^x)  sind  und  if'Cx)  in  diesem  Gebiete  ein- 
werthig,  stetig  und  von  Null  verschieden  ist,  wie  in  den  in  der  Einleitung 
(4.),  (5.)  betrachteten  Integralen.  Alsdann  gilt  auch  für  die  Entwickelung 
der  Form  (1.),  (2.)  der  Einleitung  die  Darstellung  der  Coefficienten ,  wie 
sie  in  der  folgenden  Nummer  gegeben  ist.     (Vgl.  Abh.  Bd.  95.) 


17. 

Entwickelung  der  Factoren  der  Potenzen  des  Logarithmus  in  dem  Ausdruck  der  Integrale. 

Von  der  Entwickelung  einer  Function  <p(x—a)  in  No.  13,  (16.)  unter 
der  Form  .Zc,,(a;— a)''+^  c,^(x—ay  (No.  13,  I  und  II)  braucht  man  nur  eine 

0  -1 

endliche  Anzahl  Coefficienten  zu  bestimmen,  alsdann  liefert  die  übrigen 
eine  bekannte  Recursionsforrael  (No.  15,  II  ß),  III  A)).  Eine  Function  <p 
ist  in  einem  Kreisringe  um  x  —  a  als  Mittelpunkt  durch  eine  Summe  von 
l)estimmten  Integralen,  dieselben  in  endlicher  Anzahl,  dargestellt  (No.  16.).  Die 
iMitwickelung  eines  Summanden  f(x—a)  unter  der  Form  2^li,(x-ay-\-2^  k^,{x-ay 
ist  vorzunehmen.     Der  Coefficient  A-,,  wird  durch  das  Integral 
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^^■^    ^■-  -  f-^  mr-'fiR-Q 


gegeben .  wo  li  der  Katlius  eines  Kreises  um  x  =  a  als  xMittelpunkt  in 
jenem  Kieisringe  ist.  f  ist  dureh  ein  bestimmtes  Integral  ausgedrückt,  in  f 
steht  unter  der  Gesammtheit  der  Integralzeichen  das  in  Ko.  16.  II  bezeichnete 

Product  AB.  Das  Product  B  enthält  Factoren  der  Form  e",  ?r  =  ^c_,(x— a)~\ 
dieselben  haben  Entwickelungen  der  Form  l+J;/»-_a(a;— o)  '\  Factoren  »/'^t,, 
V'a7.'  (No.  13,  (5.))  aus  den  u  und  ,»"',  /  (No.  13,  (14.))  mit  Entwickelungen 
der  Form^Ä-,,(j-a)\  Factoren  c(x.—a)%  a  ganzzahlig,  alsdann  noch  Factoren 

-j — 7 <7p„,.  ,  ,   — . — -, .  ■  ,„,     .  deren  P^ntwickelungen 

(2.)        {B"l)-'Z{x-ay{R"l)-\     R'lk{x-ay\R'iy 

sind.  Diese  Entwickelungen  convergiren  in  ihren  Convergenzgebieten  un- 
bedingt, d.  h.  die  Eeiheu  der  Moduln  convergiren.  Nachdem  an  Stelle  von 
x—a  bezüglich  (x—a)~^  die  in  No.  16,  II  bezeichneten  Variabein  eingesetzt 
sind,  sei  eine  solche  Entwickelung  durch  S  bezeichnet.  Enthält  eine  Reihe 
S  noch  x—a,  so  tritt  in  (1.)  R'C,  an  Stelle  von  x—a.     Es  ist 

I\Iod  f/  =  Mod  l  =  Med  S  =  1     und    -^^  <  1. 

Da  die  an  Stelle  von  x—a  tretenden  Grössen  R'j-,  /?"/,  R'C,  im  Convergenz- 
gebiete  der  Reihe  liegen,  so  convergirt  eine  Reihe  S  noch,  wenn  die  Coeffi- 

cienten  durch  ihre  Moduln  ersetzt  sind,  und  1   an  Stelle  von  a,  — *-^^,  A,  t 

'  '      im.         '  - 

tritt.  Eine  solche  Reihe  sei  durch  S,  bezeichnet^  Die  Reihen  S  seien  mit 
einander  multiplicirt  nach  dem  Schema,  in  welchem  die  Stellenzeiger  der 
Glieder  positiv  genommen  werden.  Das  Product  sei  die  Reihe  T.  In  der- 
selben Weise  seien  die  Reihen  S,  mit  einander  niultii)licirt.  deren  Product 
sei  Tj,     Es  steht  nun  unter  der  Gesammtheit  der  Integralzeichen  in  (1.)  die 

Grösse  -s — -(R'0~'^^^AT.      Die    Reihe    T   werde    in    zwei    Theile    ü,etheilt 

T'-\-T",  wo  7"  die  Cilieder  bis  zu  einem  Stellenzeiger  «.  T"  die  übrigen 
enthält.  Aus  der  Reihe  7',  ergiebt  sich,  dass  die  Reiiie  T  tür  die  in  Be- 
tracht kommenden  Werthe  der  Variabein  in  gleichem  Grade  convergirt. 
Es  besteht  also  ein  Stellenzeiger?',  so  dass  für« ;>r  und  jene  Werthe  der 
Variabein  Mod[-.y  —  (/It)"''"'-'!^" J.^^cV   bleibt,    wo   <)'    eine    beliebig    klein 

32* 


252  TliDine,  iiir  TheOi-ie  der  linearen  DiffereniinUßeichnngen. 

vorgeschriebene  Grösse  ist.      Ans  T-T  =  T"   ersieht  man.   dass   die   Inte- 
"•rationen  an  der  Grösse -ir-^(ßL)'~'.4T"    vollzogen  werden  können,   und 

o  lim   ^ 

ans   dem  Vorherg-eheiuleu,   wenn  a,  ß,  l,  'C  gleieli   e"   gesetzt   wird,    dass 
der  Modiil  dieses  Integrales  <(T(27i)'  ist,   wenn  s-raal  integrirt  wird.     Also 

ist  die  Reihe   ^  ' .   (fig)~'''~M7'    integrirbar    durch    Integration    in    den    ein- 

zelnen   Gliedern.      Da    jedes    Integral    /  ^-^-^ ,     /  ^^—■~-    gleich 

1  1 

Null  ist,  wenn  a  von  —1  verschieden,  sonst  gleich  1,  jedes  Integral 

I 


f 


dct 


einir_\  -      r  +  a+i  ' 

/•   nicht    ganzzahlig,   jedes    Integral    /  (-g|^)    ^^.^    "-=T+T'    ^    »'"^^' 

zahlig  und  ^0,  so  werden  die  einzelnen  Glieder  in  der  integrirten  Reibe 
unabhängig  von  den  Radien  ß!,.  R[',  R  in  der  Darstellung  von  f  durcb  die 
Formeln  aus  No.  16  und  in  (l.)  und  ergeben  sich  als  ganze  rationale  Aus- 
drücke der  Constanteii  in  den  Grössen  (No.  IB,  (15.))  e'°,  e",  ip^^^  i/'ü-',  Pf'Und 

,  wenn   (j  — Th,   nicht  ganzzahlig,   a  ganzzahlig  ist,  mit  rationalen 

?  —  '■«' +ci 

Zahlcoefficienten ;  man  braucht  daher,  um  diese  Glieder  aufzustellen,  auch 
den  Radius  /?„  aus  No.  16,  II  nicht  vorher  zu  bestimmen.  Eine  einfach  un- 
endliche Reihe  dieser  Ausdrücke  stellt  den  Coefficienten  k,  (1.)  dar.  Einen 
beliebig  angenäherten  Werth  von  ä-,  ,  sowie  den  vorhin  genannten  Stellen- 
zeiger j'  in  der  Reihe  T  kann  man  nach  den  Angaben  der  folgenden  Nummer 
bestimmen.  Eine  Summe  von  Grössen  A-,,  in  endlicher  Anzahl  giebt  den 
Coefficienten  c,  in  der  Entwickeluiig  von  (p{x-a).     (Abb.  Bd.  95,  No.  2). 


18. 

Üeieolmung  der  iu  der  vorigen  Xummer  betraelitcteu  Fuiictioueu  mit  vorgeschriebener  Anniilierung. 

I.  Ein  bestimmtes  Integral  f{3-—d)  aus  der  Summe  derjenigen, 
welche  nach  No.  16  eine  P^inction  cf  No.  13,  (16.)  in  einem  Kreisringe  um 
X  =  a  darstellen,  enthält  unter  der  Gesammtheit  der  Integralzeichen  das  iu 
No.  16,  II  genannte  Pioduct  AB,  wo  B  ein  Product  von  den  Reihen  S  ist, 
die  in  No.  17  angegeben  sind,  dieselben  seien  in  der  Anzahl  g  vorhanden. 
Jede  dieser  Reihen  S(,,,  sei  in  zwei  Theile  getheilt  ■S(,,)+/S[',),  wo  SJ,,,  die 
Glieder  bis  zu  einem  gewissen  Stellenzeiger  enthält.    Dann  wird  B  =  B'+B" 
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gesetzt.  Avo  ß' =  SJ,,S(,,) ...  SJ,,)  ist.  Für  die  in  lietradit  komiiiemlen  Werthe 
der  Integiatioiisvarialjeln  und  für  die  Werthe  x  in  einem  Kreisringe  uui 
x  =  a  als  Mittelpunkt  innerhalb  des  Kreisringes,  in  welchem  die  Dar- 
stellung von  f(x-a)  gilt,  sei  Mod S(,,) ^ jJ/j,,, ,  Mod S(,',) ^ f (,„ .  so  ist 
Mod  S(,,)^i]/(, )+{(,).  Wenn  man  daher  die  f(,^  hinreichend  klein  nimmt,  so 
wird  Mod  B"  kleiner  als  eine  vorgeschriebene  Grösse.  Das  Integral  in 
Bezug  auf  den  Ausdruck  AB— AB'  =  AB"  kann  daher  auch  dem  Modul 
nach  kleiner  als  eiue  vorgeschriebene  Grösse  gemacht  werden  (vgl.  Xo.  17). 
Die  Integratiou  an  AB'  vollzogen  liefert  eine  ganze  rationale  Function  von 
x—a  und  (x— «)"'  mit  Coefficienten.  die  ganze  rationale  Ausdrücke  der  am 
Schlüsse  der  vorigen  Xummer  genannten  Constauteu  sind.  Diese  Function 
sei  f(x~d),  und  es  sei  f(x—d)—f'(x—a)=f"(x—a).  Durch  Addition  von 
Functionen  f  ergiebt  sich  eiue  Function  (f(x—a)  (Xo.  13,  (16.)).  Die 
Summe  der  in  diesen  Grössen  f  vorkommenden  /"  sei  durch  (ff  bezeich- 
net, die  Summe  der  f"  aureh  7:".  Die  Function  (p  ist  dann  eine  ganze 
rationale  Funciiiiii  von  x—a  und  (,r— a)"'  mit  Coefficienten,  die  ganze 
rationale  Ausdrücke  gegebener  Constanten  sind.  Es  ist  in  einem  Kreis- 
ringe um  x  =  fl  als  Mittelpunkt  Mody^C,  Mod  <p"^;f,  Mod  y'<C4-x,  wo 
gemäss  den  Voraussetzungen  ein  Werth  von  C  bekannt  wird.  y.  kleiner  als 
eine  vorgeschriebene  Grösse  gemacht  werden  kann. 
Wenn  bei  einer  luitwickelung 

(1.)     i:cj'+~£c,e 

eine  positive  Grösse  ;)/  bekannt  ist  gleich  oder  grösser  als  der  Jlodul  der 
Entwickelung  für  Werthe  i,  bei  denen  /i';^  Mod  c<Iß"  ist,  R'  und  R" 
innerhalb  des  Convergenzriiiges  liegen,  R'<zR"  ist,  so  i!^t  für  /?'</? <R" 

MüdCa^-ij;^.     Daraus  ergiebt  sich 

(2.^      ^ioc\^^cJ'^\.2...t-^,A^ij^      Modc<;ß;'</?". 

(3.)       Mod^^c,r^l.2.../-^^r£|yTr       Modc^/j;>/J'. 

Wird  in  die  Summe  der  Ausdrücke  (2.)  und  (3.)  rechts  tür  M  gesetzt 
C,   y.,    C  +  y,    so    erhält    man  Werthe    gleich    oder    grösser    als    bezüglich 

■\jod — -    ,    Mod      '',    ,    Mod   ','^-   in   dem  Kreisringe    mit   dvn    l>;\dien  R\ 

dif  dx'  ilx'  " 

und  /?','. 
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Eine  beliebig  angenäherte  Berechnung  einer  ganzen  rationalen 
Function  der  Integrale  No.  13,  (16.)  und  ihrer  Differentialquotienten  mit 
rationalen  Zahlcoefficienteu  geschieht  nun  dadurch,  dass  (p  =  (f'-\-(f>"  gesetzt 
wird,  und  der  Theil  des  Ausdruckes  berechnet  wird,  in  welchem  (p'  an  Stelle 
von  q)  steht,  während  der  übrige  Theil  des  Ausdruckes  in  einem  Kreisringe 
um  x  =  a  nach  dem  Vorhergehenden  dem  Modul  nach  beliebig  klein  gemacht 
werden  kann.  In  derselben  Weise  kann  man  den  Coefficienten  /»-,,  No.  17, 
(1.)  beliebig  angenähert  berechnen,  und  den  in  No.  17  genannten  Stellen- 
zeiger j'  in  der  Reihe  T  bestimmen.     (Abb.  Bd.  91,  No.  3;  Bd.  95,  No.  3). 

II.  Es  bleibt  also  zu  zeigen,  wie  man  von  einer  Reihe  S  in  I  eine 
Grösse  M  ermittelt,  so  dass  Mod  S  f;^  M,  und  wie  man  S  =  S'+S"  setzen 
kann,  so  dass  Mod  S"^  s,  wo  f  eine  beliebig  klein  vorgeschriebene  Grösse 

ist.     Alan  erhält  aus  (1.)  und  Mod  c,  <^  -^ 

(4.)       Mod  1  c, r^  ^  (^)" --iiTT-       Mod  S ^ ß'/ <  R", 

(5.)        Mod  J?  c,  r  ^  (-^) -jr-       Mod  ^^  ß',  >  ß'. 

Die  Grössen  rechts  können,  wenn  M  bekannt  ist,  durch  hinreichende  Ver- 
grösscrung  von  n  beliebig  klein  gemacht  werden;  es  bleibt  also  M  zu  be- 
stimmen. In  dieser  Beziehung  sind  die  Grössen  t/^jt,,  V«*)  Xa(F'~^)  ■^^*  1^? 
(5.),  (14.)  zu  betrachten,  was  darauf  hinauskommt,  die  Ausdrücke  V^,(a^)  und 
(y^„(a;))~'  No.  14,  (10.)  zu  untersuchen,,  da  man  von  den  übrigen  Grössen 
S  einen  Werth  M  unmittelbar  erhält.  Die  Untersuchung  von  ('/^i(a:))~'  be- 
steht darin,  von  '/^,(a;),  bei  welchem  Mod  ^;,(a)'^0  ist,  eine  positive  Grösse 
K  zu  ermitteln,  so  dass  Mod '/^„(a-)  > /f,  wenn  Mod(a;  — a)^r  ist. 
H\(x)^'F^,{a)+{x-a)W^^\x-a).  Mod  7^$''  sei  < /T'  für  Mod(a;-a)^r', 
und  es  sei  Mod  ¥'"„(a)-rÄ'>0  für  r<^r\  so  ist  Mod  '■F,{x)'^MoiVF,(a)-rK' 
für  Mod  (x—a)  ^  r.  Das  weitere  Verfahren  kommt  nun  unter  Benutzung 
der  Relation  (2.)  und  der  Relation  (4.)  für  re  =  1  darauf  hinaus,  für  Func- 
tionen der  Art  wie  die  /  No.  13,  (14.)  in  dei'  Entwickelung  der  Integrale 
einer  Differentialgleichung,  deren  Differentialausdruck  bei  dem  Punkt  a 
regulär  ist  (No.  9)  eine  Grösse  M  ^  Mod  x  füi"  Mod  {x~a)  ^  L  zu  bestimmen. 
(Abh.  Bd.  91,  No.  3,  111,  p.  110-114.)  Eine  solche  Function  /  =  lc^,(,r~ay 
genügt   selbst   einer  Differentialgleichung   mit   rationalen   Coefficienten    und 
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dem  charakteristischen  Index  hei  x^a  gleich  Null,  die  man  aufstellen 
kann  (No.  15,  II  B,  C)).     Dieselbe  sei 

(«■)    ^+''.-£^+••■+''.»  =  0. 

Es  werde 

(7.)       P^-,{x~ay  =   Q^(^a)  +  ix-a)Q^:\x) 

gesetzt.  Nun  sei  tJ/,,  eine  reelle  Grösse  >0,  gleich  oder  grösser  als  die 
Moduln  der  rationalen  Functionen  Q\(x)  (a  =  1, ...  s)  für  Werthe  x  auf  einem 
Kreise  um  x  =  a  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  R,  der  kleiner  ist  als  der 
des  Bezirkes  von  x=  a  in  der  Differentialgleichung  (6.).  Dann  ergiebt 
sich  aus  (6.) 

(8.)       Mod!|c,(x-ay]^i?„(l-4-) 

für    Mod  (.T  — a)  <^  ß' < /?•      i/,i    ist    eine    positive    Grösse,    die    aus  der 

Relation   g-o'l^,  I^  Mod  c,,  (a  =  0, ...  ^'-1)   hervorgeht,    wo  die  Zahl    k'  und 

die  positiven  Grössen  ö,,  sich  ohne  Weiteres  bestimmen  lassen,  y  eine 
reelle  Grösse,  so  dass  0  <  ;^  <  1  ist.     (Abh.  Bd.  91,  No.  3,  IL) 


19. 

Fortsetzung  der  Integrale  durch  Umgang  um  einen  singulären  Punkt. 

In  No.  13,  II  ist  die  Form  des  Resultates  des  in  den  Integralen 
vollzogenen  Umganges  um  den  Punkt  x  =  a  gegeben  (der  Umgang  ist  in 
positiver  Ri(!htung  vorgenommen,  bei  dem  Umgänge  in  negativer  Richtun"- 
ist  das  Verfahren  dasselbe).  Die  Constante  c  in  No.  13,  (17.)  wird  dadurch 
bestimmt,   dass  in  der   Entwickclung   des   Ausdruckes  /Ydx    der    Umgang 

vorgenommen    und    das   constante   Glied   ermittelt  wird.      Man    erhält    aus 
No.  13,  (13.) 

(1.)        \fK\r.dx'\  ^  e-""*'''-'-'-y;'rJ.,;.r/x-M-,, 

\[l'dxv-\,v,_Jv;l,v,dx^^  =  e""''''~''-'""'yrfrrJ/r_',>\._,/J'rJ,»',</x 

l  +/.-,6'"'"''-'"'-^"'yi'r_',j',_,rfx+A-,,   etc. 

Aus   den  Integralen,    in   deren  Kntwickclungen  die  Exponenten  ganzznhlig 
sind,  ergeben  sich  die  Oonstantcn  in  No.  13,  (18.)  unter  der  Ftirm 

(3.)        c,  =  k(2niyg,, 
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■no  die  Grössen  ^(,  rationale  Ausdrücke  der  Coustanten  in  den  v,  r"'  mit 
rationalen  Zahlcoefficienten  sind.  Man  bestimmt  die  Grössen  g,  indem  man 
in  den  Entwiekelungen  eine  Anzahl  Glieder  bestimmt,  in  der  Weise  wie 
am  Schlüsse  von  No.  14  angegeben  ist. 

Um  nun  die  übrigen  Constanten  in  No.  13,  (19.)  zu  bestimmen,  ist 
dasselbe   Verfahren    auf  das  Integral   No.  18,  (15.)   anzuwenden.      Ein   in 

diesem  Integralausdrucke   enthaltenes  Integral  wie  /dxu^l^i/^,^...  fu^^Udx, 

in  dessen  Entwickelung  die  Exponenten  ganzzahlig-  sind,  aus  welchem  der 
Coefficient  c,,_i^.,,  hervorgeht,  ist  na(;h  No.  IG  durch  eine  Summe  von  Aus- 
drücken wie  No.  16,  (17.)  für  n  —  O  bis  n  =  s-\-a  —  l  dargestellt,  wenn  .«  der 
höchste  Exponent  von  log(.r— o)  in  dem  Ausdrucke  von  U  ist.  Wird  in 
einem  Ausdrucke  der  Form  No.  16,  (17.)  der  Umgang  um  x  =  a  vollzogen,  so 

ero'iebt  sich  als  constantes  Glied  in  der  Entwickelung -^^^ — — —  /  —, — ~  W(Rk). 
In  dieser  Grösse  sei  ^F  durch   'F„  bezeichnet.     Man  erhält  dann 
(4.)       V...<I-^^./-^V,(«.). 

1 

Jedes  Integral  in  diesem  Ausdrucke  wird  nach  No.  17  entwickelt 
durch  eine  Reihe  ganzer  rationaler  Ausdrücke  gegebener  Constauten  und 
kann  nach  der  vorigen  Nummer  mit  beliebig  vorgeschriebener  Annäherung 
berechnet  werden.     (Vgl.  Abb.  VA.  95,  No.  4,  I.) 


20.  . 

Fortsetzung;  der  Integrale  durcli  Uebergang  von  einem  singuliiren  Punkt  zu  einem  anderen  und 
allgemeine   Fortsetzung. 

I.  A)  Um  bei  der  Differentialgleichung  F,„(y,  x)  =^  (i  die  Fort- 
setzung der  Integrale  darzustellen,  wird  mich  Abh.  Bd.  87  das  Verfahicn 
angewandt:  Wenn  zwei  singulare  Punkte  der  1  »ifferenrialgleichung  ;r  =  a 
und  .T  =  6  irgendwie  in  dem  von  euiem  Kreise  begrenzten  Gebiete  liegen, 
welches  auch  den  Punkt  x  =  x,  enthalten  darf,  ausserhalb  welches  die 
übrigen  singuläreu  Punkte  sich  finden,  alsdann  durch  Vermittelung  einer 
rationalen  Substitution  ersten  Grades  die  Integrale  bei  dem  einen  Punkte 
durch  die  bei  dem  anderen  auszudrücken.  Wird  ein  Kreis  von  dieser 
Eigenschaft  durch  den  Punkt  b  gelegt,  liegt  das  von  demselben  begrenzte 
Gebiet  im  Endlichen,    a  innerhalb  desselben   und  ist  c  der  Mittelpunkt,    so 


ThoiiH',  zur   Theorie  der  linearen  DiffcreiiliolgleicUungen.  257 

•wird  (lieser  Kreis  conform  auf  ilen  Kreis  in  der  i'- Ebene  um  c  =  0  als 
Mittelpunkt  mit  dem  Radius  1  abgebildet,  so  dass  dem  Punkte  x  —  a  der 
Punkt  i"  =  0 ,  dem  Punkte  x  =  b  der  Punkt  f  =  1  entsprii-lit.  I  )ieses  ge- 
schieht durch  die  Substitution 

d  =  -T ,    d'  der   coniuo-irte  Ausdruck  zu  d.      Lie^t   der  Punkt    r  =  ■>^   in 

b—c  •)    '^  o 

dem  betrachteten  Gebiete,   so  ist  x  =  Xi-\ — r  zu  setzen,    wo  .t,    ein    Punkt 

im  Innern  des  Kreises  ist.  worauf  die  den  Punkten  x  =  a  und  x  =  b  ent- 
sprechenden Punkte  /'  riicksichtlich  der  den  übrigen  singulären  Punkten 
entsprechenden  Punkte  wieder  die  oben  bezeichnete  Lage  in  einem  Gebiete 
im  Endlichen  haben.  Bei  der  Substitution  einer  rationalen  Function  ersten 
Grades  für  die  unabhängige  Variable  in  einer  homogenen  linearen  Ditfe- 
rentialgleichung  entspricht  einem  nichtsingulären  Punkte  der  einen  ein  sol- 
cher der  anderen,  daher  einem  ausserwesentlich  singulären  Punkte  der  einen 
ein  solcher  der  anderen.  Also  enthält  die  aus  F,„  =  0  hervorgehende  Diffe- 
rentialgleichung, welche  von  |  abhängt,  G,„(^,  i)  =  0,  wo 


F,Xy,x)  =(~iy"G,Xy,i) 


I 


dl 

ist,  in  dem  Kreise  um  c  =  0  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  1.  die  Peri- 
pherie einbegriffen,  abgesehen  von  den  Punkten  c  =  0  und  c  =  l  keine 
singulären  Punkte.  Aus  einer  Itifferentialgleichnng.  in  welcher  ein  System 
bei  einem  Punkte  x  —  .t,,  normaler  I  )ifferentialausdrücke  (No.  9)  gleich  Null 
gesetzt  ist,  geht  durch  eine  rationale  Substitution  ersten  Grades,  in  welcher 
dem  Punkte  x  =  x^  der  Punkt  ;?  =  s„  entspricht,  eine  Differentialgleichung 
mit  einem  Systeme  bei  s  =  i",,  normaler  Dift'erentialausdrücke  hervor.  (Vgl. 
Abh.  Bd.  87,  p.  234).  Also  bestehen  (No.  IB,  111)  die  Entwickelungen  der 
Integrale  von  Gr'„(y,  c)  =  U  unter  der  Form,  die  No.  13,  (16.)  entspricht,  bei 
(5  =  0  in  dem  Kreise  mit  dem  Radius  1 ,  bei  i'  =  1  in  dem  Bezirke  dieses 
Punktes.  Ein  Integral  bei  §  =  0  sei  durch  //„j,  ein  System  linearunabliän- 
giger  Integrale  bei  c  =  l  durch  y,.,  (a=l, ...?»)  bezeichnet,  so  erhält  man 

(2.)  //„^    =    Cji^n-f  Cj,//,,-f----f  C,„,//„„. 

wo  die  C  Constante  sind.  Aus  dieser  Gleichung  crgicbr  sicli  duich 
(»«— l)-malige  Differentiation : 
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Das  Gleichungssystem  (2.),  (3.)  wird  nach  den  Coustanten  C  aufgelöst. 
Diese  ergeben  sich  nun  vermittelst  der  Entwickelungen  der  Integrale  bei 
S  —  0  und  1  =  1  in  einem  niclitsingulären  Punkte  in  dem  Gebiete,  welches 
den  Bezirken  von  j"  =  0  und  ^'  =  1  gemeinschaftlich  ist,  ausgedrückt.   (Abb. 

Bd.  83,    No.  3.)      Die   Determinante   ^±iju^s \pnX     verschwindet 

nicht  in  einem  nichtsingnlären  Punkte  (No.  14.  (4.)).  Diese  Differential- 
determinante D'  des  Systemes  der  von  $  abhängenden  Integrale  </i,,  (a  =  l,  ...»*) 
erhält  man  aus  der  Diiferentialdeterniinante  D  derselben  von  x  abhängenden 
Inteo-rale  durch  die  Piclation 


(Abb.  Bd.  87,  No.  5,  (10.)).     D  wird  in  No.  21  bestimmt. 

Dieselben  Betrachtungen  bleiben,  wenn  einer  der  Punkte  x  =  a, 
X  =  b,  oder  wenn  jeder  derselben  nichtsingulär  ist,  und  die  Integrale  bei 
dem  einen  durch  die  bei  dem  anderen  ausgedrückt  werden  sollen. 

Wenn  F,„(y,  x)  =  0  die  Integrale  einer  homogenen  linearen  Dift'e- 
rentialglcichung  !'''•'  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  ^f^,Xy,  x)  =  0  ent- 
hält, deren  Integrale  bei  x  =  a  und  x  =  b  als  solche  von  F,„  =  0  aufgestellt 
sind,  und  nun  die  Integrale  bei  x  =  a  durch  die  bei  x  =  b  ausgedrückt  wer- 
den sollen,  so  tritt  dieselbe  Substitution  ein;  die  Ausdrücke  der  Constanten, 
die  aus  dem  Gleichungssysteme  (2.),  (3.)  für  m  =  L  hervorgehen,  werden  in 
einem  nichtsingnlären  Punkte  von   W^  =  0  angenommen.     (Vgl.  II). 

ß).  a)  Um  die  Eutwickelung  der  Integrale  von  G„,(y,  §)  =  0  bei  b'  =  0 
und  s  =  1  aus  den  Ausdrücken  der  Integrale  von  F,„(y,  j;)  =  0  bei  a;  =  a 
und  X  =  b  herzuleiten,  ist  in  die  Ausdrücke  der  Integrale  bei  einem  Punkte 
x~Xt,  im  Endlichen  gemäss  A)  eine  rationale  Function  ersten  Grades  x=  Ii(<) 
einzusetzen,  bei  der  dem  Punkte  x  —  x,,  der  Punkt  s  =  i?u  im  Endlichen  ent- 
spricht (^wenn  die  Integrale  bei  x  =  oc  als  Functionen  von  —  dargestellt 
sind,   so  ist  —  =  t,  t  =  (R^y\   ln  =  0  zu  setzen j, 


(5.)       x—Xu 


'-'«-«•'•  l  +  f(.-x.) 
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Ein  Integral  bei  x  =  a;„  hat  den  Ausdiuck  Xo.  13,  (16.)  (wo  x  —  x,,  an 
Stelle  von  x—a  steht),  in  welchem  die  Grössen  ip  durch  Summen  von  be- 
stimmten Integralen  in  einem  Kreisringe  um  x  =  x„  als  Mittelpunkt  nach 
No.  16  dargestellt  sind.  Man  kann  diesen  Kreisring  in  einem  Kreise  um 
.T  ==  a-,1  annehmen,  in  welchem  Mod  — (a;— a;,,")  <:  1  ist.     Nun  i.st 

(6.)  (l+-^-(x-a^O)(l-?(^-^^)  =  1- 
Daher  ist  das  diesem  Kreise  entsprechende  Gebiet  von  |  ein  endliches, 
welches  von  einem  Kreise,  in  dem  s„  liegt,  begrenzt  wird.  Setzt  man  nun 
in  den  Ausdruck  des  Integrales  No.  13,  (16.)  für  x  — .t„  die  Grösse  (5.) 
ein,  so  ergiebt  sich  ein  Ausdruck  der  Form  Xo.  13,  (16.),  der  von  i^— 1„  ab- 
hängt, in  welchem  der  Factor  von  (log(c  — ;;„))'"*  durch  (§— |,i)"+'*i(l  — 1,,) 
bezeichnet  sei.  *a(^— ^i>)  ist  dann  dargestellt  durch  eine  Summe  von  be- 
stimmten Integralen  (No.  16),  in  denen  statt  x—x^^  die  Grösse  (5.)  zu  setzen 
ist,  dieselben  uuütiplicirt  mit  Constanten,  (1— ^(1— l,,))"'-""^''  und  Potenzen 
von  log(l— 9(1— in))-  Den  Coefficienten  einer  Potenz  von  |— 1„  in  der  Ent- 
wickelung  von  *,(|— |,,)  erhält  man  nach  Xo.  17  durch  ein  bestimmtes  Inte- 
gral nach  :?  genommen.  Dasselbe  kann  man  über  einen  Kreis  erstrecken, 
der  einem  Kreise  um  x  =  .t„  als  Mittelpunkt  in  dem  angenommenen  Kreis- 
ringe entspricht  und  alsdann  wieder  auf  eine  Integration  nach  x  zurückführen. 
Man  erhält  nun  unter  Anwendung  von  Xo.  17  den  gesuchten  Coefficienten 
durch  eine  einfach  unendliche  Reihe  ganzer  rationaler  Ausdrücke  gegebener 
Constanten  dargestellt,  und  kann  den  Werth  dieses  Coefficienten  mit  vorge- 
schriebener Annäherung  nach  Xo.  18  berechnen.  Xachdem  man  in  der 
Difterentialgleichung,  welcher  das  von  x  abhängende  Integral  genügt,  die 
Substitution  (5.)  vorgenommen  hat.  leitet  man  aus  dieser  Difterentialgleichung 
nach  Xo.  15,  II  B),  III  Ä)  eine  solche  her.  aus  welcher  sich  eine  Recur- 
sionsformel  für  die  Coefficienten  in  </>,,  ergiebt,  so  dass  man  nur  eine  end- 
liche Anzahl  derselben  zu  bestimmen  braucht  (Abh.  Bd.  95,  Xo.  4.  II  o)). 
b)  Bei  Anwendung  einer  rationalen  Substitution  ersten  Grades  blei- 
ben in  entsprechenden  1 'unkten  der  charakteristische  Index  und  die  Expo- 
nentengleichung ungeändert  und  sind  überhauiit  die  den  entsprechenden  fun- 
damentalen determinirenden  Factoren  zugehörigen  Exponeutengleichungen 
(Xo.  3,  III)  dieselben.  Der  charakteristische  Index  in  F„(y,  x)  =  0  bei  j„ 
sei  gleich  Xull,  so  ist  dieses  auch  in  G„,(//,  i')  =  <->  li^ei  ?„  der  Fall.  Dann 
kann  nnin  in  die  Ausdrücke  der  Integrale  unter  der  Form  Xo.  13,  (14.)  für 
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x—Xu  die  Substitution  (5.)  einfülucii  und  die  Integnile  auch  durch  aiulere 
Integrale  von  G„,(y,  i)  =  0  bei  i' =  c,,  ausdrücken,  wobei  die  Constanten  in 
diesen  Ausdrücken  rationale  Functionen  gegebener  Constanten  werden  (Abh. 
Bd.  87,  No.  2,  1). 

C)  Bei  den  Punkten  x  =  a  und  x  —  b  seien  die  Integrale  von 
F„,  =  0  (für  die  Differentialgleichung-  ^tiy,  x)  =  0  in  Ä)  gelten  dieselben  Be- 
hauptungen) regulär,  so  ist  dieses  auch  in  G,„(iJ,  ^)  =  ü  der  Fall.  Die  Aus- 
drücke für  die  Grössen  C;,,  (2.)  kann  man  alsdann  reduciren  (vgl.  die  Ab- 
handlung des  Herrn  Ftichs  Bd.  75,  p.  211,  212).  In  der  Abhandlung  des 
Verfassers  Bd.  87,  No.  3,  4,  10  ist  diesen  Ausdrücken  die  allgemeine  Form 
gegeben  C^,,  —  lim  ^4,,(|),   wo   ^a,(0    eine  Potenzreihe   von   i?  mit  positiven 

ganzzahligen  Exponenten,  welche  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius  1 
convergirt,  und  wo  die  durch  ^«„(i^)  dargestellte  Function  noch  in  einem 
Gebiete,  welches  1  =  1  nicht  enthält,  über  die  Peripherie  dieses  Kreises 
hinaus  einwcrthig  und  stetig  bleibt,  während  von  '$/;,,(!?)— Cj,,  nachgewiesen 
ist,  dass  diese  Function  bei  i—1  die  Form  der  Entwickelung  eines  regu- 
lären Integrales  hat,  in  welcher  die  reellen  Theile  der  Exponenten  von 
1—1  grösser  als  Null  sind.  Auf  Grund  dieser  Eigenschaften  von  %k,.,(J)  ist 
(].  c.)  bewiesen,  dass  %kc(ß)  "och  für  i'  =  1  convergirt  und  C^,,  darstellt.  Zum 
Zwecke  des  Beweises  ist  den  Gliedern  der  Reihe  ^^„(i)  die  Form  der  Inte- 
grale in  der  Fo?/?v>/-schen  Reihe  gegeben,  in  denselben  der  Uebergang  auf 
den  Kreis  mit  dem  Radius  1  vollzogen  und  gezeigt,  dass  diese  Reihe  für 
c  =  1  convergirt  und  C<,,  darstellt.  Bei  dieser  Betrachtung  kommt  auch  der 
Fall  vor,  dass  die  darzustellende  Function  if(0)  bei  ö  =  0  und  2.-T  unend- 
lich viele  Maxima  und  Minima  hat,  wobei  die  Untersuchung  auf  den 
Nachweis,  dass 

(7.)       lim/""^'Mod  (cKö)-</  (0))^ 

einen  endlichen  Werth  hat,  gestützt  ist.  (Vgl.  Abh.  Bd.  87,  No.  9;  Bd.  91, 
]).  345;  Bd.  95,  No.  8.)  Die  Differentialgleichung  der  hypergeoraetrischen 
Ueihe  ist  als  Beispiel  des  Verfahrens  genommen.     (Abh.  Bd.  87,  No.  8.) 

II.  Die  Berechnung  der  Constanten  C^,,  (2.)  mit  vorgeschriebener 
Annäherung  geschieht  unter  Anwendung  von  No.  18  in  folgender  Weise. 
Zunächst  werden  in  einem  Kreisringe  um  x  —  a  die  Werthe  der  Integrale 
von  F,„{y,  x)  =  0  (bezüglich  'l',.{tj,  x)  =  0)  und  ihrer  (»«-  1)  ersten  Ableitungen 
in  einem  nichtsingulären  Punkte  a-,   gemäss  No.  18  berechnet.     Diese  Inte- 
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grale  werden  duicli  ein  System  bei  a\  entwiekelter  Integrale//.,  {<\  —  l, ...  ni) 
ausgedrückt,  bei  denen 

ist  und  umgekehrt.  Entsprechend  in  Bezug  auf  die  Integrale  bei  x  =  b  in 
einem  nichtsingulären  Punkte  x,.  Dann  ist  das  bei  x^  entwickelte  System 
regulärer  Integrale  durch  das  bei  x.  entwickelte  auszudrücken,  und  es  sind 
die  Constanten  in  diesen  Ausdrücken  zu  berechnen.  Man  kann  luin  wegen 
der  Voraussetzung  über  die  Lage  der  Punkte  a  und  b  den  Punkten  j.-i  und 
x,  eine  solche  Lage  geben,  dass,  wenn  man  die  Substitution  (1.)  bei  (x^,  x, 
statt  a,  b)  angewendet  hat,  der  Kreis  um  s'  =  Ü  mit  dem  Radius  1  keinen 
singulären  Punkt  enthalt,  daher  die  Entwickelungen  bei  i  =  0  noch  über 
den  Kreis  mit  dem  Radius  1  hinaus  convergiren.  Letzteres  gilt  auch  in 
Bezug  auf  die  Integrale  von  ^■^i,{ij,x)  =  0\  die  Diiferentialgleichung,  welche 
ans  V^L  —  0  durch  Anwendung  der  Substitution  (1.)  hervorgeht,  enthält  als- 
dann in  dem  Kreise  um  b  =  0  mit  dem  Radius  1  höchstens  ausserwesentlich 
singulare  Punkte.  Die  Werthberechnnng  dieser  Integrale  und  ihrer  Ab- 
leitungen in  dem  Punkte  i?  =  1  wird  nun  immer  mittelst  der  Dilferential- 
gleichuug  F„,(/y,  a-)  —  0,  nachdem  in  F„,  =  0  diese  Substitution  eingeführt  ist, 
weil  alsdann  in  dem  Kreise  um  i  —  0  mit  dem  Radius  1  kein  singulärer 
Punkt  vorkommt,  nach  No.  18,  II  vollzogen.  (Abb.  Bd.  91,  No.  4,  III  6)). 
III.  Um  nun  die  allgemeine  Fortsetzung  eines  Integrales  von  F„,  —  0 
auf  vorgeschriebenem  Wege  von  einem  Punkte  zu  einem  anderen  zu  voll- 
ziehen, Avird  durch  die  singulären  Punkte  eine  in  sich  zurücklaufende,  sich 
selbst  nicht  schneidende  Linie  gezogen.  Innerhalb  jedes  der  beiden  durch 
diese  Linie  begrenzten  Gebiete  verlaufen  die  Integrale  eiiiwerthig  uiul  stetig. 
Die  Entwickelungen  der  Integrale  bei  jedem  singnlären  Punkte  werden  in 
einem  dieser  Gebiete  angenommen.  Alsdaini  wird  in  diesem  Gebiete  der 
Uebergang  der  Integrale  von  einem  singulären  Punkte  zum  nächstfolgenden 
vorgenommen  und  das  Constantensystem  aufgestellt,  dessen  Substitution  auf 
das>  Integralsystem  bei  diesem  Punkte  anznweiulen  ist,  um  das  Resnltat  des 
Ueberganges  auszudiiicken.  Dieses  geschieht  nach  1.  Zunächst  wird  der 
Fall  betrachtet,  wenn  die  beiden  Punkte  in  dem  von  einem  Kreise  be- 
grenzten Gebiete  liegen,  ausserhalb  welches  die  übrigen  singnlären  Punkte 
\on  F„,  —  0  sich  finden.  Haben  die  beiden  Punkte  diese  Lage  nicht,  so 
werden   noch    zwischeiiliegendc    nii-htsinguläii'    I'uuktf    hin/iigcndninien ,    so 
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(lass  nun  je  zwei  auf  einander  folgende  der  bezeicliueten  Punkte  die  ange- 
gebene Lage  haben.  Durch  Zusammensetzung  von  Substitutionen  erhält 
man  dann  die  gesuchte  Substitution  von  Constanten.  Sind  y  +  1  singulare 
Punkte  «.,  vorhanden,  so  werde  die  Substitution  der  Constanten,  durch 
welche  der  Uebergang  von  a^  zu  a,,+  i  vollzogen  wird,  durch  vi,  bezeichnet, 
und  die  Siibstitution  bei  dem  Uebergang  in  umgekehrter  Richtung  durch 
A[,  wo  dann  A[  die  inverse  Substitution  von  A,,  ist.  Es  werde  die  in  No.  19 
aufgestellte  Substitution  der  Constanten  für  den  Umgang  um  «,,  in  positiver 
Richtung  durch  ß,,.  in  entgegengesetzter  Richtung  durch  ß!,  bezeichnet,  wo 
B[  die  inverse  Substitution  von  ß,,  ist.  (Bei  x  =  ^  geht  der  positive  Um- 
gang in  der  Richtung  von  +1  nach  —i.)  Der  Uebergang  von  einem  uicht- 
singulären  Punkte  zu  einem  siugulären  oder  umgekehrt  geschieht  nach  I. 
Die  Darstellung  des  Resultates  der  Fortsetzung  eines  Integrales  auf  vorge- 
schriebenem Wege  reducirt  sich  nun  auf  eine  Zusammensetzung  von  Sub- 
stitutionen A,  A,  B.  B'  und  Anwendung  der  erhaltenen  Substitution  auf 
das  bei  einem  singulären  Punkte  entwickelte  Integralsystem.  (Abli.  Bd.  87, 
No.  6;  vgl.  Bd.  91,  p.  345.) 

Wird  durch  DB  die  Determinante  der  Substitution  B  bezeichnet,  so 
erhält  man,  wenn  man  eine  Fortsetzung  in  dem  zweiten  der  beiden  Gel)iete 
der  Ebene  bis  zu  dem  ursprünglichen  Punkte  zurück  vornimmt,  alsdann  die 
Determinante  der  erhaltenen  Substitution  ausdrückt,  Z>ß,Dß,...Z)ß^+i=l.  Hier- 
aus folgt  (unter  Anwendung  von  No.  13.  II,  III),  dass  die  Summe  der  Wurzeln 
sämmtlicher  fundamentalen  Exponentengleichungen  (No.  3  ;No.  4,  III)  eine  ganze 
Zahl  ist  (vgl.  Abb.  Bd.  87,  No.  6,  a),  6)).  Bei  einer  Differentialgleichung  mit 
regulärem  Diflerentialausdrucke  wird  die  Summe  der  Wurzeln  der  Expo- 
nentengleichungen bei  >r  singulären  Punkten  im  Endlichen  und  dem  singu- 
lären oder  nichtsingulären  Punkte  im  Unendlichen  gleich  C"-  ;>»(»<-  ) 
(s.  die  Abh.  des  Herrn  Fvcks  Bd.  66  dieses  Journals  p.  145,  147),  Vgl. 
hierbei  Riemann:  Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  6'««sssche  Reihe 
P(s^;ß>Y>^)  darstellbaren  Functionen  III. 

21. 

Aufstellung  der  liiiearunahh;ingigen  Integrale  bei  ileu  singulären  Punkten.    Der  constaute  Factor  in  der 

1  »iffereutialtletcrmiuaute. 

I.    Der  Differentialausdruck  F„.(y,  x)  bestehe  nur  aus  einem  normalen 
canonischeu  Bestaudtheile  (No.  10;  12,  1),  so  kommt  man,    um  ein  System 
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linearunabhängiger  Integrale  von  F„,  =  U  bei  einem  singulären  Punkte  auf- 
zustellen, nach  Xo.  12,  I  darauf  zuriick.  die  Integrale  von  Differentialglei- 
chungen mit  regulären  Differentialausdrücken  anzugeben.  Die  Integrale  einer 
solchen  Differentialgleichung  ¥^=0  werden  gemäss  No.  13,  (4.).  (14.)  darge- 
stellt. Die  CTrüssen/  in  Xo.  13,  (14.)  werden  nach  No.  15,  III  B)  vollständig 
ausgedrückt.  Die  Werthberechnung  dieser  Grössen  erfolgt  nach  Xo.  18,  11. 
Die  Constanten  in  den  linearen  Verbindungen  der  Integrale  bei  dem  Um- 
gange um  einen  singulären  Punkt  ergeben  sich  nach  Xo.  19.  (3.),  bei  dem 
Uebergange  von  einem  singulären  Punkte  von  F„,  =  0  zu  einem  anderen 
nach  Xo.  20,  I  C),  III,  wobei  der  constante  Factor  in  der  Differentialdeter- 
minante der  Integrale  von  ¥^=0  Xo.  14,  (4.)  aus  Xo.  14,  (8.).  oder  direct 
aus  der  Determinantenformel  Xo.  14.  (2.)  selbst  hervorgeht.  Bei  den  Be- 
trachtungen Xo.  20,  I  C),  III  kommt  von  der  Diflerentialdeterminante  D  nur 
der  constante  Factor  in  Anwendung,  bei  den  Werthberechnungen  Xo.  20,  II 
ist  der  Werth  von  D'^  in  einem  nichtsingulären  Punkte  bei  x  =  a  zu  be- 
rechnen,  wozu,   wenn    pi(x-a)  ^^^,  =  R  in   Xo.  14.  (4.)    ist,   die   Grösse  s 

vermittelst -j^ — (», )s  =  0  nach  Xo.  18.  II  berechnet  wird. 

IL  Der  Differentialausdruck  F,„(y,  x)  bestehe  aus  dem  System 
mehrerer  normaler  cauonischer  Bestandtheile  (Xo.  10;  12,  II) 

(!•)       ^(o(y.  •p)  =  !/ij     F^iy{yi,x)^y,,     .  .  .     F(.,(y,_,,  x). 
Von  der  Differentialgleichung,  in  welcher  ein  solcher  canonischer  Bestand- 
theil    gleich    Xull    gesetzt   ist,    sind    die    llauptunterdifferentialgleichungen 
bekannt. 

A).  a)  Bei  dem  r'-^"  cauonischen  Bestandtheile  werden  die  Differen- 
tialgleichungen aufgestellt,  welche  die  Integrale  derjenigen  Hauptunterditte- 
rentialgleichuiigen  vereinigt  enthalten,  in  denen  der  zu  x  =  a  gehörende 
determinirende  Factor  (Xo.  9)  ein  und  derselbe  ist.  Die  hierdurch  entstehen- 
den Differentialgleichungen  seien 

(2.)       F„  =  0,    .F,,  =  0,     .  .  .     F,,,.  =  0. 

Die  l»iffcrciitialausdrücke  F,,  (o  =  1,  ...  Ä-,)  sind  bei  x  =  a  normale  Differen- 
tialausdrücke mit  von  einander  verschiedenen  zu  x  =  a  gehörenden  deter- 
minirenden  Factoren  (Xo.  8,  II  C,  a)).  Die  Differentialgleichung  F^^  =  0  sei 
von  der  Ordnung  r^,,,  die  Integrale  derselben  werden  gemäss  Xo.  13,  (2.) 
bis  (7.)  aufgestellt  und  seien  durch 
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bezeiclmet.  Die  IntegTatioiisconstanten  werden  annullirt.  Die  Differential- 
gleichung, welche  die  Integrale  von  F,,  =  0,  F,.  =  0  bis  F,,,-,)  =  0  ver- 
einigt enthält,  sei  G,(,,-i)  =  0.  Der  determinireude  Factor  bei  a;  =  a  in  F„ 
sei  e"",  so  ist  der  charaJiteristische  Iudex  in  e~""Gr(,,.j)(e"'"«/,  3?)  =  0  gleich 
der  Ordnung  dieser  Differentialgleichung;  das  Anfangsglied  in  der  Eutwicke- 
luno-  des  Coefficienten  von  y  in  derselben  sei  K{x.—a)'\  Es  werden  nun 
die  Integrale  von  Gr(,i-i;  =  0  und  F,,,  =  0  in  einer  Differentialgleichung  ver- 
einigt, welche  die  Form  erhält 

(4.)        G,(,,_o(^,  .r)  =  y, ,     f/-,,,(y, ,  x)  =  0. 
^Vird 

(5.)       G.,„_„(S[->,.t)  =  n"> 

gesetzt,  so  sind  die  Grössen  7'f,"^  die  c,,,  Integrale  von  ^,,,  =  0.  Dieselben 
erhalten  die  Form 

(6.)     j^^'>  fdx(7r^yH^r^f.  ..f(Ti'-^;)-\Tr')dx,  (t= i.  ■.,",•„) 

wo  die  Grössen  tJ."^  die  Form  /"(j;— «)'''" '^'J;Är(,,,(x-a)''  haben,  A^^'+^ 
aus  dem  Exponenten  rt,— 6  +  1  in  </[,"'  durch  Addition  von  —  s  hervorgeht, 
/Tf,,,  =  [//[;•'' e~"'"(a;—a)~''''^''~7T=o  /f  ist.  Dieses  ergiebt  sich  durch  successive 
Anwendung  von  No.  2,  (9.),  II  o).  (Abh.  Bd.  95,  p.  71).  Nun  liefert  die 
I)iffereiitialgleicbung  e~""'^ra(ß  "^j  x)  =  0  eindeutig  die  Coefficienten  k  in 
den  r,  und  die  Grössen  t  werden  vollständig  nach  No.  14,  No.  15,  III  ß) 
dargestellt.  Wenn  in  den  Integralen  (6.)  Constanten  bei  den  Integrationen 
zugefügt  werden,  so  erhält  man  wieder  Integrale  von  f/:,,,  =  0,  also  auch 
wenn  bei  der  Integration  das  constante  Glied  der  Entwickelung  annullirt 
wird.  Die  Ordnung  des  r"'"  cauonischen  Bestiindtheiles  F(,.)  sei  durch  ß,. 
bezeichnet.     Die  Integrale  von  F(,)  =  0  sind  nun  in  der  Formel  enthalten 

(7.)       Tnfdxj-,'j,.J...f7T;^_,)j,,dx  (/  =  !,.../?,), 

wo 

(8.)    r,, = t(->.   /  =  'T'«,.+b        C:':;:!:;',/"'"'"" 

tJ;'^  aus  (6.),  t[,'"  =  »[/'^  (3.).      Es  wird  dann  der  Integralansdruck  gebildet 

0'-)       ."i/rf;c."r',".>/"-/,'C-i,",i'/jJ  {n  =  i..../i,  +  ...+,'i^), 

in  welchem 


Thtniii',   zur  Theorie  der  linearen   Dilferenlialtjleirliinnjen.  26Ö 

(10.)        n„  ^  r„  aus   (8.).      n  =  'Tli+l-  ilir^.^^^  '^  ^" 

Als  System  von  in  lineai  luiabliäiig-igeu  Integralen  von  F,„  =  0  bei  x  =  a  wird 
nun  folg-endes  aufaestellt 


(11.) 


|s  =  'i:""V.     (/^M  =  0),     /•--  1.  ...  r. 

wobei  die  Integrationscoustanten  annullirt  werden.  Dass  diese  Integrale 
liuearunabhängig  sind,  ergiebt  sich  daraus,  dass  dieselben  in  dem  Ausdrucke 
(9.)  enthalten  sind,  in  welchem  die  Integrationscoustanten  diejenigen  aus 
Formel  (7.),  welche  Si"^  ausdrückt,  sind.     (Abh.  Bd.  95,  No.  5,  11  a).) 

b)    Die  Differentialdeterminante  der  Integrale  (11.)  ergiebt  sich  aus  (9.) 

(12.)       D  =  //,(»,  ...,»,„ 

gemäss  No.  14,  (3.),  (8.),  da  diese  Formel  besteht,  welche  Constanten  auch 
bei  den  Integrationen  zugefügt  sein  mögen.    Zugleich  ist  nach  No.  14.  (4.) 

(13.)       D  =  e-"""'  =  cix-aye'(l-  -^^^-J. . .  (l-  -^^Hl^y'^'e^w-rc... 

wo    r  gleich    Null    oder    von    der    Form    ^c^,,(.r— «)  '    ist.    die    Factoren 

1 

(1 )  ,  in  denen  die  Grössen  a.,  (b  =  1, ...;?— 1)   die   übrigen  siimu- 

lären  Punkte  von  F,„  =  0  im  Endlichen  sind,  für  x  =r  a  den  Werth  1  er- 
halten, t/(x)  eine  rationale  Function ,  die  für  x  —  a  nicht  unendlich  wird. 
c  ein  constanter  Factor  ist.  Dieser  coustante  Factor  c  ergiebt  sich  nun 
aus  (12.),  derselbe  wird  demnach  eine  rationale  Function  gegebener  l"on- 
stauten.  (Abh.  Bd.  95,  No.  5,  11  6).)  Wird  die  Grösse  (.r-aye''  in  (13.) 
bei  dem  singulären  Punkte  a^,  (b  =  l,...x)  durch  (j— ai.) '^ r  ''  bezeichnet 
(dieselbe  geht  aus  (12.)  hervor),  so  ist,  wenn  —p^  in  Partialbrüche  zerlegt 

wird,  der  gebrochene  rationale  Theil  gleich  /^  //(.r-rt,)'V  ''.  Hieraus  er- 
giebt sich  der  Ausdruck  für  ü  und  derjenige  für  /)"'. 

B).  Es  sei  x=r\  F,„ {ij,  x)  =  {-fy'F\„ {tj,  t),  F.^ln,  x)  -  (-0'''^;) (»..  0^ 
r'^'^-^''^-^'^t\)(j'^^''"'"^'-'\,t)  ---^  F'^^{y,t),  so  gehen  die  llauptunterdiffe- 
rentialgleichungen  von  F^^df.  t)  =  0  aus  denen  von  Z^,,^//. ./}  =  0.  wenn 
.r  =  r^    gesetzt   wird,    hervor,     die    lIau[>tunterdiffcreMtialgleichungen    von 

Jounial   für  .MatluMiKilik  B.l.  XCVI.  lieft   .-..  34 
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F'^.idi,  0  =  0  aus  denen  von  F[,-,(ij,  t)  —  0,  nachdem  ^/"'""^  ••+''-')  statt  y  ein- 
gesetzt ist.     Aus  (1.)  ergiebt  sich   als  canonische  Form  von   F'„,(y,t) 

(14.)       F[,^(y,0  =  y[,     F^M,  0  =  u'^-     .  .  .  F,':,(j,Ln  0- 
(Vgl.  Abh.  Bd.  95,  No.  5,  IV).     Vermittelst   derselben   werden  nach  A)  die 
Integrale  von  F',„(y,  0  =  ^  bei  /  =  0  aufgestellt.    In  die  Entwickelungeu  der- 
selben (s.  No.  22)  ist  dann  für  t  wieder  —  einzusetzen,   wodurch   man  dii- 
Integrale  von  F,„  =0  bei  x  =  -^  erhält  (vgl.  No.  13,  III). 

'    22. 

Disciission  der  in  der  vorigen  Nuniiner  aufgestellten   Integrale.     Systeme  normaler  Elementarintegralc. 
die  den  Gruppenexponenten  des  letzten  Bestandtheiles  einstellig  oder  mehrstellig  enthalten. 

I.  Die  Integrale  (11.)  der  vorigen  Nummer  sind  Systeme  normaler 
Elementarintegrale  (No.  3,  I).  In  einem  Systeme  normaler  Elementarinte- 
grale  »,,  ,«,  bis  /'^ 

(1.)        ii,/cl.rtiY\ti>J---  /i>rlii'i.(l-r 

trete  in  der  Reihe  der  dem  u,.  vorhergehenden  Bestandtheile  .«t._,,  ,^^^_,, ... ,», 
zxierst  in  ,",,_,,  ein  determinirender  Factor  auf,  der  verschieden  von  dem  in 
f.1,,  ist.  Wenn  nun  der  Exponent  in  u^  sich  von  dem  Exponenten  in  einer 
der  Grössen  ,at._c,  ,"*_c_i, ...  «i  nicht  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet,  oder 
wenn  überhaupt  ein  von  dem  determinirenden  Factor  in  u^  verschiedener 
determinirender  Factor  in  den  Grössen  ,«i._i  bis  ,»,  nicht  vorkommt,  so  werde 
gesagt,  das  System  normaler  Elemeiitarintegrale  (1.)  enthalte  den  Gnippen- 
e.rponenlen  des  letzten  ßesfandtheiles  einstellig,  im  anderen  Falle  dagegen, 
das  System  (1.)  enthalte  den  Gruppeuexponenten  des  letzten  Bestandtheiles 
mehrstellig.  Unter  einem  Gruppenexponenten  {>  ist  hier  jede  beliebige  Grösse 
verstanden,  die  sich  von  einem  Exponenten  p  nur  um  eine  ganze  Zahl 
unterscheidet.  Diese  Definition  gilt  auch  bei  einem  System  normaler  Elemen- 
tardifferentialausdrücke (No.  3,  I).  Die  entsprechende  Definition  gilt  für  ein 
System  bei  einem  Punkte  normaler  Differentialausdrücke  (No.  9),  nachdem 
dasselbe  die  Form  erhalten  hat,  dass  die  zuletzt  stehenden  Bestandtheile, 
welche  denselben  determinirenden  Factor  bei  diesem  Punkte  haben,  zu  einem 
Bestandtheile  zusammengezogen  sind.  Alsdann  kann  man  jede  Wurzel 
der  Exponentcngleichuiig,  die  zu  dem  determinirenden  Factor  bei  diesem 
Punkte  in  dem  letzten  Bestandtheile  gehört,  zu  einem  Gruppenexponenten 
des  letzten  Bestandtheiles  nehmen.     (Abh.   Bd.  95,  No.  5,  III  a)). 
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Ä).  Kill  System  iiornialer  Eleiiieiitaiintegrale  aus  No.  21.  (11.)  ent- 
halte den  Gruppenexponenten  des  letzten  Bestandtheiles  einstellig. 

a)  Dieses  System  wird  dann  entweder  in  den  Ausdruck  e"U  g-emäss 
No.  13,  (13.)  übergeführt,  wobei  die  Entwiekelung  von  Ü  No.  13,  (14.)  nach 
No.  14  und  No.  15.  III  B)  vollständig  dargestellt  wird,  oder  das  System  wird 
auf  das  Integral  No.  13,  (15.)  zurückgeführt.  Die  Entwickelung  No.  13, 
(16.)  dieses  Integrales  wird  dann  unter  Anwendung  von  No.  16,  (6.)  nach 
No.  17  dargestellt.  Die  höchste  Potenz  von  log(rr— «)  mit  nicht  verschwin- 
dendem Factor,  welche  in  U  No.  13,  (14.)  vorhanden  ist,  bleibt  gemäss 
No.  13,  (11.)  mit  dieser  Eigenschaft  in  der  Entwickelung  des  Integrales 
No.  13,  (15.).  Die  Entwickelung  gilt  in  dem  Bezirke  von  .x  =  n  bei  F,„  =  0 
nach  No.  13.  IL 

ü)  Der  Umgang  um  x  =  a  sei  in  diesem  Integrale  No.  21,  (11.)  bei 
;•  =  ri  vorzunehmen.  Es  ergiebt  sich  als  Resultat  der  Ausdruck  No.  13,  (19.), 
in  welchem  /;  =  0.  daher  die  Constanten  c,^  =  c^^,  =  •■•  c^^^_,  =  0  sind.  Die 
Constanten  c,  bis  c^_,  gehen  aus  No.  19,  (3.)  hervor.  Unter  den  Integralen 
!fi,+,j-i  bis  1/1,^1  in  No.  13,  (19.)  können  solche  aus  No.  21,  (9.)  sein,  bei 
denen  alsdann  die  Integrationsconstanten  annuUirt  sind.  Diese  Integrale  sind 
nun  noch  durch  solche  aus  No.  21.  (11.)  auszudrücken.  Dieses  kommt  nach 
der  über  das  betrachtete  System  normaler  Elementarintegrale  aus  No.  21.  (11.) 
gemachten  Voraussetzung  darauf  hinaits,  Systeme  No.  21,(7.)  fürr<;r„  in  denen 
die  Integrationsconstanten  annullirt  sind,   die  denselben  Gruppenexponenten 

des  letzten  Bestandtheiles  ehistellig  enthalten,  bei  /=  2:  <"',,+ b  durch  die 
Integrale  S[''^'^  No.  21,  (3.)  von  derselben  Eigenschaft  auszudrücken.  Man 
kann  zu  dem  Zwecke  zunächst  diese  Integrale  S{,'*''  durch  jene  Integral- 
systeme No.  21,  (7.)  ausdrücken  und  alsdann  das  Gleichungssystem  ein- 
deutig umkehren.  Es  wird  die  Grösse  No.  21,  (5.)  links  durch  die  Integrale 
No.  21.  (6.).  in  denen  die  Integrationsconstanten  annullirt  sind,  ausgedrückt, 
nachdem  mitf'  '  "  muliiplicirt  ist,  nach  dem  Verfahren  No.  20,  I  H,  h),  wobei 
nur  die  Integrale  eingehen,  die  denselben  Gruppenexponenten  des  letzten 
Bestandtheiles  enthalten.  Die  erhaltenen  Constanten  sind  die  Coefticienten 
in  denjenigen  Integralsystemen  No.  21,  (7.).  die  der  Voraussetzung  gemäss 
in  den  gesuchten  Ausdruck  eingehen  können.  Der  letzte  dieser  Coefficienten 
ist  gleich  1.  die  vorhergehenden  werden  rationale  Functidiieii  gegel)i'iicr 
Constaiiteii.     (Vgl.  Abli.   Bd.  95,  No.  5,  III  6)). 
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c)  In  folgenden  Fällen  enthält  jedes  System  normaler  Elementar- 
integrale No.  21,  (11.)  den  Gruppenexponenten  des  letzten  Bestandtlieiles 
einstellig:  erstens  wenn  eine  Wurzel  der  zu  dem  determinirenden  Faetoi- 
liei  x=a  gehörenden  Exponentengleicluingen  in  den  Ilauptunterdifferential- 
gleichungen  des  einen  eanonischen  Bestandtheiles  sich  von  den  Wurzeln 
solcher  Exponentengleichungen  bei  einem  anderen  eanonischen  Bestandtheilc 
nicht  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet  (No.  8,  II  C,  «));  zweitens  wenn  diese 
Bedingung  dahin  abgeändert  ist,  dass,  falls  in  den  Differentialgleichungen 
t\  =  0  und  /<"',,^|)i  =  0  in  No.  21,  (2.)  die  determinirenden  Factoren  bei 
.r  —  «  übereinstimmen,  Wurzeln  der  zugehörenden  Exponentengleichung  in 
F,^.  =  0  sich  von  Wurzeln  der  zugehörenden  Exponentengleichung  in 
f(,+i)i  —  **  "'11  ganze  Zahlen  unterscheiden  dürfen;  ebenso,  falls  F(,.,i), 
gleich  dem  eanonischen  Bestandtheile  F,,-,,,  ist,  bei  F,.;.  =  0,  F,,. ^,)  =  0  und 
F(,+,),  =  0  u.  s.  w.     (Abh.  Bd.  95,  III  c)). 

B).  Ein  System  normaler  Elementariutegrale  aus  No.  21,  (11.)  ent- 
halte den  Gruppenexponenten  des  letzten  Bestandtheiles  mehrstellig. 

aj  Dieses  System  wird  dann  auf  das  Integral  No.  13,  (15.)  zurück- 
geführt, dessen  Eutwickeluug  No.  13,  (16.)  ist.  Zur  Darstellung  derselben 
kommen  nun  die  Formeln  No.  16,  (6.)  und  (17.)  zur  Anwendung,  aus 
welchen  sich  die  Entwiekelung  nach  No.  17  ergiebt.  Dieselbe  gilt  in  dem 
Bezirke  von  j;  =  n  bei  F„,  =  0  nach  No.  13,  IL  Die  höchste  Potenz  des 
log(a;— a)  mit  nicht  verschwindendem  Factor,  welche  in  (/ No.  13,  (14.)  sich 
tiiidet,  ist  gleich  oder  niedriger  als  die  höchste  Potenz  des  \og(x—a)  mit 
nicht  verschwindendem  Factor  in  der  Entwiekelung  No.  13,  (16.),  wie  sich 
durch  Division  mit  den  //  No.  13,  (15.)  und  l)ifferentiation  ergiebt.  Da 
man  die  Coeffieienten  in  der  Entwiekelung  der  Grössen  (f>  No.  13,  (16.)  mit 
beliebiger  Annäherung  berechnen  kann,  so  kann  man,  falls  ein  solcher 
Coefficient  nicht  verschwindet,  dieses  nachweisen.  Damit  der  Factor  einei- 
Potenz  von  log(j;— a)  nicht  verschwindet,  ist  gemäss  der  homogenen  Ue- 
cursionsformel  (No.  15,  III  A))  für  die  Coeffieienten  in  der  Entwiekelung 
dieses  Factors  zu  zeigen,  dass  ein  Coefficient  aus  einer  einllicheu  Anzahl 
derselben  nicht  versehwindet.     (Abh.  ßd.  95,  No.  5,  III  d)). 

Man  kann  aber  auch,  um  eine  Gruppe  Integrale  von  F,„  =  0. 
in  deren  Entwickeluugen  die  Exponenten  von  x  —  a  sich  von  einer  Grösse 
('  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  darauf  hin  zu  untersuchen,  wel- 
ches die  höchste  Potenz  des  log(.r  — «)   mit   nicht  verschwindendem  Factor 
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in  dieser  iTiuppe  ist,  iianientlicli  db  diese  (jnipiie  von  Logarithmen  frei  ist. 
zusehen,  ob  sieh  aus  F,„  =  0  eine  Gru])|)e  gleich  vieler  Integrale  herleiten 
lässt,  die  durch  Systeme  normaler  Elementarintegrale  ausgcdrüc^kt  sind, 
welche  denselben  Gruppenexponenten  (j  des  letzten  Bestandtheiles  einstellig 
enthalten.  Aus  diesen  Ausdrücken  ergiebt  si(-h  dann  nach  A,  «),  welches 
die  höchste  Potenz  des  Logarithmus  mit  nicht  verschwindeiulem  t'actor  ist. 
Um  diese  Systeme  aufzusuchen,  dienen  folgende  Betrachtungen. 

In  einem  Si/sicme  hei  x  =  a  normaler  DifferentialaHsdriicIic ,  welches 
einen  Gruppenexponenten  q  des  letzten  Bestandtheiles  ehisteUnj  enthält,  sei 
der  determinirende  Factor  bei  j;  =  o  des  letzten  Bestandtheiles  der  zu  ij 
gehörige  deleniiinirende  Factor  genannt.  Systeme  bei  .t  =  a  normaler  Diffe- 
rentialausdrücke, die  einen  Gruppenexponenten  q  des  letzten  Bestandtheiles 
einstellig  mit  unter  einander  verschiedenen  zugeh(3rigen  detcrmiiiirendeu 
Factoren  enthalten,  liefern  gleich  Null  gesetzt  Differentialgleichungen,  deren 
Integrale  mit  dem  Gruppenexponenten  q  (als  Exponenten  von  x  —  a  in  den 
Entwickclungen)  unter  einander  Unearunabhängig  sind  (No.  9,  II  B,  a)). 
Wenn  es  mehrere  Systeme  bei  .r  =  «  normaler  Ditterentialausdrücke  giebt. 
welche  einen  Gruppenexponenten  ()  des  letzten  Bestandtheiles  einstellig  mit 
demselben  zugehörigen  determinirenden  Factor  enthalten,  und  welche  gleich 
Null  gesetzt  Differentialgleichungen  liefern,  deren  Integrale  F,„  —  0  erfüllen, 
so  giebt  es  auch  ein  System  V^  mit  denselben  Eigenschaften,  welches  gleich 
Null  gesetzt  eine  Differentialgleichung  ergiebt.  in  der  alle  Integrale  mit 
dem  Gruppenexponenten  (j  aus  solchen  Differentialgleichungen  enthalten 
sind  (No.  9,  II  B,  b)).  Es  können  aus  diesen  Differentialgleichungen  höch- 
stens so  viele  Integrale  mit  dem  Gruppenexponenten  (>  hervorgehen,  als  in 
einer  Darstellung  von  F,„  durch  ein  System  normaler  Difterentialausdrücke 
Bcstandtheile  mit  demselben  determinirenden  Factor  bei  .r  -^  a  in  den  zu- 
gehörigen Exponentengleichungen  Wurzeln  vorkommen,  die  sich  von  o  nur 
um  ganze  Zahlen  unterscheiden  (No.  8,  II  B,  6)). 

Lim  ein  System,  welches  das  System  V'  an  der  S])it/.c  einer  Dar- 
stellung ^  von  F,„  vertritt,  aufzusuchen,  sei  mittelst  der  canonischen  Form 
von  F,„  folgendes  System  für  F„,  aufgestellt 

(2.)  '    R (y,  x)  --tj,,     S(y „  .r)  =  y, ,     7'C'/. •  •'O- 
wo   li,  S,   T  Systeme    normaler  Differentialausdrücke    sind.      In    den   Expu- 
nentengleichungen ,    die  zu   den   determinirenden  Factoren  bei  x  ~  n  in  den 
Bestandtlieilen   von  R    gehören,    soll  eine  Wurzel,   die  sich    von  (/  nur  um 
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eine  ganze  Zahl   unterscheidet,    nicht   enthalten  sein.     S   enthalte  alle  die- 
jenigen  Bestandtheile    des   Systems   mit    dem    betrachteten   determinirenden 
Factor  bei  x  —  a,  in  deren  zugehörigen  Kxponentengleichungen  sich  Wurzeln, 
die  von  q  nur  um  ganze  Zahlen  verschieden  sind,   linden,  ausserdem  etw;i 
noch   andere   Bestandtheile,    T  die   übrigen  Bestandtheile.     Dann  giebt   es 
(No.  8,  III  B,  h))  für  S   eine  Darstellung   S' ,   in   der  ein   System    normaler 
Dift'erentialausdrücke  Si  an  der  Spitze  steht,  welches  den  Gruppenexponenten  q 
einstellig   mit  dem   betrachteten   determinirenden  Factor   bei  .r  =  a    enthält, 
und   so    dass  Ii(;y,  x)  =  if,.    S,(^,,t)  =  0  so   viele   der   gesuchten  Integrale 
wie   */^  =  0  liefert.     Um   nun   dieses  System  S,    aus  S  herzuleiten .   werden 
successive   normale  Bestandtheile   eines   Systemes   für  S  abgesondert   (ver- 
mittelst der  Hauptunterdifferentialgleichungen  des  ersten  canonischen  Bestand - 
theiles  in  der  Darstellung  der  Diiferentialausdrücke  unter  canonischer  Form), 
deren  Exponentengleichungen,  welche  zu  den  determinirenden  Factoren  bei 
.V  =  a  gehören,  eine  Wurzel,  die  von  {>  mir  um  eine  ganze  Zahl  verschieden 
ist.  nicht  enthalten.     Dieses  Verfahren    wird   fortgesetzt,   bis  man  entweder 
auf  einen    bei   x  =  a  normalen   Diiferentialausdruck    mit   dem    betrachteten 
deternnnirenden  Factor  stösst,  dessen  zugehörige  Exponentengleichung  Wur- 
zeln, die  sich  von  q  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,    in  erforderlicher 
Anzahl   enthält,   oder   bis   man  auf  einen  Diiferentialausdruck  kommt,  aus 
dem  sich  ein  Bestandtheil,  dessen  zu  dem  determinirenden  Factor  bei  x  =  a 
gehörende  Exponentengleichung  eine  von  (j  nur  um   eiue  ganze  Zahl  ver- 
schiedene Wurzel  nicht  enthält,    nicht  mehr  absondern   lässt.     In  letzterem 
Falle  ist  (der  übrig  bleibende  Ausdruck  tritt  wie  S   in    einem  Schema  (2.) 
auf)  zuzusehen,    ob  und  welches  System  normaler  Ausdrücke  mit  dem  be- 
trachteten determinirenden  Factor   bei   x  = «  von   höchster  Ürdiumg  folgen 
kann.     Es  kann  nur  ein  einziges  solches  geben.    (Abh.  Bd.  91,  No.  9,  II  c)). 
b)    Bei  dem  Umgange  um  x  =  n  in  diesem  Integrale  für  /•  =  r,  kommt 
Formel  No.  13,  (19.)  zur  Anwendung,  in  welcher  die  Constanten  durch  die 
Ausdrücke  No.  19,  (3.),  (4.)  bestimmt  werden.     Es  sind  dann  noch  gemäss 
dem  in  A,  b)  Gesagten  Grössen  S{"'  No.  21.  (:-l)  für  ?•</■,  durch  Integrale 
No.  21,  (7.),  in  welchen  die  Integrationsconstanten  annullirt  sind,  auszudrücken. 
Dieses  geschieht,  indem  successive  durch  die  t  dividirt.  dann  differentiirt  und 
vor  jeder  Differentiation   das   constantc   Glied   der   Entwickelung    bestimmt 
wird.     Diese    Constanten   werden   nach   No.  17    durch   bestimmte   Integrale 
ausgedrückt   und    durch    Reihen    entwickelt,    und   werden    nach   No.  18    mit 
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beliebiger  Anniüieiuiig-  beiechiiet.    Die  letzte  Constaiite  in  jedem  Ausdiuckr 
wird  gleich  1.     (Abb.  Bd.  95,  No.  5,  III  />)). 

c)  Setzt  man  bei  einem  Umgänge  um  x  =  a  in  Formel  Xo.  13, 
(19.)  für  y^^.,^  ein  Integral  aus  No.  21,  (11.)  für  r  = /•,  ein  und  drückt  y,,+,^_, 
bis  jji  durch  die  vorhergehenden  Integrale  aus  No.  21,  (11.),  die  denselben 
Gruppenexponenten  des  letzten  Bestandtheiles  enthalten,  aus,  so  ergiebt 
sich,  dass  der  höchste  Exponent  der  Potenzen  des  log(.c— a)  (mit  nicht  ver- 
schwindendem Factor)  in  ^,,^.,,  höchstens  um  eine  Feinheit  den  höchsten 
Exponenten  dieser  Potenzen  in  den  vorhergehenden  Integralen  übertrifft. 
Daraus  folgt,  wenn  der  höchste  Exponent  von  log(x— «)  in  den  Integralen 
No.  21,  (11.)  für  r<Zi\  mit  demselben  Gruppeiiexponenten  gleich?/  ist.  und 
wenn  in  dem  Ausdrucke  S^,''"'  in  f/^,,.,,  Ä  normale  Elementarintegrale  mit 
diesem  Gruppenexponenten  vorkommen,  dass  der  hijchstc  P^xponent  von 
log(a'— a)  in  y^^^  höchstens  gleich  ?/  +  /.  ist. 

IL  Um  die  Fortsetzung  eines  Integrales  von  F,„  =  ü  unter  Anwen- 
dung der  hl  No.  20  gegebenen  Methoden  auszudrücken,  Avird  der  Ueber- 
gang  von  einem  singulären  Punkte  von  F„,  =  0  zu  einem  anderen  singu- 
lären  Punkte  dieser  Differentialgleichung  successive  bei  den  Integralen  der 
y  Differentialgleichungen,  die  aus  No.  21,  (1.)  hervorgehen, 

(3.)  ^(1) (y,  a;)  =  yi ,  F^,) (//, ,  .r)  =  y,,  ...  F^,■,(y,_^,  x)  =  0  u^h...r) 
vorgenommen.  Die  Integrale  einer  solchen  Differentialgleichung  bei  den 
singulären  Punkten  von  F,„  =  0  sind  in  den  Formeln  No.  21,  (11.)  ent- 
halten (bei  X  —  t''\  t  =  0  werden  sie  mittelst  No.  21,  (14.)  nach  dem  Schema 
No.  21,  (11.)  aufgestellt)  und  werden  nach  dem  Vorhergehenden  dargestellt. 
Die  Difterentialdeterminante  derselben  wird,  wie  in  No.  21,  II  A,  h)  ange- 
geben ist,  gebildet;  hierbei  sind  die  in  (3.)  neu  hinzutretenden  singulären 
l 'unkte  nach  No.  11,  111  bekannt.  Es  werden  nun  die  ^lethoden  aus  Xo.  20 
angewandt,  um  die  Constanten  in  den  linearen  Verbindungen  der  Integrale 
dieser  Differentialgleichungen  bei  dem  Uebergange  von  einem  singulären 
Punkte  von  F,„  =  0  zu  einem  anderen  zu  erhalten.  1  )ie  in  (3.)  neu  hinzu- 
tretenden singulären  Punkte  sind  ausserwesentliche  und  kommen  bei  An- 
wendung der  Substitutionen  aus  No.  20,  1  und  II  nicht  in  liotraclit. 

23. 

Kiitwioki-luiigoii.  die  uucndlii'li  \iole  Potenzen  mit  negative»  Kxpnnenten  eiitliallcii. 

1.  Giebt  man  der  Entwickclung  No.  13,  (16.)  eines  Systemes  nor- 
maler  Elementarintegrale  die  Form  e"'.(-v-a)- ir(.r) ,   wo  w  gleich  Null   oder 
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von  der  Form  ^"c  ,(a;— a)~''  seiu  soll,  so  muss.    wenn  i/'(.r)  mir   eine   end- 

liehe  Anzahl  Potenzen  von  .r-«  mit  negativen  Exponenten  enthält,  e"'  gleich 
dem  determiuirenden  Factor  e"  des  letzten  Bestaudtheiles  dieses  Systems 
sein,  wie  sich  aus  Formel  No.  13,  (15.)  durch  Division  mit  den  //  und 
Difterentiation  ergiebt.  Ist  Mod?/:=iü,  so  enthalten  also  die  Grössen  (/>  in 
No.  13,  (16.)  unendlich  viele  Potenzen  mit  negativen  Exponenten.  Wird 
ir  =  u  gesetzt,  so  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise,  dass  i/'(x)  eine  unend- 
liche Anzahl  von  solchen  Potenzen   enthält,  sobald  dieses  in  )/'r/-i(^)  "^ 

(1.)        n„  /dxii^' fi.,^i  / . ..  /  ii^^Udx  —   (^'  [,-J'~ay-  ip.,_i{x) 

der    Fall    ist.    Avelcher   Ausdruck   (1.)    aus    No.  13,    (15.)    entsteht,    wenn 

iif  /dx.ii^\iij  /...  /ii,^_^dx  weggelassen  wird. 

Ausdrücke  (1.),  in  denen  V'r,(^)  unendlich  viele  Potenzen  mit  nega- 
tiven Exponenten  enthält,  kann  man  auf  folgende  Weise  bilden.  In  ,»,,  sei 
der  determinirende  Factor  von  e"  verschieden.     (1.)  sei  auf  die  Form 

(2.)       u.,/'dxfi;'V 

gebracht,  bei  V  sei  in  der  Grösse  i/'.,  ^lus  dem  Ausdrucke  e"(x-a)"if'„(^x)  ""'" 
eine  endliche  Anzahl  Potenzen  von  x—a  mit  negativen  Exponenten  enthalten. 
Wenn  in  n^'V  die  Exponenten  von  x  —  a  ganzzahlig  sind,  so  enthalte  hi 
der  Entwickelung  dieses  Ausdruckes  der  Factor  der  höchsten  Potenz  von 
log(x— «)  das  Glied  (x  —  ay\  Dann  ergiebt  sich,  dass  in  V'y-i(^)  i^  (^O 
unendlich  viele  Potenzen  von  x  —  a  mit  negativen  Klxponenten  vorkommen. 
Wenn  in  ,",7M'  die  Exponenten  von  x-a  nicht  ganzzahlig  sind,  so  sei  der 
Factor    der    höchsten    Potenz    von    log(.T— «)   in    V   gleich    e"(x  —  ay(f>{x), 

11,^—  e'Cr  —  ay /Xx),  n  —  c  =  n-=^c_/x  —  a)  %  <f (x)  und  /(x)  von  der  Form 
i:c,,(j--o)%  wo  Mod  (^ (a)  .>  0  und  Mod;^(a)(>.  ('--/•  =  /•,  nicht  ganzzahlig. 

Wird  der  Factor  der  höchsten  Potenz  von  log(x— «)  in  (2.)  auf  die  Form 
e"(.i--rt)''w(a-)  gebracht,  soll  in  u)(x)  nur  eine  endliche  Zahl  Potenzen  von  x—a 
mit  negativen  Exponenten  vorkommen,  so  muss  bei  <f  (,x)(xkx))~^  =  (»(x—a) 

(3.)        fe'Xx-ay'i>{x-a)dx  =   p"'(.r-rt)'"'+'i'A-,,(.T-a>\     Mod  A-„  ?;- (> 

sein,  und  es  ergiebt  sich  durch  Differentiation  c  =  ti  +  1.  .Sobald  also  in 
der  Entwickelung  von 
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(4.)       e'  "■ /e"  (x— o)' '  (}(x—a)  dx 

der  Coefficieut   einer  Potenz  (.t— «)''+*+'   für  k  <Zn  nicht  verschwindet,  ent- 
hält w{x)  unendlich  viele  Potenzen  von  x—a  mit  negativen  Exponenten. 
Die  Function  (4.)  wird  nach  Xo.  16,  (6.)  dargestellt  durch 

g,,((x-,oa)-,K.r-.')    g^jj   gleich    ^g.,(x-a)-\    (j((x-fi\a)    gleich   2:h,{(x- a)a)\ 

ModAoc^O.  Der  Coefficieut  von  (x  — a)''+*+'  in  (5.)  wird  dann  (Xo.  17; 
vgl.  Abh.  Bd.  95,  No.  2) 

Damit  die  Grösse  (6.)  für  einen  Werth  k<in  nicht  verschwindet,  kann  man 
es  durch  passende  Wahl  von  Fund  //,,  z.B.  so  einrichten,  dass  ^(x—a) 
eine  geeignete  ganze  Function  wird. 

IL  Wird  die  .  Entwickelung  eines  Systems  normaler  Elementar- 
integrale aus  X"o.  21.  (11.)  auf  die  Form  e"(x  —  ayyj(x)  gebracht,  wo  e"  der 
determinirende  Factor,  (j  der  Exponent  des  letzten  Bestandtheiles  dieses 
Systems  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  </'(a;)  eine  endliche  Anzahl  Potenzen  von 
x—a  mit  negativen  Exponenten  hat,  wenn  dieses  System  aus  einer  Haupt- 
unterdift'erentialgleichung  von  F,,,  =  0  hervorgeht,  wo  F,,)  der  erste  cano- 
uische  Bestandtheil  von  F,„  {y,  x)  ist ,  oder  überhaupt  aus  einer  Ditterential- 
gleichung,  in  der  ein  bei  x  =  a  normaler  Differentialausdruck  gleich  Xull 
gesetzt  ist.  Um  in  anderen  Fällen  zu  ersehen,  ob  i/'(j;)  unendlich  viele 
Potenzen  mit  negativen  Exijonenten  enthält,  ist  in  folgender  Weise  zu  ver- 
fahren. Xach  No.  15  wird  die  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coef- 
ficienteu  aufgestellt,  welcher  die  Factorcii  der  Potenzen  von  log(a;— «)  in 
(jr— «)*"!/' (a;)  genügen.  In  der  Exponentengleichung  derselben  bei  x  =  a 
finden  sich  Wurzeln,  die  sich  von  (j  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden, 
da  die  Ditterentialgleichung  die  Integrale  von  e~"F,Xe'y.  x)  =  0  enthält 
(vgl.  No.  3,  III,  (12.));  diejenige  dieser  Wurzeln,  deren  reeller  Theil  am 
kleinsten  ist,  sei  p'.  Wird  dann  in  die  Differentialgleichung  (x—a)''!/  ''" 
Stelle  von  //  eingesetzt,  so  enthält  die  Exponentengleichung  derselben  keine 
negativen  ganzen  Zahlen  zu  Wurzeln.  Die  Entwickelung  von  (-r— «)■'"'"  ;f(;r), 
wo  /Xx)  der  Factor  einer  Potenz  von  log(.r— a)  in  ii'(x)  ist,  kaini  nun.  wenn 
sie  nur  eine  endliche  Anzaiil   Potenzen  vmi  x-a  mit  iiegati\t'ii  Exi)oncnri-n 
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enthalten  soll,  überhaupt  keine  enthalten.  Bildet  man  daher  aus  der  ge- 
nannten Differentialgleichung-  die  homogene  Recursionsformel  mit  constanter 
Anzahl  der  Glieder  für  die  Coeffieienten  in  (a:— a)?~^'/(a;)  (No.  15,  III  A)), 
so  ergieht  sich,  damit  in  dieser  Phitwickelung  unendlich  viele  Potenzen  mit 
negativen  Exponenten  vorkommen,  als  notliwendig  und  hinreichend,  dass 
aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Coefiicienten  mit  negativen  Stellenzeigern 
wenigstens  einer  nicht  verschwindet.  Die  beliebig  angenäherte  Berechnung 
dieser  Coefficienten  geschieht  nach  No.  18.     (Vgl.  Abh.  Bd.  95,  No.  6,  II). 


Vierte  x\btlieiliing. 

24. 

hie  algehiaischeu  Aufgahcii  in  der  vorhergchemloii  Theorie. 

1.  In  dieser  Theorie  treten  folgende  algebraische  Aufgaben  auf. 
(Vgl.  Abh.  Bd.  95,  No.  7,  III). 

A).  Es  sind  algebraische  Gleichungen  aufzulösen,  dieselben  treten 
bei  Aufstellung  der  canonischeu  Form  auf: 

a)  1.  Solche,  welche  die  singulären  Punkte  der  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichung F,„(y,  x)  —  0  im  Endlichen  bestimmen. 

2.  Solche,  welche  Coefficienten  in  den  Exponenten  der  fundamen- 
talen detcrminirenden  Factoren  (No.  3,  III)  bei  den  singulären  Punkten  be- 
stimmen, Coefficientengleichungen  (No.  4,  I  A)). 

3.  Die  Exponentengleichungen,  welche  zu  den  fundamentalen  detcr- 
minirenden Factoren  bei  den  singvilären  Punkten  gehören,  fundamentale 
Exponentengleichungen  (No.  3,  III).  Bei  diesen  müssen  die  Gruppen  der 
Wurzeln,   die  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  aufgestellt  werden. 

Die  Coefficienten  in  diesen  algebraischen  Gleichungen  sind  rationale 
Ausdrücke  (mit  rationalen  Zahlcoefficienten)  von  den  Constanten  in  den 
rationalen  Coefficienten  der  Differentialgleichung,  ausserdem  bei  den  Glei- 
chungen 2.  von  Wurzeln  der  Gleichungen  1.  und  anderen  Gleichungen  2. 
und  bei  den  Gleichungen  3.  von  Wurzeln  der  Gleichungen  1.  und  2. 

b)  Ausnahmsweise  können  bei  der  Absonderung  eines  regulären 
Bestandtheiles  aus  einem  Differentialausdrucke  in  No.  11  gemäss  dem  Ver- 
fahren von  No.  6  zunächst  unbestimmte  Constanten  in  dem  Zähler  der  Coef- 
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ticieuteu  der  fhitwit'kelnng-  in  endlicher  Anzahl  auftreten,  die  diueh  die 
Übrigen  Bedingungen  uud  daher  durch  algebraische  Gleicluuigen  mittelst 
Elimination  zu  bestimmen  sind. 

Bei  der  Aufstellung  des  zweiten  und  der  folgenden  canonischen  Be- 
standtheile  sind  die  neu  hinzutretenden  singulären  Punkte  im  Kndlichen 
durch  lineare  Factoren  eines  Polynoms  gegeben,  von  welchem  im  Allge- 
meinen Theiler  nach  No.  11  bekanntwerden;  es  kinnicn  hierbei  noch  alge- 
braische Gleichungen  aufzulösen  sein. 

Die  Coefficienten  in  diesen  Gleichungen  sind  rationale  Ausdrücke 
der  Coustanteu  aus  den  Coefficienten  der  Differentialgleichungen,  von  Wur- 
zeln der  Gleichungen  a)  und  von  Wurzeln  anderer  Gleichungen  6). 

c)  Es  ergiebt  sich  nach  den  Bemerkungen  über  die  fundamentalen 
determinirenden  Factoren  Xo.  4,  I  C),  dass,  wenn  die  singulären  Punkte  der 
Differentialgleichung  gegeben  sind,  es  besonders  auf  die  Auflösung  der 
fundamentalen  Exponentengleichungen  ankommt. 

B).  Es  ist  zu  beurtheileu,  ob  ganze  rationale  Ausdrücke  bereits 
ermittelter  Constanten  verschwinden.     Diese  Aufgabe  kommt  vor: 

a)  bei  Aufstellung  der  Gleichungen  in  A): 

b)  bei  der  Absonderung  eines  regulären  Bestandtheiles  aus  einem 
Difterentialausdrucke  gemäss  No.  6,  No.  11; 

c)  bei  Reduction  rationaler  Functionen  auf  die  einfachste  Form,  be- 
sonders nach  Anwendung  von  No.  7,  I  in  Xo.  11,  No.  21,  II  .4),- 

(Ij  bei  der  Ermittelung  der  Wurzeln  der  Exponentengleichungen,  die 
sich  von  bekannten  Wurzeln  der  fundamentalen  PLxpouentengleichungen  nur 
um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  und  bei  Auflösung  von  Exponcntenglei- 
chungen,  deren  Wurzeln  als  ganzzahlig  bekannt  siud;  und  zwar  treten  solche 
Aufgaben  bei  Aufstellung  der  canonischen  Form  nach  No.  11,  in  No.  21,  (2.); 
Xo.  22,  I  ß,  fl);  No.  23,  II  auf; 

e)  bei  Ermittelung  einer  endlichen  iVnzahl  Coefficienten  in  der  l^iit- 
wickelung  regulärer  Integrale  nach  No.  14: 

/■)  bei  der  Herleitung  der  in  No.  15  angegebenen  IlUlfsdiffereutial- 
gleichungen  mit  rationalen  Coefficienten,  in  welchen  die  Coefficienten  ratio- 
nale Ausdrücke  der  Constanten  in  den  Coefficienten  der  Differentialglei- 
chung F,„  =  0  und  von  in  A.  a)  1.  angegebenen  Constanten  Averden.  Von 
diesen  Differentialgleichungen  kommen  nur  die  Coefficienten  in   Betracht. 

II.    Die  Aufstellung  der  Systeme  udriualer  Elementarintegrale  No.  18, 

8.^*      • 
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Xo.  21  tüliit  keine  neuen  Coustantcn  ein.  Es  folgt  daher  aus  I,  dass  die 
Constanten  in  den  aufgestellten  Systemen  normaler  Elementarintegrale  alge- 
braisch mit  den  Constanten  in  den  rationalen  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung zusammenhängen. 

•25. 

I)ie  Coiistanten  iu  den  rationalen  Coefficienten  der  Differentialgleichung  seien  algebraische  Zahlen. 

Die  Coustauten  in  den  rationalen  Coefficienten  der  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichung sollen  algebraische  Zahlen  sein,  also  Wurzeln  von  alge- 
braischen Gleichungen  mit  rationalen  Zahlcoefficienten,  welche  Gleichungen 
gegeben  seien.     (Vgl.  Abh.  Bd.  95,  No.  7,  II,  III). 

A).  a)  Die  Summe,  die  Differenz,  das  Product,  der  Quotient  zweier 
algebraischen  Zahlen  sind  wieder  algebraische  Zahlen,  für  die  man  eine 
Gleichung  mit  rationalen  Zahlcoefficienten  aus  den  gegebenen  Gleichungen 
der  beiden  Zahlen  herleiten  kann. 

Eine  algebraische  Gleichung,  deren  Coefficienten  algebraische  Zahlen 
sind,  hat  zu  Wurzeln  algebraische  Zahlen,  und  wenn  Gleichungen  mit 
rationalen  Zahlcoefficienten  fiir  die  Coefficienten  der  Gleichung  gegeben 
sind,  so  kann  man  eine  solche  Gleichung  für  die  Wurzeln  herleiten.  (S.  die 
Abh.  des  Herrn  Dedekhul  in  Dlriclifets  Vorlesungen  über  Zahleutheorie, 
3.  Aurt.,  p.  454  etc.) 

h)  Um  zu  untersuchen,  ob  ein  ganzer  rationaler  Ausdruck  algebra- 
ischer Zahlen,  wenn  man  dieselben  mit  beliebiger  Annäherung  berechnen  kann, 
verschwindet,  ist  eine  algebraische  Gleichung  mit  rationalen  Zahlcoefficienten 
aufzustellen,  welcher  der  Ausdi'uck  genügt,  und  zuzusehen,  ob  derselbe 
dem  ^lodul  nach  kleiner  ist,  als  eine  Grösse,  welche  unterhalb  der  dem 
.Modul  nach  kleinsten  nicht  verschwindenden  Wurzel  liegt. 

c)  Um  eine  algebraische  Gleichung,  deren  Coefficienten  algebraische 
Zahlen  sind,  aufzulösen,  werden  aus  derselben  die  Gleichungen  hergeleitet, 
welche  die  gleich  vielfachen  AViuzeln  der  ursprünglichen  einfach  enthalten, 
und  es  wird  für  jede  der  letzteren  algebraischen  Gleichungen  eine  solche  mit 
rationalen  Zahlcoefficienten  hergeleitet,  welche  die  Wurzeln  jener  umfasst. 
Aus  den  Wurzeln  letzterer  Gleichungen,  die  mit  beliebiger  Annäherung- 
berechnet  werden  können,  ergeben  sich  dann  nach  b)  die  Wurzeln  der  vor- 
gelegten Gleichung,  und  zwar  im  reellen  Theile  oder  Coefficienten  von  i 
rational,  wenn  ein  solches  Element  rational  ist. 
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ß).  l'ui  hei  einer  tmidamentaleii  10xi)oiieiitengleichuiig,  deren  \\'uizelii 
nach  dem  Verfaliren  von  A,  c)  ermittelt  sind,  diejenigen  Wurzeln  zusammen- 
zustellen, welche  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  wird  folgen- 
des Verfahren  angewandt.  S  sei  die  Gesammtheit  der  unter  einander  ver- 
schiedenen Wurzeln,  m  sei  eine  Wurzel  aus  S,  so  wird  w  +  «  in  die 
Gleichung  eingesetzt  und  nach  A,  b)  ermittelt,  für  welche  ganzen  Zahlen  n 
die  Gleichung  erfüllt  ist.  Die  auf  diese  Weise  sich  ergehenden  Wurzeln 
werden  aus  S,  da  man  die  in  S  enthaltenen  mit  beliebiger  Annäherung 
berechnen  kann,  weggestrichen.  Mit  einer  der  übrigen  Wurzeln  wird  in 
derselben  Weise  verfahren  u.  s.  w,  Oder  man  kann  auch  nach  den  Angaben 
von  Abh.  Bd.  95,  Xo.  7,  I  das  ursprüngliche  Gleichungspolynom  so  in 
Faetcren  zerlegen,  dass  einzelne  derselben,  gleich  Null  gesetzt,  Gleichungen 
ergeben,  welche  zu  Wurzeln  Repräsentanten  der  verschiedeneu  Gruppen 
von  Wurzeln,  die  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  haben,  und  dass 
sich  aus  den  übrigen  Factoren  die  anderen  Glieder  jeder  Gruppe  ergeben. 

C).  Als  Constanten  in  den  rationalen  Substitutionen  ersten  Grades 
in  No.  20  kann  mau  auch  algebraische  Zahlen  nehmen:  ebenso  für  die  Werthe 
M  in  No.  18,  die   den   Modul   von  vorgelegten  Grössen   Ubertretfen   sollen. 

Es  ergiebt  sich  also  aus  No.  24  und  dem  Vorhergehenden,  dass. 
wenn  die  Constanten  in  den  rationalen  Coefficienten  der  Differentialgleichung 
algebraische  Zahlen  sind,  sich  alle  im  Früheron  verlangten  Operationen  durch- 
führen lassen. 

Fünfte  Abtheiliinii". 
26. 

Die  faiionischo  Form  des  I)itl'oreiitialau.s(lnickes  enthalte  eiiii'ii  iiiclitiioniialen  llo^lamlilnil.     Allireiiiiiiii' 
Kifreiiscliaftoii  rior  Systeme  normaler  Eleinentarintegralr. 

I.  Ks  ist  in  No.  12,  III  angegeben,  dass,  wenn  die  ciiMoiiische  Form 
von  F„,(//,  x)  einen  nichtnormalen  canonischen  Bestandtheil  F,„_.v(s,  x)  ent- 
hält, derselbe  auf  die  Form 

(1.)        F,,(s,  x)  =  s.     <fs(s',  x) 
gebracht  wirtl,  wo  F„  ein  homogener  linearer  Ditterentialausdruck  mit  ratii»- 
nalen  Coefficienten  ist,   der  sich  nicht  mehr  durch  ein  System  solcher  dar- 
stellen   lässt,    von    denen    der    erste    oder    letzte    Bestandtheil    ein    normaler 
Differentialausdruck  ist.     l'nd  es  bleibt  nun  die  Differentialgleichung  F„  =  0 


278  Thome,   zur  Theorie  der  ihiearen  Dilferendalgleichungeu. 

weiter  zu  untersuchen  in  Bezug  auf  Integrale,  die  durch  Systeme  normaler 
Elementarintegrale  ausdrückbar  sind.  In  F„  =  0  sind  bei  den  singulären 
Punkten  von  F„,  =  0  die  fundamentalen  determinirenden  Factoren  und  die 
Wurzeln  der  zugehörigen  Expojientengleichungen  bis  auf  ganze  Zahlen 
durch  die  Zerlegung  von  F,„  aus  den  entsprechenden  Grössen  von  F,„  be- 
kannt. Bei  den  übrigen  singulären  Punkten  von  F„  =  0  ist  der  charakte- 
ristische Index  gleich  Null  und  sind  die  Wurzeln  der  Exponentengleichungen 
ganzzahlig.  Die  Constanten  in  den  rationalen  Cocfficienten  in  F„  hängen 
algebraisch  mit  denen  in  F,„  zusammen. 

II.  Es  ist  nun  hier  allgenicin  zu  zeigen,  dass  bei  einer  beliebigen 
homogenen  linearen  Differentialgleichung  F,„  =  0  mit  rationalen  Coeflicienten 
die  Constanten  in  einem  Systeme  normaler  Elementarintegrale  e'"(.r— a)'i'(a;), 
wo  e"  der  determiuirende  Factor,  /•  der  Exponent  ist,  aus  welchem  Systeme, 
wenn  bei  einem  beliebigen  Bestandtheile  abgebrochen  wird.  Integrale  von 
F„,  —  0  hervorgehen,  algebraisch  mit  den  Constanten  in  den  rationalen  Coef- 
licienten von  F,„  =  0  zusammenhängen,  wobei  nur  in  der  Entwickelung  der 
(Grössen  v  im  Zähler  der  Cocfficienten  eine  endliche  Anzahl  zunächst  un- 
bestimmter Constanten  möglicherweise  auftritt.  Bei  den  in  der  vierten  Ab- 
theilung aufgestellten  Systemen  normaler  Elementariutegrale  von  F,„  —  0, 
wenn  F,„  durch  ein  System  normaler  Ditferentialausdrücke  darstellbar  ist, 
hatten  sich  die  ermittelten  Constanten  als  algebraisch  mit  den  Constanten 
in  den  Cocfficienten  der  Differentialgleichung  zusammenhängend  ergeben. 
Der   allgemeine  Satz  folgt  aus  den  Untersuchungen  der  ersten  Abtheilung. 

Zunächst  hängen  die  Constanten,  die  in  No.  24,  I  Ä)  angegeben  sind, 
die  singulären  Punkte,  die  Cocfficienten  in  den  Exponenten  der  fundamen- 
talen determinirenden  Factoren  bei  den  singulären  Punkten,  die  Wurzeln 
der  fundamentalen  Exponentengleichungen  algebraisch  mit  den  Constanten 
in  den  rationalen  Cocfficienten  der  Differentialgleichung  zusammen.  AVcnn 
nun  aus  einem  Systeme  normaler  IClementarintegrale 

(2.)       (',  I dxfi^'  II,  I  ■■■  I  ii~\u,(lx 

für  a  — 1 in~k  Integrale  von  F,„  ==  0  hervorgehen,  und  das  System  normaler 

Elementardifferentialausdrücke  F^_^{ij,  x) 

gebildet  wird,  worin  »jr.,  =       5"^'  ,    so    sind    die   Integrale   (2.)   solche  von 


I 
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F„_^  =  0,  und  es  wird  F,„(«/,  a>)  dargestellt  durch 

wo  fi,  eiu  homogener  linearer  Differentialausdruck  Ä-'fi  Ordnung,  dessen  L'oef- 
ficienten  bei  x  =  a,  abgesehen  von  diesem  Punkte,  einwerthig  und  stetig  und 
für  X  =  a  in  endlicher  Ordnung  unendlich  sind  (No.  2,  I,  III).  Der  deter- 
minirende  Factor  e""  in  einem  Besrandtheil  des  Systemes  (3.)  ist  einer  der 
fundamentalen  determinirenden  Factoren  von  F„,  =  0,  der  Exponent  in  .«„  ab- 
gesehen von  einer  ganzen  Zahl,  eine  Wurzel  der  zum  determinirenden 
Factor  e"'  gehörenden  Exponentengleichuug  von  F,„  =  0  (No.  3,  III,  (12.)). 
Um  die  Entwickclung  von  (j;— «)'»', (x-)  in  /',,  zu  untersuchen,  wird 

^^•^  dx  ~^''J  "  ^"    •••       dx ^>-'y.--'  =  '/'.-iCi'.  '^) 

gesetzt,  und  F,„(j/,  a;)  durch  das  System 

(6-)  <f~^-^(n,x)  =  s,  /„,_,, ^1  («',  a;) 
dargestellt,  wo  /,„_,,+!  ein  homogener  linearer  Dilferentialausdruck ,  dessen 
Coet'ticienten  ganze  rationale  Functionen  der  Coefficienten  vonF,„(^,  o-)  und 
der  Coefficienten  von  y,,_i(»/,  a:)  und  deren  Ableitungen  sind  (No.  2,  (14.)). 
{x—(i)'''v^{x)  erfüllt  die  Differentialgleichung  e  '''/,„_,, +  i(e'''«j  a?)  =  0.  Nach 
den  Angaben  No.  2,  II  a,  h)  werden  ans  dem  Polynome  No.  1,  (4.)  der  Ex- 
ponentengleichung von  e~'°'F„,(e'°''y,a')  =  0  vermittelst  der  Grrössen  e"*'~"'''{x-a)^' 
(6  =  1,  ...0—1)  successive  die  Polynome  der  Exponentengleichungen  von 
e  '"''x,„-t(e' ''y,  a;)  =  0  (b  =  l,  ...a-1)  hergeleitet.  In  den  Ausdrücken  der 
Coefficienten  in  der  Entwickelung  von  i\^{x)  sind  nun  nach  No.  1  die  Nenner 
durch  das  Poljnioni  der  Exponentengleichung  von  e~"'/,„  ,,_,(e' 'y,  .r)  =  0,  in 
welchem  statt  der  Variabein  die  Grösse  r, -•  (i,  (i  ganzzahlig  und  jjositiv. 
steht,  gegeben,  die  Zähler  sind  entweder  eindeutig  bestimmt  durch  c,  und 
die  Constanten  in  der  Differentialgleichung  e  '  ''/,„-,,+i(e"''y,  -r)  =  0,  oder  es 
<>chen  noch  zunächst  unbestimmte  (  onstanten  in  endlicher  Anzahl  in  die 
Zähler  ein.  Daher  findet  dasselbe  auch  in  '-'^'^ — q^ya-\  statt.  Indem  man 
also  von  a  =  1  an  beginnt,  ergiebt  sich,  dass  die  Constanten  in  der  Entwickc- 
lung der  Grössen  r  algebraisch  mit  den  Constanten  in  den  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  F,„  =  ü  zusammenhängen  abgesehen  davon,  dass  mög- 
licherweise eine  endliche  Anzahl  zunächst  unbestimmter  Constanten  in  den 
Zählern  der  Coefficienten  in  den  Entwickelungen  der  r  ;iuftritt.     Ueber  tlic 
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Coefficieiiteii   der  Differentialgleichung-  F,„  =  0   ist  bei   diesem  Beweise   nur 
die  Voraussetzung  aus  No.  1,  (1.)  gemacht. 

III.  Wenn  aber  auch  bei  einem  singulären  Punkte  von  F,„  =  0 
fundamentale  determinirende  Factoren  und  Wurzeln  der  zugehörigen  Ex- 
[xinentengleiehungen  in  der  Anzahl  der  Ordnung  der  Differentialgleichung 
vorhanden  sind  und  eindeutig  bestimmte  formelle  Entwickelungen  der  nor- 
malen Elementarintegrale  sich  ergeben,  so  kann  doch  der  Fall  eintreten, 
dass  kein  normales  Elementarintegral  existirt,  und  dass  in  einer  Darstellung 
des  Differentialausdruckes  unter  der  Form  (3.),  worin  die  q  von  der  Form 
'' .  /;  und  w  bei  a;  =  ff,  abgesehen  von  diesem  Punkte,  einwerthig  und  stetig 
sind,  keine  Grösse  q  vorkommen  kann,  in  der  co=l,  »y  in  endlicher  Ord- 
nung unendlich  ist.  (Die  entgegenstehende  Behauptung  in  der  Abh.  des 
Herrn  Floquet,  Annales  de  T^cole  normale  T.  VIII,  S.  122 ,  1879  ist  nicht 
richtig).  Dieses  kaini  man  dadurch  nachweisen,  dass  man  bei  einer  Diffe- 
rentialgleichung mit  zwei  singulären  Punkten  o;  =  ü  und  a;  =:  oo  die  Coeffi- 
cienten  so  bestimmt,  dass  die  Integrale  bei  dem  singulären  Punkte  x  =  oc 
regulär  sind,  so  dass  mau  deren  Entwickelung  kennt,  die  in  der  ganzen 
Ebene  abgesehen  von  o;  —  0  gilt,  wodurch  man  auch  die  Entwickelung 
der  Integrale  bei  x  =  ü  erhält,  und  dass  man  weiter  über  die  Coefficienten 
so  verfügt,  dass  bei  j;  =  0  die  verlangten  Resultate  hervorgehen.  Eine 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  die  bei  a;  =  0  den  charakteristischen 
Index  gleich  1,   bei  x  —  ^x.  denselben  gleich  Null  hat,  ist 

^:^        a„  +  a.x    dy        Mj^  )^      Modfl„^0. 

^    ''         dx^  X  dx  x^       "  ^  ^ 

Die   Exponenteugleichung  bei  x  =  ^  ist 

(8.)       ,.(,._l)  +  (2-a,)r4-^   =   0. 
Bei  X  =  0    bestehen   die    beiden    fundamentalen    determinirenden   Factoren 

(No.  4)  1   und  e ""   mit  den  zugehörigen  Exponentengleichungen 
(9.)       n,r  +  b,  =  0     bei     1, 

(10.)  —ai,r  +  2a,  —  a„ai+b„  =  0  bei  e\ 
dind  die  ^^'urzeln  von  (8.)  (>,  und  (>,,,  ist  die  Wurzel  von  (9.)  (Jj,  so  ist  die 
von  (10.)  (^4  =  1— {>!  —  (>. —^3.  Man  kann  nun  (>,  und  (>.,  so  wählen,  dass 
sie  sich  nicht  um  eine  ganze  Zahl  unterscheiden,  und  (>j  so,  dass  weder  (»3 
noch  (>4  sich  von  —  (>,  und  —  (>_.  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet.  Die 
Integrale  von  (7.)  haben  nun  die  Entwickelungen 
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(11.)        X-?'  1  c['^x-\      Mod  c,V>  $;  0, 
(12.)       x-"'  1  c^^x-\     Mod  cP  >  0, 

die  für  beliebige  Weithe  von  x,  abgesehen  von  x  =  0,  gelten.  Jiei  x  =  {) 
ergeben  sich  die  (abgesehen  von  constanten  Factoren)  eindeutig  bestimmten 
formellen  Entwickelungen  der  als  Integrale  von  (7.)  allein  möglichen  nor- 
malen Elementarintegrale 

(13.)       x'-"±/,-\'^x%     kir^l. 
(14.)       e^x^^±k(:^x%     Ä-,V-' =  1. 

Dieselben  können  jedoch  wegen  der  über  die  Exponenten  ,o„  (,.,  4,3,  p,  „•«- 
stellten  Bedingungen,  da  bereits  die  Integrale  (11.)  und  (12.)  bestehen,  lucht 
convergiren.  I-n  einer  Darstellung  des  Differentialausdruckes  in  (7.)  durch 
ein  System  xmx  der  Form  (3.).  worin  q,  und  y,  Ausdrücke  der  Form  -' 
haben,  //  und  cn  bei  .r  =  0.  abgesehen  von  diesem  Punkte,  einwertliig  un'd 
stetig  sind,  kann  in  q,  nicht  w  =  l  und  rj  in  endlicher  Ordnung  tür'x  =  0 
uneiuUich  werden,  weil  sonst  q,  dieselbe  Eigenschaft  haben  raülste  (No.  2. 
(14.)),  demnach  die  Differentialgleichung  bei  x  =  0  ein  normales  Elementar- 
integral hätte. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  bei  Aufsuchung  von  Systemen  normaler 
Eleraentarintegrale  der  allgemeinen  Differentialgleichung  F„(s.  .r)  =  0  (1.) 
specielle  Convergenzbetrachtungen  auftreten. 

Greifswald,  den  5.  August  1883. 
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